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Théoréme de Moivre-Laplace

Reésultats préliminaires

1. La formule de Stirling fournit un équivalent de n!, et on sait que :
n n
nl ~V2mn (7)
e
n n n n
par conséquent n! — v/27wn (7) =0 (\/ 2mn <7) ) , donc il existe une suite réelle (¢, ),, convergente vers
e e

0 telle que

n! —v2mn (%)n =€, V2N (g)n Cadn!l=(1+e€,) V2mn (g)n CQFD

2. Soit A >0 et u € R, on a par définition de la partie entiére, pour tout x > 0 :

Arx+p—1 - [ Az + ] < Az + @

-1 <
Ax+p < [Ax+p| <Az + p done gy S om

. A+ p—1 . Az + 1
Or lim ———— = lim
r——+00 AT r——+00 AT

=1, par suite | Az + p| ~ Az lorsque & — +00.
De méme en utilisant ’encadrement

A+p<[Adz+p] <z +p+1
on obtient [Ax + u| ~ Az lorsque z — +o0.

1
3. La fonction ® est continue sur R et par croissance comparée on a ® (t) = o (t2) au voisinage de +o0, or
1
t— 2 est intégrable au voisinage de +oo car de type Riemann avec a« = 2 > 1. Ainsi ® est intégrable sur
—+oo
R et par conséquent / ® (t) dt converge.

— 00

2 2 z?
4. Onal(z)=(1+2)ln(l+2)=(1+2) (m—2+o(x2)> :x—7+x2+0(9:2):w+?+0(x2).

Etude asymptotique d’une suite

5. Etudions la monotonie de la suite finie (P (X,, = k))y<4<,, » puisque X, suit une la binomiale B (n,p) , alors

P(Xn=k)=p"¢""(})#0
Donc pour k € {0,...,n — 1} :

P(Xn:k) <1<:>q(k+1)

P(Xn=k)<P(Xn=k+1><=>m n(n—k)

<l<=k<np—gq

Donc k+1 < [np — q1 ainsi P (X,
on ne peut plus avoir P (X,, = k) <

0) < P(X,=1)<..<P(X, =[np—q|) et au-dela de cette indice
(Xn
d’une binomiale.

<P =k +1). On conclut alors que p,, est la probabilité dominante
6. Selon la question Q.2, on a x,, = [np — ¢] ~ np donc de limite +o0o. Par ailleurs on a par définition de
[np — ¢] Vinégalité
n—[np—ql=n—-z,2n(l-p)+q-1

Puisque p € 10,1[, alors lim n — x,, = 4o0.
n— 400



D’autres parts, on a

_ _ T M—Tp (M _  Tp M—Ty O
pn=P(Xn=12,) =p™¢" "™ (') =p""¢q P Py

Or les suites (z,), st (n—xy), tendent vers +o0o, on peut donc utiliser la formule de Stirling, ainsi

Ty = (\/271'317,I (@) s 1) €x,, avec lim €, =0, donc z,! ~ 27z, (@) " et de méme (n—ax,)! ~
e e

n—-4oo
2 (n — ) <n —In

N—=ITy
) . En reportant dans ’expression de p,,, on obtient :
e

1 nnpxn qn—zn

vn
VNPGPn ~ /TPq -
" VI (n—x,) V2m i (n—x,)" "

n— Ty,

. T
Pour conclure il suffit de remarquer que — ~ p et
n

CQFD

n
~ ¢, donc le terme ,/npqL — 1.
Vo (n =)
. En passant a ’écriture exponentielle on aura :

N Ty ,N—Tm,

n-prq
" (n— xy,

n ln(n)efwn ln(i:‘ ) e,(n,z") ln(%)

)nfwn =e

1
. . —anIn(+) —(n—z,)In(+ . )
puis en écrivant e”'*"? = ¢~ " n(”)e (=) n(”), on obtient de autre coté :

Tp—Nnp np—=Tn Ty —Np Ty —Np Tp—Np Ly —Np p .
— - —_ — 1+——— ) In( 1 — 1+———— | In| 1+—— o T\ _ (0 . n—Tp
. an( P ) nq(( nq ) . np( + np ) n( + np ) nq( + nq ) n( + na ) e Tn 1“(np) (n zn)ln( g )

D’ou I’égalité entre les deux expressions.

. On vérife facilement que les suites (“T;m’) et (%) sont a valeurs dans |—1, +-00[ et convergent vers
n n
0, donc d’apres les questions Q.4, Q.6 et Q.7, on obtient :

Ln—_MP np—Tn Ln—_MP Tn —MPp np—Tn np—Tn
— — — 1 In(1 — 1 In({1
g~ e () as () _ o (g i (o2 ) (e o (25 )
V2
1 Zn—np 1 (ZTn—np 2 Tp—Np 2 np—=xn 1 np—xn, 2 np—=Iny 2
_ efnp np +3 np +o np g nq +3 nq to nq

V2r

2 2 2 2
L AR () ) ()

1

la suite (z,, — np),, étant bornée, donc le terme a 'exponentielle tend vers 0, ainsi 113_1 /PPy, = \/7
n—-—+0oo e

Convergence en loi
.On aY,(Q) = {rnr /0<k<n} et puisque X,, suit la loi binomiale B (n,p), alors P (Y, =7,%) =
P (X, =k)=p"¢"*(}).
On sait que F (X,,) = np, V (X,,) = npq, de plus I'espérance étant linéaire et la variance vérifie V (e X +Y) =
a’*V (X), donc

NGT npq

Ainsi la varaible Y,, est centrée réduite.

=1

—np n(l—p)
V/npq V/pgq

un rang N1 > 1 tel que V n > Ny, [a,b] C [Tp,0, Tn,n] - De méme puisque b —a > 0 et lim

1
n—-too \/Mpq
< b — a. Il suffit alors de prendre N = max (N1, Na).

.Onartyo= — —o0 lorsque n — +o0 et Ty, = — 400 lorsque n — 400, donc il existe

=0, il

existe un rang No > 1 tel que V n > Ns,
np

Q



11.

12.

13.

14.

A Taide de la définition de k, (t) = L\/Wt—&—an, on vérifie facilement que pour tout entier s, la
fonction e, est constante sur Uintervalle [T, s,Tn s+1[ €st vaut 7, s, donc en escalier sur [Ty, 0,Tpn] =
(Uo<s<n—1 [Tn,s» Tn,s+1) U{Tn,n} . Ainsi si [a, b] un segment de R, on sait selon Q.10, qu’il existe un rang N
a partir du quel [a, b] C [Tn,0, Tnn], d’0U e, sera en escalier sur chaque segment [a, b], par suite en escalier
sur R.

D’autres parts, t — ky, (t) = L /mpqt + an est croissante sur R et k —— 7,1, = P est croissance sur

Z, donc par composée la fonction e, : & —— 7, (1) est croissante sur R.
Puis a laide de ’encadrement /npgt +np — 1 < k, (t) < y/npgt + pn, on obtient 'inégalité :
kn(t) —n 1
en(ty= B =y

NG Vipg

Par conséquent, on aura
1

np

VteR, 0<t—e,(t) <

Q

Or la suite () est convergente vers 0, donc la suite de fonction (e,), converge simplement
VIPL) >y

sur R vers I'application identique e : ¢ — t. Notons que cette convergence est uniforme sur R puisque

It — en (t)H]R <—— —0, quand n — 400

T /npq
1

On a d’abord 7, 1, (a) = €n(a) — a lorsque n — 400 et aussi 7, , ()41 = €n (b) + — b lorsque

N
n — 4o0o. Et puisque ® est continue alors la fonction h (a, 8) = /BCD (t)dt = /06<I>(t) dt — /an) (t)dt
est continue sur R2. (En faite de classe C! car ses dérivées partielles sont S—Z (o, B) — =P (a) et
g—g : (ar, B) — @ (B) continues sur R?).
Ainsi b (T k() Trskn (0)41) = /kan(le(I) (t) dt converge vers h (a,b) = /b‘1> (t) dt.
Tk () a

D’autres parts puisque la fonction e,, est constante sur lintervalle [7, s, 7p s+1] €st vaut 7, s, on obtient
alors

kn (b) ky (b) 1 Trn,s41
Plea(@) <Va<en®) = 3 P(Vp=rus) = ﬁ/ P (Y, = en (1)) dt
s=ky(a) s=ky(a) n8+ o8 T
Tn,ky (b)+1 Tn,kp(b)+1
= npq/ P(Y,=¢e,(t)dt = / fn (t)dt. CQFD
T"’kn(a) T"rkn(‘l)
k—mnp

On remarque d’abord que 7,1, (r,,) = L, /IPqT —|—an = M /npq —+—an = k, donc il vient :
" v pq

fo (Tug) = VPGP (Yo = Trpn(rn)) = VPGP (Yo = Tng) = PP (Xn = k) = /pqn(}7)p"q" " par
égalité des événements (Y, = 7, 1) et (X,, = k), ensuite il suffit d’écrire
n!

() =% (n—k)!

n k k
puis de remplacer les factoriels n! = v/2mn (E> (1+¢€,), k' =21k (> (1+ep)et
e e

(n—k)!'=+2n(n—k) <n — k>n_k (1+ €,—x) par leurs expressions obtenues a la quesion Q.1 pour con-

clure.

On a par défintion de la partie enitiere \/npgt +np — 1 < ky, (t) < \/npqt 4+ np, donc lim Fn (1) =p. De
n—+oo N

la méme fagon on obtient nEIJIrlOO %"(t) =1—p=gq. Or pour n assez grand on ne peut avoir k, (t) =0



15.

16.

17.

1_np—>—oo out > nonp

Vv 1Pq Vv 1Pq

grand et t € [a,b], le rapport est bien défini et on a

ou ky, (t) = n car on aura respectivement ¢ < — +o0. Ainsi pour n assez

. pan’ _
s \/ AOICEr ) R

On vient de voir que les termes k,, (t) et n — k,, (t) tendent vers +oco quand n — +o00, de plus lirf €n =0,
d’ont
. l1+en
lim =1.
nbee (L en, 1) (14 enrav)

L’hypothése sur k assure le fait que , /irmk, - /ﬂfn,k € ]—1,1[, donc la fonction ¢ est bien définie en
np nq

ces deux points. Comme & la question Q.7, on a

n’npk:qnfk _ Ekqnfkt _ einpc<mnn_pnp> 7nq4<npn_qzn> _ e—TLpC (1 / nian,k:> _n‘ZC(_\/nIiITn,k) . CQFD
n

kb (R ()

La question Q.7 prouve que pour tout ¢ € [a, b] , la suite (Tnykn(t))n est bornée, donc les termes 4 |7'n’kn(t)| ,
\ np

nﬁq ’Tn’kn(t)‘ sont de limites nulles quand n tend vers +oo, ainsi pour n assez grand les hypotheéses de la

question Q.15 sont satisfaites, et on a alors

pk"(t)qnfk"(t) _ efnpc( niprn,kmr,)) —ng( (j/ n%m,mu))

(k}n(t) ) kn(t) (7l7kn(t) ) n—kn (t)

n

En utilisant le développement limité obtenu a la question Q.2, on obtient, en remplagant 7,, j (+) par e, (t) :

pk" (t) qnfkn (t)

(k%(t)>kn(t) (%n(t))n—k’n(t) -

,np(\/nzpen(t)% <\/%en(t)>2+o<< nipen(t))2> ) 7nq<\/nzllen(t)+% <f\/nzge,n(t)>2+o((\/nzgen(t))z))
= e

_ o 3len(®)?o((en(1)?)

Or selon la question Q.11, on a pour ¢ fixé, (e, (£))> = t2+0(1) quand n — 400 et 0 ((en (t))z) —ntoo 0,
donc on conclut que

e~z (en®)o((en)?) _ o=3t7+o() |, =3 QD

Selon la question Q.13, on a f, (t) = f, (T,,%kn(t)) , La convergence simple de (f,),, vers ® sur [a,b] découle
alors directement des questions Q.13, Q.14 et Q.16.

De plus on a pour tout t € [a,b], |fy (t)| = [\/APGP (Yn = en (t))| = /ApqP (Xy = kn (t)) < \/1Pqpn, o0
Py, désigne la probabilité dominante de X,, introduite & la question Q.5. Or selon la question Q.11 cette
suite (‘ /npq n)” étant convergente, donc en particulier bornée par une certaine constante M. Ainsi

Vtelab], |fn(t) <M (Hypotheése de domination)

La constante ¢ — M est intégrable sur le segment [a,b], donc le théoréme de la convergence dominée
s’applique et obtient alors

b b b
lim / Fo(8) dt = / imf (0 dt = / B () dt. CQFD

n—-+4o0o



18.

19.

D’apres la question Q.12, on a

P (67,, (a) <Y, <e, (b))

1
T, kn (b)+1 en(b)+\/?pq
/ fn (t)dt = / fo (8) dt

n,kn (a) €n (a)

a b en(b)-‘r\/%pq
/ fn(t)dt+/ fn(t)dt+/b £ (8) dt

n(a)

Or les fonctions f,, sont uniformément bornées par une constante M (Q.17), lirf en (a) =aet lilf en (b)+
n—-+0oo n—-—+0oo
1

Vv 1Pq

= b, donc

1
a en(b)+—F/—=
/ Fu () dt| < Men (a) — a] — 0 et / T @) dt] < Men (6) + A b =0
en(a) b
On conclut alors que
lim P(e,(a) <Y, <e = lim / fn (@) dt = / ® (t) dt. CQFD
n—-+oo n—-+4oo

D’autres parts, les suites (e, (a)),, et (e, (b)),, sont convergent respectivement vers a et b, puisque a < b,
on peut alors supposer que pour tout n € N, e, (a) < a < e, (b) < b. (C’est vérifié pour n assez grand pour
en (b)), donc par disjonction des événements, on aura

P(a<Y,<b)=P(e,(a) <Y, <e,(b)+Pe,(b) <Y, <b)—Pley(a) <Y, <a)

D’apres la question Q.11, on a [e,, (a),a C {en (a),en(a) + — [, donc

P(ey(a) <Y, <a) < P( (a) <Y, <e,(a)+ \/17>

P(en(a)§%<en( )+ \/%) = P (\/npge, (a) +np < X,, < \/npge, (a) +np + 1)

Or si X,, appartiendra a un intervalle de longueur 1 et elle est a valeurs entiére, donc forcément
(Vnpgen (a) +np < X, < /npgen, (a) +np + 1) = X, = [y/npgen (a) +np) ou X, = [\/npge, (a) +np + 1]

(introduite a Q.5) :

Dans tous les cas, on aura, en notant p,, la probabilité dominante de X,

P(e,(a) <Y, <a) <p, — 0selon Q.8

On établit de méme que (P (e, (b) <Y, < b)), converge vers 0. Par conséquent

b
lim P(a<Y,<b)= lim P(en(a) <Yy <en(b)) = / ® (t) dt. CQFD

n—-+oo n—-+4oo

Applications
A T’aide de la question Q.18,0n a

/Tq)(t)dt lim P(|Y\<T)*lf hm P(|Y, >T)

T n—-+4oo

Or la variable Y, est centrée-réduite, donc selon I'inégalité de Bienaymé-Tchebechev, on aura

P([Ya| > T) < P([Ya| 2 T) = P([Y, - E(Ya)| 2 T) <

Par conséquent

T
1
/7T¢(t)dt:17ngr}r1mP(|Y|>T)>1fﬁ



On obtient alors ’encadrement :

1 T
- —< =1 — i <
1= < [ e@a=1- lm P(v.|>1)<1

En faisant tendre T vers +oo, on obtient

20. On a pour k € N* tel que k > a :

21.

k
sza>—P<m>k>—/ B (1) dt

a

/j@(t)dt—/:ootb(t)dt

IN

'P(YnZa)—/:OO‘I)(t)dt' +

P (Y, > k)| +

On a les résultats suivants :

k k
. P(Y"Za)fP(Yn>k)—/ D (t)dt P(agYngk)—/ ® (t) dt| — 0 quand n — 400

1
e Pour k> 0,0ona (Y, > k) C (|Y,]| > k), donc en utilisant Q.19 : P (Y,, > k) < P(|Y,| > k) < = 0
quand k — +o00

/:@(t) dt - /:OO(I)(t) dt

Soit & > 0, il existe donc N’ € N* tel que : |P (Y,, > N')| +

— 0 quand k — 400

/GNICD(t) dt—/:w(b(t)dt

< S puisil
—, puis i
=35 p
existe N € N* tel que

NI

P(mza>—P<m>N'>—/ B (1) dt

a

Vn>N,

On conclut alors que

“+o0 b
Cad lim P(Y, >a)= / ® (t)dt. De méme lim P (Y, <b) = / D (t) dt.

n—-+o00

Généralisation

Puisque ¢’ est continue ne s’annulant pas sur R, alors par le TVI elle est strictement monotone, en particulier
¢ réalise une bijection de R sur ¢ (R) = R et dont la réciproque ¢! est aussi de classe C! sur R. Traitons
le cas on ¢’ > 0 (lautres cas sera analogue), pour o < 3 réels, on a

() B $owpl
P(@<Z,<B)=P(p () <Y< (B)) =n—too / w s / md“
o «

(par le changement de variable t = ! (), qui réalise une bijection strictement croissante de classe C* de

-1
R sur R). I suffit alors de prendre ¥ = °¥

) . . . .
——— qui est bien continue sur R. (ceci reste valable pour « ou
o ()0_

B éventuellement infini).

e Si I'on suppose plus ¢ (R) = R, alors ¢ réalisera un C! diffeomorphisme de R sur I = ¢ (R) un
intervalle forcément ouvert de R. Par exemple dans le cas ¢’ > 0, on aura :
Popt

— Le méme résultat sera valable pour o < 3 dans I, avec ¥ définie sur / par ¥ = ——————.
pop



— La limite de ¥ en l'extrémité supérieure de I est forcément nulle, on peut alors penser a la
pronlonger jusqu’a 400 par 0 en consevant sa continuité. le résulat se prolonge pour o < § avec
acleteRU{+o0}

e Analogue si ¢’ < 0.

Fin du corrigé



