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Matrices et réversibilité

. L’application

(t,U) e R x R? +» AU e R
est lindaire donc de classe C''. Le théoréme de Cauchy-Lipschitz s’applique et nous montre donc que (1) posséde
une unique solution maximale définie sur un intervalle I ouvert contenant 0.
Pour Uy = e; le i éme vecteur de la base canonique de R?, notons I; I'intervalle et U; la solution associés.
On a, si Uy = (U}, ...,Ud) et par linéarité de I'équation, 1’égalité

(E) Vte ﬂIZ,U ZUO

i=1

et il suffit de démontrer que [0, +oo[c I; pour tout i.

Par 'absurde, supposons donc que T' = sup [;, = inf;(sup I;) < 4+00. Le probléme de Cauchy (1) avec la donnée
initiale Uy = U;,(T/2) admet alors une solution définie au moins sur [0,7") d’aprés (E). Par raccord, on dispose
ainsi d’une solution avec la donnée initiale Uy = e;, définie au moins sur [0,37'/2) ce qui contredit la maximalité
de Iio .

On a donc I o [0, +oo[ ce qu’il fallait démontrer.

. Fixons n et p > 0 deux entiers. On a alors

n+p Ak n+p 1 . n+p 1 .
1Snsp = Sull = || D] 2l s > LIS > A = snp = sn
k=n-+1 ' k=n+1 """ k= n+1

k

avec s, = »._ 0 . 5 est une suite convergente (de limite ell4ll) donc de Cauchy.

Pour tout € > 0, 11 ex1ste donc ng tel que, pour n = ng et p > 0, Sp4p — Sy, < € donc
Vn = ng,Vp > 0, || Snsp — Sull < e

La suite S est bien de Cauchy pour la norme ||.|| puis convergente (car I’espace (Mg(R), ||.||) est complet).
exp(A) est donc bien définie.

. On a d’abord, par une récurrence immeédiate,

VneN, (P 'AP)" = P tA"P.

Ainsi,
40 1AP +o0 A"
ca(PAP) = 3} (AP pidlp
. n.
n=0 n=0

et puisque l'application M € My(R) — P~1MP € M4(R) est continue (car linéaire), on a bien

A™
exp(P7'AP) = P_lz—P P~ lexp(A)P.

. Posons U(t) = E4(t)Up pour tout ¢ € R.

U est produit de £4 et de 'application constante Uy, elle est donc dérivable et
Vte R, U'(t) = E'\(t)Ug = AEA(t)Ug = AU ().

U est donc bien solution de (1); ¢’est la solution d’aprés la question 1.

. Soit U une solution & (1) sur | — oo, 0]. Alors, par composition, V : ¢ = 0 — U(—t) est dérivable sur [0, +o0[ et

YVt > 0,V'(t) = =U'(—t) = —AU(—t) = —AV(1).

V est donc solution sur [0, +oo[ de (1) obtenue en remplagant A par —A.

D’aprés la question 1 (A étant une matrice quelconque), V' est donc la solution ¢ > 0 +— E_ 4(t)Up, ce qui montre
que U est la solution unique : t < 0+ E_4(—t)Up.
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Supposons les assertions (2) ou (3) vérifiées pour la norme |.| et choisissons N une norme quelconque sur R%.
Les normes |.| et N étant équivalentes, il existe C' > 1 tel que

VX e RYLOTHX| S N(X) < OX].

Ainsi, quelque soit Uy € R?,
Vte R NV(U(t) <C|U(t)| =0

lorsque ¢t — 400 si (2) est vérifiée et, si Uy # 0,
Vte RN(U(t) = C HU(®)| — +o

lorsque t — +00 si (3) est vérifiée.
(a) Pour d = 1, toute matrice est déja triangulaire.

(b) Soit M € M4(R). Le polynome caractéristique de M posséde une racine (car C est algébriquement clos) et
donc M posséde une valeur propre A associée a un vecteur propre X; # 0.

En complétant cette famille libre en une base B = (X1,...,X,) de C?, 'application m canoniquement

associée & M vérifie alors \
M _
s = (o ¥ )

avec N € My_1(C). M est donc bien équivalente a la matrice proposée.

c) D’aprés I’hypothése de récurrence, il existe Qg € GLy_1(C) et Ty € 71, (C) telle que
d—1

N = Qg ' T Qo.

0a—1 Qo

A N (10 A 10 (A
Q(Od—l N )Q _<0d—1 Qo><0d_1 N )(Od_l Q01>_<0d_1 TO>€7:1+((C)

Ainsi, en posant QQ = ( 1 0 )7 on a

et puisque M est elle-méme semblable & ( (/)\ N ), M est bien semblable & un élément de 7, (C).
d—1
D’aprés la question précédente, M est semblable & une certaine matrice T triangulaire supérieure. Suivons
I'indication de I’énoncé et considérons P = Diag(d,...,d%).
Calculons T = P7'TP. 1l s’agit de la matrice de I’endomorphisme ¢ canoniquement associé & T dans la base
(Se1,...,0%y) (si (e1,...,eq) est la base canonique de C9).
Puisque
V] el,...,n, t(ej) = Z T%,jei
1<i<y
on a, pour tout 7 =1,...,n,
t(6le;) = Z T;. 67 (8%;)
1<1,<]
et ainsi 7”7 est une matrice triangulaire supérieure telle que, pour i < j, T/ . = 77T, ;.

En particulier, pour i < j, |1} ;| < &[T+ (avec [T, = max; ; |T;]) et donc pour ¢ suffisamment petit, 77 a
tous ses coeflicients en module inférieur & e.

Puisque M reste semblable a T”, le résultat voulu est démontré : les coefficients diagonaux de la matrice trian-
gulaire T” sont nécessairement les racines du polynome caractéristique de M donc ses valeurs propres.

Soit s <t et I = [s,t]. L’hypothése nous fournit

d
Veel,g(z) <aglx) e g (z) —ae “g(z) 0= %(e*‘”g(m)) <0.

La fonction z — e~ **g(z) est donc décroissante sur I et en particulier

e g(t) < e ™g(s) & g(t) < e g(s).

Remarque : I’hypothése a > 0 est inutile.

On note |.|c la norme standard sur C? et <, >c la forme sesquilinéaire associée.
Soit g la fonction telle que g(t) = |U(¢)|2 pour tout ¢ € R. On a alors g dérivable et

Vte R, g'(t) = 2 Re(< AU(t),U(t) >¢) = 2 Re(< DU(t), U(t) >¢) + 2 Re(< NU(t), U(t) >c).
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De plus, pour tout X = (z1,...,24) € C%,
d
Re(< DX, X >¢) = >, Re(Ai)|a|* < o] X2
i=1

et, d’apres I'inégalité de Cauchy-Schwarz,
Re(< NX, X >) < |X|c|NX|C

puis, puisque tous les coefficients de IV sont de module inférieurs a ¢,

DN
7

2

Vi, < d?|X |2 = NX|c < de|X]|c.

En revenant a g, on obtient donc
VteR,g'(t) < 2(c + de)g(t)

et d’apres la question précédente, on en déduit finalement
V> 0,g(t) < X7 0)

ce qui, passant a la racine carrée, nous fournit le résultat voulu.

Remarque : I’énoncé est trés imprécis puisque I’inégalité voulue n’est vraie que pour ¢ > 0.
Montrons que si (1) est irréversible bien orienté alors A a toutes ses valeurs propres de partie réelle strictement
négative.

Soit A une valeur propre de A et posons X = X; +iXy, avecX, Xo € R un vecteur propre associé.

La solution U; de (1) pour Uy = X; et la solution Us de (1) pour Uy = X sont telles que U = U; + iUz soit

solution du probléme de Cauchy
U'(t) = AU(t),U(0) = X.

Par unicité de ces solutions, on a donc U(t) = e* X et ainsi
e VX e = M X e < |UL(8)] + |Ua2(8)] - 0

lorsque t — +00. Nécessairement, on a donc Re(\) < 0.

On montre de méme que si (1) est irréversible mal orienté alors A a toutes ses valeurs propres de partie réelle
strictement positivive. En effet, si A est une valeur propre de A, alors en conservant les notations précédentes,

e Re X | > max(|UL ()], |Ua(t))

et puisque X7 + X2 # 0, on a |Uy(t)| ou |Uz(¢)| qui tend vers +00 en +00 et nécessairement Re(A) > 0.
Réciproquement, montrons que si A a toutes ses valeurs propres de partie réelle strictement négative alors (1)
est irréversible bien orienté.

11 suffit de démontrer les résultats pour une norme quelconque de R?, toutes les normes étant équivalentes.

D’aprés la question 8, A est semblable & une matrice A qui satisfait I'hypothése de la question 10. Il existe
Pe GL4(C) telle que A = P~YAP et en posant Ny(U) = |PU|c, on a

Vt =0, No(U(t)) < el TN (Uy)

avec 0 = maxjye sp(a)( Re(A)).

En effet, la solution & (1) avec A a la place de A et de donnée initiale PUy est t — PU(t) (d’aprés la question
3) et donc, d’apreés la question 10,

Vt e RY, |PU(t)|c < e“F 9 PU|c.
Si e suffisamment petit pour que o + de < 0, on a alors

|PU(t)|c < el PUy|c — 0

lorsque ¢t — +00. (1) est ainsi irréversible bien orienté.

On montre de méme que si A a toutes ses valeurs propres de partie réelle strictement positive alors (1) est
irréversible mal orienté.

D’abord si A = D 4+ N avec D = Diag(A1,....,\s) une matrice a coeflicients diagonaux de partie réelle
strictement postives et N une matrice dont tous les coefficients sont en valeur absolue plus petits que € alors, de
maniére identique & la question 10,

YU € C¢, Re(< AU,U >¢) = (1 — de)|U)2
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avec 7 = min( Re(\1),..., Re(Ag)). Si maintenant U(t) est la solution de (1) avec cette matrice A et pour une
donnée initiale Uy # 0, on a alors, pour € assez petit, I’existence de A > 0 tel que

d
VteR, %|U(t)|<2c > 2|U(t)|%

et gt —|U(t)|% vérifie alors 'hypothése de la question 9 (avec o = 2)) qui nous fournit
Vie RY,|U(t)|c = eM|Usle.
On procéde alors comme ci-dessus pour obtenir, pour tout Uy € R tel que Uy # 0,

Jim [U(t)] = 40

ce qui nous montre bien la propriété voulue.

D’aprés la question précédente, si (1) est irréversible bien orienté alors A a toutes ses valeurs propres de partie
réelle strictement négative.
Soit donc un vecteur Uy # 0. Puisque —A a toutes ses valeurs propres de partie réelle strictement positive, alors
(1) avec A remplacé par —A et de donnée initiale est irréversible mal orienté et donc sa solution ¢ — U(—t)
vérifie

lim |U(—t)| = +©

t—+x

et, d’apres la question 6 appliquée & —A, (1) avec —A remplacé par A est irréversible mal orienté et ceci vaut
donc pour toute norme N.
On procéde de maniére absolument identique pour montrer la deuxiéme assertion.

Matrices et entropie

. L’application (U,V) € R x R? —< U,V >, est bilinéaire donc de classe C'. Par composition, I'application

U € RN\{0} — N(U) est donc elle aussi C*.
Distinguons maintenant les cas.
Si Uy = 0, lapplication ¢t — N(U(t)) est nulle et donc bien dérivable.
Si Uy # 0, d’apreés le théoréme de Cauchy-Lipschitz, t — U(t) ne s’annule pas et donc, par composée d’applications
dérivables, t — N (U(t)) est aussi dérivable.
(a) Calculons d’abord les puissances de A. On écrit

A= —1Idy+ N

avec N = ( 8 g ) Puisque N? = 0, la formule du binéme nous fournit, pour n > 0,

A" = (_1)” Idg —i—n(_l)n*lN _ ( é—l)” :(?)ﬁ(lgnl)n—l ) .

En calculant coefficient par coefficient, on a donc, pour tout ¢ réel,

et 3te? +f 1 3t
exp(tA)=<0 ot >=et(0 1)

puisque Y17, % =3t)7 (n i = 3tet.
(b) On a clairement, si Uy = (ug,u2),
exp(tA)Uy = e '(uy + 3tug, us)
et donc la solution U(t) de (1) tend vers 0 en +co.
(¢) D’apres le calcul précédent, si U est la solution de (1), on a pour tout ¢ > 0
[U®t)] = e (u2 + (u1 + 3tuy)?)?
et ainsi, pour tout ¢ = 0,

872&

d _ 2 2
e OV e A TR S (u3 + (w1 + 3tuz)” + Bua(ur + 3tuz))

e—t

(u3 + (u1 + 3tug)?)1/2 (

ui + 3ugus + u3 + (6ugus + 9u3)t + uit?) .

Pour Uy = (1,~1) et t = 0, on a donc g|U(t)| = 2 <0.

La norme euclidienne n’est donc pas une entropie pour (1).



3. Il suffit alors de poser

4.

(A0
=0 0)

avec As la matrice de la question précédente et de considérer le vecteur Uy = (1,—1,0,...,0).

(a)

D’aprés la question 11, A a toutes ses valeurs propres de partie réelle négative.

D’aprés la question 8, A est semblable a une matrice A qui satisfait I’hypothése de la question 10. 11 existe
P e GL4(C) telle que A = P7AP et en posant Ny(U) = |PU|c, on a

Vt = 0, No(U(t)) < el N(U)

avec 0 = maxye sp(4)( Re(N)).

En effet, la solution a (1) avec A a la place de A et de donnée initiale PUy est PU(t) et donc, d’aprés la
question 10,
Vt = 0, |PU(t)| < el P,|.

Si maintenant A/ est une autre norme sur R?, il suffit d’utiliser équivalence des normes Ay et N pour
obtenir I'existence de C' > 1 telle que

Vi = 0, N(U(t)) < Celo TN ()

puis de choisir € tel que —\ = 0 + de < 0 pour obtenir le résultat souhaité.

Remarque : L’énoncé proposé est faux; il suffit de choisir la matrice A = ( 0_1 (12 ) pour

constater que 1’inégalité proposée n’est valable que pour ¢ > 0.

Il y a visiblement une erreur d’énoncé! Démontrons plutot que —)\; est la plus grande des
parties réelles des valeurs propres de A.

Soit p une valeur propre de A et X = X7 +iX5, avec X1, X5 € R? un vecteur propre associé.

On a alors, pour ¢ = 1,2,
Vte R, |exp(tA)X;] < Ce | X,

et donc, pour un certain C’ > 1,
Vi e R, e W X |c = |exp(tA) X|c < C'e M| X|c.

On en déduit donc Re(u) < —A puis, p et A étant quelconques, max,e gp(4) Re(i) < —Ao.
Soit d’autre part A > 0 tel que (4) est vraie. En appliquant I'inégalité avec une donnée initiale égale a
exp(—tA)Uy, on obtient qu'il existe C' > 1 telle que

Vi = 0,YUy € RY, CLeMN(Uy) < N(exp(—tA)Uy).

Un raisonnement trés similaire a celui effectué plus haut nous fournit alors A < — Re(u) quelque soit p
valeur propre de A puis, par passage au supremumn,

A < — max Re(p),
0 He Sp(A) ()

ce qui fournit la relation voulue.

La réponse est non. En effet, il suffit de considérer la matrice A de la question 2 pour laquelle A\ = 1 et
cependant t — |U(t)|e! n’est pas bornée dés que Uy = (uq,us) vérifie us # 0.

(i1) = (i) Fixons Uy € R et considérons U(t + s) la solution de (1) avec pour donnée initiale U(t). On a
d’abord, pour tout s > 0,

eMPNU(t+s)) S N(U(t))

et donc

ers s) —
i(e’\SN(U(t +5))|s=0 = lim NU(E+5) - NUH)

<0
ds s—0 s =

NW0) + XN (1) =
ce qui fournit bien, puisque A > 0 et N(U(t)) > 0, LN (U(t)) < 0.
(7) = (i7) On a d’abord
< AU(t),U(t) >n

N = <U®),U(t) >

et donc par hypothése, pour tout Uy € R? telle que N'(Up) = 1, < AUy, Uy > < 0.



L’application U —< AU,U >,r étant continue sur la sphére unité de A/, compacte, il existe donc A > 0 tel

que

AU, U,
YUp tel que N(Up) = 1, < AUy, Uy Sn< —A & WU # 0, — 200N )\
< U07U0 >N

On a ainsi

VEER. %N(U(t)) < W(U()

ce qui montre (7i) d’aprés la question 1.9.
(e) On a d’abord, pour tout ¢ € R,

+a0

Na(U(®)? =J " exp(sA)U (1) 2ds =J U (s)2ds

0 t

puisque exp(sA)U(t) = U(t + s) (ces deux solutions de (1) ont toutes pour donnée initiale U(s)). Ainsi, si
UO # 07

d
Vte R, @NA(U(t))z =—|U®)*<0
puisque d’aprés Cauchy-Lipschitz U ne s’annule pas. (1) posséde donc une entropie stricte.
. On a, pour tout U = (u,us) et V = (vy,vs) de R,
+o0

1 3 9
NA(U V) = f e [(ug + 3tug)(vy + 3tvy) + ugvo]dt = §(u1711 + uguy) + Z(’U/Q’Ul + u1v) + 7u2v2
0

puisque S;m e Mdt =1, ng te 2dt = 2l et S;I e 2dt =2 =1

. Tout d’abord, puisque (1) est irréversible bien orienté, on a

lim g(U(t)) = g(0) = 1

t—+w

par continuité de g en 0. f(¢,.) converge donc simplement vers 1 lorsque ¢ tend vers 0.
D’autre part, g étant bornée, f ’est également et le théoréme de convergence dominée nous fournit directement

2

€

_l=)? _lz|

e~ 2 2
lim t,r)——dxr = | 1——dz = 1.
t—0 J]R ft,) 27 J]R 2m

Matrices et hypocoercivité

. Si la norme euclidienne usuelle est une entropie de (1) alors, en notant X (t) la solution de donnée initiale X, on
a pour tout ¢ réel,

d , d ~
0> ZIX(M]P = = < X(8), X(t) >= 2 < AX(), X(¢) >

et en choisissant t = 0, on a bien < AX, X >< 0.
Le méme raisonnement nous montre également que si |.| est une entropie stricte de (1) alors

VX eRY < AX, X ><0.

Réciproquement, si < AX, X >< 0 pour tout X € R? alors
d
Vte R, a|X(t)|2 =2< AX(t),X(t) ><0

et ¢ — | X (t)| est bien une fonction décroissante par composition. |.| est bien une entropie pour (1).

Le méme raisonnement nous fournit encore que si < AX,X >< 0 pour tout X € R? alors |.| est une entropie
stricte pour (1).

. Soit X eR% X #0. On a
<AX, X >=<SX, X >+ <KX, X >=<S5X, X >

puisque < KX, X >=< X! KX >= - < KX, X >.
De plus, puisque S est symétrique réelle, il existe O € O4(R) et D = Diag(\1,...,\,) matrice diagonale a
coefficients diagonaux strictment positifs telles que {OSO = —D. On a ainsi

<SX,X >=—-<DOX,0X >



puis, en posant (y1,...,yq4) =Y = O0X # 0,

d
<SX, X >=- > \y? <0.
=1

Finalement, |.| est bien une entropie stricte du systéme (1) d’aprés la question précédente et d’aprés la question
2.4.(d), le systéme (1) est irréversible bien orienté.

. On a d’abord, pour tout X = (71, 23) de R?,
<AX, X >=<TyX, X >+ < L[y X, X >
et puisque Ty est antisymétrique, < To X, X >= 0 et
<AX, X >= -2 <0.

|.| est bien entropie pour le sytéme mais pas une entropie stricte (car< AX, X >= 0 pour X = (1,0)). A est
donc hypocoercive.

Soient X = (x1,z2) € R2. On note X (t) = (z1(¢),z2(t)) la solution de (1) associée.

D’aprés ce qui précéde, on a déja, pour tout t réel

%|X(t)|2 =2 < AX (), X () >= —2(as(t))?

2_1 1_1 ) € S2(R), un calcul immédiat nous fournit

et de plus, en posant S = (

Vte R,% <SX(1),X(t) >=2< SAX(t), X(t) >= —2(z1(1))*.
Ainsi,

T @0 + (wa0)d = L [IXOF+ < SX0), X(0) >]7 = (323~ 20410 +03)

Na(0? = | =3

0
. Il y a visiblement une erreur de définition de A. En effet, A admet pour valeurs propres les 1+ );

avec i > 3 et d’aprés la question 1.11, (1) n’est pas irréversible mal orienté si d > 3 et \; = —1/2
pour i > 3.

On suppose donc plutét que A=T+ L avec T = ( go 8 )

11 suffit d’apreés la question 1.11 de constater que toutes les valeurs propres de A ont une partie réelle strictement
négative.

On calcule donc le polynéme caractéristique de A qui vaut, en développant par rapport a la derniére colonne et
par une récurrence immédiate,

d

va(X) = [](x =)

=3

= (XZ_)\QX+1)

d
(X —N).

1 X=X 11

Ses racines sont les \; avec ¢ = 3 et les nombres

Ao £ 6
2

T+ =

avec ¢ une racine carrée (éventuellement complexe) de A3 — 4. Distinguons néanmoins les cas.
Si —2 < Az < 0 alors la partie réelle de ¢ est nulle et donc Re(z1) < 0.

Sinon Ay < —2 et alors, puisque § = £4/A3 —4 < || = =Xz, on a Re(z1) < 0.

(1) est donc irréversible bien orienté.

. Pour X = (x1,...,24), on a directement

d
<AX, X >= 73+ ) Nz} <0
=3

et de plus, pour X = (1,0,...,0) # 0, < AX, X >= 0. A est donc une matrice hypocoercive.
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Si Ker(N?) = Ker(N) on aurait alors Ker(N*) = Ker(N*+1) pour tout k par une récurrence immédiate et
ainsi Ker(N) = R%, ce qui est absurde puisque N n’est pas nulle.

11 existe donc e tel que Nea = e; # 0 et N2ey = Neg = 0.
On a alors, pour A € R,

< N(Xep +e2),der +ex >=< e, e +ea >= Ner|*+ < e, en >

et il en résulte, puisque |e;| # 0, Passertion que 'on voulait démontrer.
Remarque : l’indication fournie par 1’énoncé n’est pas correcte a moins que ||N|| > 1.

Calculons d’abord, pour X € R < AX, X >. Puisque K est antisymétrique, on a d’abord
<AX, X >=<SX, X >+rk < NX, X >.
Ainsi, |.| est une entropie pour le systéme (1) si et seulement si
VX eRY k< NX, X >< No(X)?
(avec Ny la norme associée au produit scalaire (X,Y) —»< —SX,Y >) soit encore

kmax < NX, X >< 1
X€eSy
ot 'on a noté Sy la sphére unité de R¢ relativement a Nj.

Le réel ko = (minyes, < NX,X >)"! est alors bien défini d’aprés la question précédente (il est strictement
postif), on a bien démontré que la norme euclidienne est une entropie si et seulement si £ < Kq.

Le raisonnement précédent nous montre de plus que si kK < kg alors la norme euclidienne est une entropie stricte.
Remarque : il y a encore une erreur d’énoncé (pour x = kg, on a une contradiction manifeste) !

Soit A une matrice irréversible bien orientée. D’aprés la question 2.4.(e), A posséde une entropie sricte associée
a un produit scalaire. Si S € S} (R) est la matrice de ce produit scalaire, on a alors (de méme qu’a la question
1 et par compacité de la sphére unité),

max < SAX,X ><0.
|X|=1

Si maintenant B est suffisamment proche de A pour la norme |.||, on aura également

max < SBX,X ><0
IX|=1

puisque pour tout X tel que | X| =1
< SBX,X > — < SAX,X >< ||SB - SA|| < |IS||IlB - Al

D’aprés la question 1, la norme du produit scalaire associé a S reste une entropie stricte pour B et B est donc
irréversible bien orienté.

On a, d’aprés la question 1,

E={Ae My(R),< AX, X >< 0¥X e R%} = (] {Ae My(R),< AX, X >< 0}.
XeRd

E est alors un fermé comme intersection de fermés (les applications A —< AX, X > sont linéaires donc conti-
nues).

De méme d’aprés la question 1 et par compacité de la sphére unité,
E° = {A € My(R), max < AX, X >< o}
X|=1

et la preuve du caractére ouvert de E est celle de la question précédente avec S = I,.
Soient maintenant A, B € E® et X € [0,1]. Montrons que AA + (1 — \)B € EY.
On peut supposer A # 0,1 et pour X € R4, X # 0, on a alors

<M+ (1-MNBX, X >=A<AX, X >+(1-)) < BX,X ><0.

Le caractére convexe de E¥ est donc démontré et on démontre celui de E de maniére identique.

L’ensemble F' n’est méme pas convexe si d > 2!

En effet A = Diag(0,— Id;—1) € F et B = Diag(— Id;—1,0) € F mais A%B = Diag(-1/2,-1/2,— Id4-2)
n’appartient pas a JF.

L’étude de ses points extrémaux est donc sans intérét.



