Corrigé de 'épreuve de maths 2 - e3a - MP - 2017
Partie I
1. L’application ¢ est linéaire et VP € R,[X], ¢(P) € R,[X] donc

¢ induit sur R,[X] un endomorphisme. |

2. (1) =let Vi > 1, o(X*) = X" —iX"!. On en déduit la matrice de ¢, sur la base

1 -1 0 --- 0
0o 1 =2 :
canonique de R, [X]: |+ -, . ..
: S )
0 -+ -~ 0 1

3. La matrice de ¢, est triangulaire supérieure, elle porte donc les valeurs propres de ¢ sur
sa diagonale. ’ La seule valeur prope de ¢,, est 1‘

on(P) =P < P '=0donc|E; = Vect (1) |.

dim £y =1, dimR,,[X] =n+ 1 et n > 0 donc la somme des dimensions des sous-espaces
propres n’est pas égale a la dimension de R,,[X] et donc ’ v, N'est pas diagonalisable ‘

4. De la question 2., on déduit det(p,) = 1 # 0. | ¢, est donc un automorphisme de R, [X].
5. ¢n étant une bijection de R,[X] dans R, [X],

Xi
il existe une unique famille de polynémes sg, s1,- -+ , s, telle que Vi € [0, n], @,(s;) = -
i!
B _ X X"
©n ' est un automorphisme de R, [X] et | 1, ST est une base de R,[X] donc
! n!

(S0, 81, ,Sp) est une base de R, [X].

6. En développant, on trouve (Id —d)o (Id+ 06 +---+ ") = Id— 6", or 6" = 0 (dérivee
n + léme d’un polynome de degré < n) et donc |(Id —d)o (Id+ 3+ ---+ ") = Id.

7. La relation précédente peut aussi s’écrire ¢, 0o (Id+0+---+ ") = 1d
et donc o' =Td+06+ -+ 0™
Pour tout entier ¢ dans [0, n], on a donc

Xi Xi Xz‘ Xi—l X i ch

— ) — n ) = R _ — -

s = ¢y, (i!)_(1d+5+ +6)(“)—i!+(i_1>!+ +1!+1_ X
k=0

5= 7

k=0

Partie I1.

X2 X\* x?

On en déduit le tableau de variations de Ss :



X —00 as —+00

9. On remarque que la dérivée de S, est S, _1.

On fait une démonstration par récurrence en posant HR(n) : « le polynéme S,, n’a pas
de racine réelle si n est pair et a une unique racine réelle simple si n est impair. »

De fagon évidente, HR(0) et HR(1) sont vraies.

Supposons HR(n) vraie pour un entier n € N* donné.

Sin+1 est impair : S, = 5,, d’aprés 'hypothése de récurrence, S, n’a pas de
racine réelle et et S,(0) = 1, donc S, est constamment > 0.
On en déduit son tableau de variations :

x —00 Op41 +0o0
1) =+
Sn+1 (‘I) —00 /0/ oo

Sna1 posséde donc une unique racine réelle simple.

Sin+1 est pair : S)_ | = 5,, d’aprés 'hypothése de récurrence, S, posséde une unique

a a, "L
ine réelle simple ay, et Sy (o) = Sulay) + =5 = ——== > 0.
racine réelle simple o, et S,1(,) (an) + nl - (n+ 1)

On en déduit son tableau de variations :

x —00 Op +00

Shi1() - 0 +

+00 +00

Sn-i—l(x) \ >0 /

Sp+1 ne posséde donc aucune racine réelle.

Finalement, d’aprés le principe de récurrence,



10.

le polynome S,, n’a pas de racine réelle si n est pair et a une unique racine réelle
simple si n est impair.

(2)

(b)

(c)

2 2n+1
Qgp 1" Qopn—1 s

Santi(@on-1) = San-r(@ze-1) + =55+ 7y,

o1 Qg ?! . 1" A2p—1
(2n)! 2n+1)!  (2n)! ( 2n+1)"

Or, par hypothése, toutes les racines complexes du polynoéme S,, ont un module < n

donc |ag,_1| < 2n — 1 d’ott I'on déduit 1 + 20‘ 2071 5 0 et Sopsr(Qany) > 0.

n—+1
La fonction Sy, est strictement croissante, Sg,11(a2,—1) > 0 et So,i1(onyq) =0

on a donc g, 1 > o,y et done |la suite (ao,41)nen est décroissante.

i. La suite (v,,) est convergente, donc elle est bornée et il existe un réel A > 0 tel
que Ym € N, |u,| < A.

: AF : — AF
La série Z Sy converge, donc la suite Z T converge vers 0. Pour
' k=m+1 "/ jeN

tout réel € > 0, il existe donc un entier naturel M tel que : Vm e N, m > M =

> W

< €.
k=m+1
= v,k = |U |/LC A
- _m m
Soit m > M, | Sy, (vy,) — €'m| = E: L < Z k! S Z k! e
k=m+1 k=m+1 k=m+1

Pour tout réel € > 0, il existe donc un entier naturel M tel que : Vm € N, m >
M = |S(v,) —e'm| < e

et donc lim Sy, (vy,) — e’ = 0.
m—»—+oo

ii. Sp(vm) = Sp(vm) — €™ + e or lim S, (vy,) —e’™ =0et lim e'm = ¢

m—-+00 m—-+00

donc |la suite (S, (v)),,en cOnVerge vers e'.

Si on suppose que la suite (ao,+1) converge vers un réel [, alors, en définissant (v,,)
par vy, = Us,11 = Qia,y1 pour tout entier n, la suite (vm) converge également vers [
et donc la suite (S, (vm)),, oy converge vers e'.

Or, pour tout entier m, Soy,+1(vVom+1) = Samt1(@ami1) = 0, par passage a la limite
on obtient € = 0 ce qui est impossible donc (as,;1) diverge.

Etant décroissante, | la suite (qg,11)nen diverge vers —oo.

Partie I11.

11. h(z) = ze'™*, W(z) = (1 — x)el 2.

On en déduit le tableau de variations et le graphe de h :

y
1..
x —00 1 “+00
b (z) + 0 - 10 1 2 3 47
1 -
() — T,
—00 _2




12. D’apreés I'étude précédente, la fonction h est bijective de | — 0o, 1] sur | — oo, 1], de classe
C> et I/ ne s’annule pas.

Soit g la bijection réciproque. g est donc bien de classe C* de | — oo, 1] dans | — oo, 1] et
V€] - o0, 1], h(g(x)) = z.

Graphe de g :
)
1 4

3 2 10 1
14

13. h est bijective de | — oo, 1[ sur | — 00, 1], il existe donc un unique nombre réel p €] — oo, 1]
tel que h(p) = —1, d’autre part si x > 1, alors h(z) > 0 donc h(x) # —1.

Il existe donc un unique nombre réel p tel que h(p) = —1.

1 1
14. h(—=1/2) = —563/2, or, on sait que e > 2, on en déduit e > 4, €3/2 > 2 et —563/2 < —1.

Donc h(—1/2) < —1.

13
>

1
h(—=1/4) = —165/4, or, on nous donne In2 > -5 >

5
, on en déduit 1< 2In2, e/* < 4 et

oo | ot

—ie5/4 > —1. Donc h(—1/4) > —1.

D’aprés les variations de h, | p est dans l'intervalle | — 1/2, —1/4].

1—z|

15. Soit z un nombre complexe tel que : |z| < 1 et |ze' %] < 1. Soit n un entier naturel.

—+00 k —+00 k _k “+oo k _k n k _k
n _ _ n-z _ n-z n-z
(a) (Zelfz)nefn k—n _ e ® — e ? . E

" il el el

k=n+1 k=n+1 k=0 k=0
=e (e —Tu(z) =1—e"T,(2)

400 k
: 4 SHA . _ ,—nz _ 1—z\n,—n n_ k—n
On a bien l'égalité : |1 — e T, (2) = (ze' %) Z T
k=n-+1
< nF <k
(b) 1= T, (2)| = |(eet=)re 30 st < J(aet ) Ten 30 Tl
k=n+1 k=n-+1
—n — nk 1—2
<e Zycaﬂzlgleﬂze | < 1.
k=n+1
Xk <= nk "\ nk
Ore™ > w=e (D =D 7] =¢ (& —T(1)=1-¢"T,(1)
k=n+1 k=0 " k=0

et donc | |1 — e ™ T, (2)] < 1—e"T,(1).

(c) SiT,(z) =0, alors 1 <1—e"T,(1) et donc e "T,(1) < 0, ce qui est impossible car
e " >0etT,(1) >0. On adonc |T,(z) #0.

16. Soit n un entier naturel impair > 3.

Dans les questions précédentes, on a montré que si z est un nombre complexe tel que
|z] < 1et |ze! ™| < 1, alors T,,(z) # 0.

D’autre part, T, <%> = S,(ay,) = 0. On a donc ‘%‘ > 1 ou )%61_7 > 1.
n n n

4



17.

18.

19.

20.

On a admis que toutes les racines complexes du polyndéme S,, ont un module < n, donc
Q Q
‘—n > 1 c’est a dire ‘h(—n)‘ > 1.

n n

an
n

«
< 1 et par conséquent on a ‘—"e -
n

.. . a
D’aprés les variations de la fonction h, on a donc — < p et comme |a,| < n,
n

o, est bien dans Uintervalle | — n, np|.

Partie IV.

0

1
Pour u € R et n € N, on pose f,(u) =e "S,(u) —1— ~ t"e tdt.
n! J,

0
u / t"e"'dt est dérivable sur R de dérivée u — —u"e™" donc f, est dérivable et pour

tout uue R,
1 n
Jalw) = =Sy (u) + €4S (u) + —ure " = 7 (—Sn(u) + Sn1(u) + “—)

n!

n U,k nfluk un

e (=D gt gt o] =0
k=0 k=0

D’autre part, f,(0) = S,(0) —1 = 0. f, est donc la fonction nulle et donc pour tout
nombre réel u et tout entier naturel n, on a bien

1 0
e "Sy(u) =1+ —‘/ t"etdt.
n! J,

Soit m un entier naturel et n = 2m + 1.
1 0

Sn(a,) =0, donc d’aprés la question précédente, on a : —1 = —'/ t"e tdt
n! Ja,

On fait le changement de variables ¢ = nu dans l'intégrale, on obtient :

1 0
—1= i n"u"e "“ndu
n! /.,
0 +1,_—n 0 n+l,_—n 0
o ntl - n"tle - n"tle
On en déduit : —1 = e dy = ———— [ u"e" T Wdu = ——— [ h(u)"du
n! n! n!
Tn TYn Tn

nn—i—l

0 | -1
On a donc / h(t)ndt = — 2.
Tn

On utilise la formule de Stirling : n! ~ n"e™"v/27n.

nle" n"e "/ 2mne" V2t 27
nn-i—l nn—i—l n \/ﬁ N—300

Y2m-+1

0
La suite (/ h(t)Qdet) converge donc vers 0.
meN

Dans la question 16., on a montré que pour tout entier n > 3 impair, a,, < np, et d’aprés

. - Qa2m
les variations de h, on a p < 0 donc o1 = 55 < p <0.

D’autre part, sur R, h est négative.
On en déduit :

0 P 0 P
/ h(t)Qm“dt:/ h(t)2m“dt+/ h(t)Qm“dtg/ h(t)*™dt <0

Y2m+1 Y2m+1 P Y2m+1
0 p
Or lim h(t)*™*dt = 0 et donc | la suite </ h(t)2m+1dt) converge vers 0.
merteo Y2m+1 Y2m+1 meN




21. Vt € [yamy1, pl, h(t) < —1 donc h(t)*™ 1 < —1, et donc

P
/ h(t)*™ T dt < —(p — Yoms1) < 0,

Y2m-+1
p
or lim h(t)*™*dt = 0 donc lim oy = p
m——+00 Yot m—+00

On a donc |agpmy1 ~ (2m 4+ 1)p ~ 2mp.

Partie V.

22. Soit p un entier naturel non nul, g, ..., q, des nombres complexes de module < 1 et

p p
=1

01,...,0, des nombres réels > 0 tels que

i=1
=1 i=1 =1

Si 'un des az a un module < 1, la derniére inégalité est stricte et on a une contra-
diction.

aq, ..., 0y sont donc des nombres complexes de module exactement 1.

(b)
16, + Bae’|” = (6, + 6)?
- 812 + 822 + 20165 cost = 612 + 922 + 26,604
— cost=1 car 6;05 >0

— [m=1

(c) On procede de la méme fagon en posant pour tout k, aj, = e'*

n 2 n 2
Z er”k = (Z 8k>

— Z@k + Z leleztk —it + Z ngle itk Ztl = Zek + 2 Z ngl
1<k<i<n 1<k<i<n 1<k<i<n
- 2 Z erlcos tk —tl =2 Z 9[49[
1<k<i<n 1<k<i<n
— Z lel(l — COS(tk — tl)) =0
1<k<i<n
— Vk,l€[1,n], cos(ty —t;) =1 car @0, >0et 1 — cos(ty —1t;) =0
— Vk,le[l,n], tp.—t €2nZ
— ’ozlzag:--~:ozp‘
2. (a) P(0)=a>0.
P(1)

:Zak>a0>0.
k=

’N1 0, ni 1, ne sont donc racines de P.‘

(b) [(X = 1)P(X) = a, X" + (ap_1 — an) X" + -+ + (a1 — a2) X? + (ag — a1) X — a.

(c) Considérons une racine a de P. On suppose |o| < 1

a est aussi racine de (X — 1)P(X), et comme ag = a;, on a :
"+ (ap_1 — ap)a”™ + -+ (ay — az)a? = ag



D’autre part, a, + (a1 — a,) + -+ + (a1 — az) = a1 = ao.
On a donc : a,a™ ™ +(a,_1—a,)a"+ - -+ (a1 —az)a® = ap+(an_1—ay)+- - -+(a;—as).

On peut donc appliquer la question 22. en posant 6, = a,, 0 = ar — ar11 pour

ke[l,n—1] et ap = a* ! pour k € [1,n], a1, ..., o, sont des nombres complexes
de module < 1 et 64,...,0, des nombres réels > 0.
On en déduit a7 = g = -+ = @, cest a dire a® = o = ---a"! ce qui est

impossible car a # 0 et a # 1.

’Les racines complexes de P ont donc un module > 1.

24. Q(X) = X"+ ap 1 X" 4+ @ X +agavec 0 < ag < a; < -+ yo < Ap_1 = Q.
ag > 0 donc 0 n’est pas racine de Q).
a est racine de () si et seulement si % est racine du polynéome apX"™ + a; X"t + - +

an_1X + a, qui vérifie les hypothéses de la question 23.
On en déduit [1| > 1 et donc |af < 1

’Les racines complexes de () ont donc un module < 1.‘

nook k
nt n
25. T,,(X) = Z HX . Posons a;, = Sy bour k € [0,n].
k=0
Onalors 0 < ag < a1 < -+ ap_o < ay,_1 = a,, d’aprés la question précédente, toutes les
racines complexes de T}, ont donc un module < 1 et donc

’toutes les racines complexes du polynoéme S,, ont un module < n.




