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repere a reporter sur la copie

concours externe
de recrutement de professeurs certifiés
et concours d’acces a des listes d’aptitude (CAFEP)

premiere composition de mathématiques

Calculatrice électronique de poche -y compris programmable, alphanumérique ou & écran
graphique -, a fonctionnement autonome, non imprimante, autorisée conformément a la
circulaire n° 99-186 du 16 novembre 1999.

Tout document ef tout autre matériel électronique sont interdits.

La qualité de la rédaction, la clarté et la précision des raisonnements interviendront pour une part
importante dans 'appréciation des copies. Les résultats indigués dans ['énoncé peuvent étre utilisés par les
candidats pour la suite du probléme.

Les candidats doivent reporter sur leur copie, devant leurs réponses, la numérotation complete des
questions de ['énoncé.

Si, au cours de 'épreuve, un candidat repére ce qui lui semble étre une erreur d’énoncé, il le signale dans
sa cople et poursuit sa composition en indiquant les initiatives qu’il est amené a prendre de ce fait.
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Notations et objet du probléme

On désigne par :
N ensemble des entiers naturels :
N* DUensemble des entiors naturels non nuls :

Qe corps des nombres vationnels ;

le corps des nombres iéels :

2 e sous-cnsemble de B oconstitud des nombres réels positifs ou nuls :
0 e sous-cnsemble de R oconstibud des nombies véels strictemeont positifs.
C{R ") Despace vectoricl des fonctions continues de RY dans R.

1

Pour tout récl . on note (o la partie enticre de . On orappelle que ¢ est Uunique entier yelatif

difine par

T Bl

ol <<+ L

Dans la premicre partic. on (tudie Uéquation fonctionnelle f (o +y) = f(r) f(y) sur RY.

Cette Cquation fonctionnelle cst utilisée pour donncr wne caractérisation des variables aldatoires
dites sans mémone dans la partie TT1

Dans la partie YL, on étudic quelques propriétés du produit de convolution des fonctions continues
sur RYC Le produit de convolution intervient dans 1'étude de variables aléatoires dans la partie 111

Les trois dernicres parties sont consacrées a la moddclisation probabiliste d un probléme de récep-
tion de messages par un réscau informatique. Dans los parties IV et 'V, on ¢tudie le comportement
asymptoligue dune swite de marimaum de vaviables aléatoires indépendantes swivant unc mome loi de
Poisson.

Les partics TL1 of 1.2, sont indépendantes des parties I LV ef V.
-1  L’équation fonctionnelle f{r—y) = f{r) f(y) sur R”

Pour cottc partic. on désigne par [ une fonction définie sur RT a caleurs véelles ot vérifiant
Uéquation fonctionnelle swivante :

Vi) €ERT xRY, flo+y) = f()f(y). (1)

I.1. Vérifier que la fonetion f est & valeurs positives ou nulles.
[.2. Montrer que si f(0) = 0, alors la fonction f est identiquement nulle.
Dans ce qui suit on suppose que f est non identiqguernent nulle.

I.3. Déterminer la valeur de f(0).

[.4. Soient & un réel positif ou nul et n un entier naturel non nul. Exprimer f(na) et f — ) en
fonction de f(r) et de n.

[.5. Solent . un réel positif ou nul. » = f—) un nombre rationnel ot p et ¢ sont deux eutiers strictenent
positifs. En calculant f (g (1)) de (jieux manieres, exprimer f (rz) en fonction de f (v} et de r.

1.6. Powr cette question. on suppose qu'il existe un réel « strictement positif tel que f(a) = 0.
1.6.1. Construire une suite (xp), .y de réels strictement positifs convergente vers 0, telle que
f (&) = 0 pour tout entier naturel n.
1.6.2. \Montrer que la fonction f est nulle sur R,
Dans co qui suit on suppose que f est a valeurs réelles strictement positives.

1.7. On suppose que la fonction f est continue a droite en tout point de R™. Montrer qu'il existe un
réel a tel que f(x) = e pour tout réel x positif ou nul.
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[.8. On suppose qie la fonction fest continue a droite en 0. Montrer gqu'elle est continue & droire en

1

rout point de X et conclhure.
1.9. On suppose gquiil existe deux réels 4 ot B verifiant 0 < A < BLotels que f solt majorée sar

Fintervalle AL /30.
L9.1. Montrer gue sur Vintervalle [0 8 — AV i fonction foest bornée de borne inférieure strictes
ment posifive.

1.9.2. Montrer que Ia fonction fest contine & droite en 0.

I conclusion de cctte partic, le résultat suicant a ¢t montre
Stoune fonction [ A valears réelles défivie sur 1

vorifie eguation (1),

est non identiquernent nidle sur 207

ext ot jorce suroun intervalle de Tongienr strictement positive.

1

alors il existe un rdel a el gue [ Cer = ¢ pour tont véel o posinit on nal.
11 Produit de convolution

O admeat e pesallat suivant = SO R estoun vdc steictement posdif of coune fonetion a calours rdolles

S : =
define of copfrpue sar e cared Clyp = 00 Cadors

I e - A Y \
/ </ z,‘(f_J'}(//)r/./' - / ( / 1,'\‘/A.rw/,/‘)(//.
A S0 AR VA !

T Solent /v un réel <trictement positif et ooune fonction aovadeurs roetles detinie er continue s e

trinnele Ty dofing par

Lecbe de cetre question TLTL est de montrer Foealind <aivante

/ll1 ( / \‘/_.1:(//‘):/./' / (//.’7‘/“1“(/,1'\///. 2
e N ! JooooN :

FL LT Nomrver que b fonetion o definie s Cyom 0007 g

' (, ; { St ;tf.f‘ N o = //,;.
Vo e A ‘ . .
‘ & Lo ST RN T
est continue sur Cp.
11.1.20 Soient 12 un réel stricrenent positif er A une foncetion a valenrs réelles detinge or contime

s Pintervalle U2 NMontrer, ac Uadde de derivarions. opue s

SRR / ( / s ) - / ( /m) i
A Y / S0 N /

LI L3 Nontrer 3 adde de cogni proecde Pidennine 020
VU2 Do touios fonctions [og appartonant o Cos o on ddfipet da fonctiog [ g pur
e g = / Fie e tigatdr
S
PL20b Nonteor quue B dod  ost e Tol de composition interne =iy Oz

Tournez la page S.V.P.
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On admet que la loi * ainsi définie est commutative ¢t associative.
On suppose. dans les questions qui swivent. que | ot g sont dewr fonctions appartenant o C(R*) a
valeurs positives ou nalles dont les intégrales anpropres sur RY sont convergentes.

11.2.2. Montrer gue pour tout réel [2 strictement positif on s

R R R
/ frglryde = / g () </ f(r) (i.zt) dt.
Jo Jo Jo

11.2.3. Montrer gque pour tont réel R strictement positif o a -

A N It R it
/ [y dr / g (tydt < / [xglr)de < / [ (e)de / g (t)dt.
Ju o Jo Jo Jo

11.2.4. Daduire de co qui précede que Pintéerale impropre de f+ g sur R est convergente et que :
Rt ¢ R X
/ Frgleydr = / flrydr / g (1)ydt.
J0 0 0
1.3, Powr tout réel A strictement positif. on desiene par [y la fonction détinie par -

Vie Rty = Ae M

At

On définit Ta suite (/170 des puissances de convolution de la foncetion [y par I I

. w*{r—1) - .
pour tont entier naturel non nual no fy ' = NN

[L3.1. Caleuler f77.

LE.3.20 Caleuler £ pour tout entier naturel non mud n.
BN
ITl- Variables aléatoires sans mémoire et temps d’attente

Ow rappelle que
st N ost une variable aléatoire véclle définic sur un espace probabilisé (Q.B.P) o alors sa fonction
de rCpartition cst la fonction wotdc I ddfinee sur = par

vreR., Fy{r)=P(X <u2):

la fonction de répartition caractévise la loi de la variable aléatowe véclle X
wne cariable aléatoire réelle X suit une loi exponenticlle sl criste un réel X strictement positif
tel que :

0 st < 0.

Ooltpdt st >0,
0

ot fa st la foncetion définie en 11.3.

On dit alors que X swit une loi ceponenticlle de parameétre A
1L E. Soit X une variable aléaroire réclle suivant wne loi exponentielle de parametre A

111.1.1. Expliciter sa fonction de répartition.



111.1.2. Montrer que :
V(s.t) ER" xRT, PUX >s+t)[(X>t)=D"(X >s). (3)

on la notation P (A | B) représente la probabilite conditiounelle de I'événenient A sachant
que 'événement B de probabilité non nulle est réalisé. On rappelle que :
P(ANDB)

PA|B)=

La propricté (3) se traduit en disant que la variable alcafoire X est sans mémoire.
111.2. Soit T une variable aléatoire réelle sans mémoire. On note Fyosa fonction de répartition.

2.0 Montrer gue Ta fonction Gpodotinie sue B par

Yo € R Gple) =1~ Fpla)

vérifie Péguation fonetionnelle (1).
LL.2.2. Montrer que la variable alcatoire T suit une lol exponentielle.

L3, Powr cotic partic of les suivantcs. on s'intéresse a la moddlisation probabiliste dun probleme
concernant Uarriede de snessages vers un réscau informatique.
On désigne par Ty le Lemps datbente pour le véscau d un premior message a partir de instand
mitial 1 = O cf. pouwr tout enticr naturel b suplricur ou (gal a 2. par Ty le temps datlente du
h-icéme message a partie de Darrivée do (B — 1)-icime.
On suppose que les Ty pour k> 10 sont des carviables aldatoires swieant wne méme lor coponcn-
ticlle de paramcire X strictement positif cf que pour tout cuticr n > 20 les variables alcatoires
Ty 1, sont indépendantes.
Pour toul enticr naturcl non nul n.oon désigne par S, la cariable alcatoire vcéclle ddfinie par

Sy = i 1.

k=1
On admet que la fonction de vépartition Iy, de S, st donnde par :

0
rER. Fo (i) =DP(Sy<a)=4 [T o
vrER. B fr) = DS =) /fi”wdz s >0,

Jo0

111.3.1. Donner une interprétation de la variable aléatoire .S,,.
Pour les cing questions suivantes, t est un récl strictement positif firé. Pour lcs solutions. on pourra
utiliscr les variables de type S; (i € N*) et leur fonction de répartition.
IE1.3.2. Calculer la probabilité pour quiaucun message ne soit arriveé entre les instants O ot £
I11.3.3. Calcuder fa probabilité pour quau plus un message soit arrivé entre les instanes 0 et /.
Soit n oun entier naturel.
111.3.4. Calculer Ta probabilité pour qu’au plus »omessages solent arriveés entre les instants 0 ot £
111.3.5. Calculer Lo probabilité pour guiexactement nomessages soientt arrives entre les instants O et £,

1.3.6. Quelle est la oi de probabilité de Ia variable aléatoire Ny indiquant le nombre de messages
recus cntre les mstants O et 7

Tournez la page S.V.P.
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IV — Comportement asymptotique d’une suite de variables aléatoires

Dans co qui swit. Y est une variable aléatoire réelle. swivant une loi de Potsson de paramétre qe.

réel stricterment positef. On rappelle que cette lod est déternvinée par :

¢ /1/1/\?

vhEN. DY =k =7

Sa fonction de répartition. dont la définition cst rappeléc aw début de la partie I, est notée Fy .o On
note Gy Ao fonction définie sur Uensemble des entiers supéricurs ou dgaur & —1 par :

Y€ NU{—=1}. Gy (m)=1—F-(m).

Pour toul enticr naturcl non nal n.on désigne par A, le nombre de messages arrieés dans inter-
calle de temps i — 1o, On supposc que les Ao pour > 1osond des variables aléatoires suivant un
e dor do Poisson de paramétve go strictomont positif of que powr tout enteer 2> 20 les variables
aldatoives Ay oA, sont wndépendanics.

Lo rdscau nformatique ayant wne capacite Tinatdco de réeeption de messages sur chagque wnlé de

L définie par

nen

temps. il estintcressant d cludier la suite de cariables aldatoires (M)
Ve N M, = max {0 A

(O admet que les M, sont des variables aléatoives véclles ).
V.1, Que représente b variable aléatoire AL, pour le modele proposé.

IV.2. Nontrer que

Yn e N ovmeN. P(M,<m)=1(1 -Gy (m)H".

1V.3.
IV.3.1. Montrer que. pour tout entier naturel i strictement supérienr a o — 2. on a e

mos mt 1

2 Gy () < < n

< Gy () < -
O =1 — ! - (= 1! 1 - #H

m o+ 2

o

1V.3.2. Fn deduire mn equivalent de Gy (m) pour i tendant vers Uinfind.
a T dald Lo Gy (m = 1) o e
IV.3.3. Eu déduire un équivalent de ———— powr m tendant vers I'infini.
Gy (m)
IV.4. On définit la fonction Geosur (=1, ~oc! par
o . Gy (e )\
Vo o& —1 +OC{ C{(" (.l,’) = G}" ( LI) <_v—\L[—— .
7Y (LI‘>
1V.4.1. Montrer gque la fonction G est continue sur —1. -0 .
IV.4.2. Montrer que la fonction G est strictement décroissante sur i —1, +o0l.

1V.4.3. Montrer que la fonction G définit un homéomorphisine de ‘=1, -+oo[ sur 10. 11

) I
(i <m - 2>

T EN. = —E
7('

V.S On ddfin Ta st de réels (ag, ), - par

m



1V.5.1. Montrer que :

1V.5.2. Montrer que la suite (o, )

IV.6. Fn notant G0 Uapplication réciproque de Ge.on défind les suites (), ene €8 (L) ey par

Vm € N,

me

ey —

Ge(m+1)

Ge(m)

1

v e N a, =G <7> A

n

1V.6.1. Etudier les limites éventuelles des suites (ay,),, 2«

IV.6.2. Montrer que :

vn € N, !

1V.7. On définit les suites de réels (ph),,exn 08 (@n),ene par :

Vi € N, {

ct (1)

Ge (!11—}—3

AN

est convergente et dérerminer sa limite,

{ | l}
= |y, = = |-
9

neNE -

0 < Golly +1) < e

(;(' <[7I -

Pn = P(*\‘[H
4 = [)(:A\/u

1) >

1

1

neqy oy

T, +1).
L — 1.

Montrer que ces suites sont convergentes ot déterminer leurs lmites.

IV.8. Montrer que :

1V.9. Application nuwmérigue. On utilisera la table numérique suivante, pour jo= 0.4 :

IV.9.1. Calculer I)ps.

lim
n—r40c

(P(M,, = 1)+ P (M, =1, + 1)) = 1.

K P(Y =k) | Fy (k) Gy (W)
0 | 0,67032005 | 0.67032005 | 0.329679954
1] 0,26812802 | 0.93844806 | 0,061551936
2 | 00536256 | 0,99207367 | 0.007926332
3] 0.0071500% | 0.99922375 | 0000776251
41 0.00071501 | 0.99993876 | 6.12433E-05
5 5.7201E-05 | 0.99999506 | 4.04268E-06
6 | 3.8134E-06 | 0.99999977 | 2.29307E-07
7 | 2.1791E-07 | 0.99999999 | 1.13997E-08

IV.9.2. C?LlCHlQI‘ P(A[lo.S = Ims) -+ P <;\[105 = [105 + 1) .

1V.9.3. Commenter ce résultat.

— V — Etude des suites P (AL, = I,) et P (M, =1, +1).

On définit les suites de réels (1) ,ene €6 (Sn)pexe par -

ot A, est la variable aléatoire définie au début de la partie IV et le réel I, est défini en IV.6.

vn € N*, {

= P (M, =1, +1),
5p =P (M, = 1)

Tournez la page S.V.P.
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V.1. On définit la fonction H sur '—1. 400 par :
. 1
vrel-1l,~oc. H{(t)= ",
[ ! () Ge ()

ot Gleoost la fonction définie en IV.4,

V.1.1. Montrer que la fonetion H est dérivable sur Pensemble RTAN des réels positifs non entiers.

V.1.2. Calenler, pour tout entier naturel i :

h,, = inf H' (r)

relmum 1|

on 117 desiene Ta foncetion dérivee de Ta foncetion Ao Montrer que

lin A, = =00,
I LR

V.2, Soit (a,,),, . lasnite detinie en 1V.6.
V.2.L. Nontrer gque :
Hia, 1)~ Hl{ay,)

lim — - =00,
o b Uy .y 1 = Uy,

V.2.2. L dédaire gue s

Hm (g1 —ay) = 0.
1=—14-2

V.3. Montrer que Fensemble :

A= {]u — Uy ‘ n e N*}

ost dense dans Uintervalle

1
1o —
Lo o—
[EE

V.4,
V.4.1. Moutrer que pour tout entier m non mal tel que :
[ 1
m — gy < 41.
Ol A s
1

m /(\'lm

(7'(7 (1777) >

O (), eny 05t la suite définie en IV.5.

V.4.2. Montrer quil existe une sous-suite (7'0(”))”m* de (10),,ex+ qui converge vers 1. solt

lim P (;\[()(”) = [(/(,,,‘) + 1) = 1.

n=—--+oc

V.4.3. Moutrer gque pour tout entier m non nul tel que :
1
Ly —am >~
4

OIl a

\V2 0(1”171)

(;(' (Im) <
m

V.4.4. Montrer qu'il existe une sous-suite <S£<”))716‘\'* de (8n),ene qui converge vers 1, soit :

lim P (A[E(n) = IE(n)) =1.

1n——+ocC

~— D'aprés documents fournis.
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