Probleme 1

Ce probleme a pour objet une approche du paradoxeedBertrand.

Notations

Dans le probléme, le plan est rapporté a un regéinenormé (Q i , ] ) direct.

C désigne le cercle de centre O et de radgdR étant un réel strictement positif donné.

Partie |

Etude des propriétés des triangles équilatéraux imsits dans le cerclel

1. Soit A un point donné du cerde
Construire a la regle et au compas un triangle |&gual ABC inscrit dans le cercl@

Préciser les étapes successives de la construction.

Dans toute la suite du probleme, A, B, C désignentois points du cercleC tels que le
triangle ABC soit équilatéral.
On note A’ le milieu du segment [BC] et A le point diamétralement opposé au point A

sur le cercleg.

2. On se propose de déterminer la longledes cotés du triangle ABC.

2.1. Déterminer le quotient de Ionguebﬁr‘sAQ,.
2.2. En déduire la longueur A&n fonction deR.

2.3. Démontrer quk = R/3.

3. Soit U un point du cerclgdistinct de A. On choisit V et W deux points duate( tels que
le triangle UVW soit un triangle équilatéral ingatans le cerclé.

3.1. Démontrer que les triangles ABC et UVW soafistriques.
3.2. Préciser une isométrie du plan transformatridagle ABC en le triangle UVW en

distinguant les cas de triangles directement oudi@ttement isomeétriques.

4. Justifier les quatre caractérisations de later@A') comme droite remarquable du triangle
ABC.



5. Déterminer la longueur de chacun des arcs diedkde part et d’autre de la droite (AB).

Partie Il

Quelques comparaisons de longueurs de segments
Dans cette partie, les points A, B et C sont fixé&ur le cercleC.

1. Soit P un point du cercte On note | le projeté orthogonal du point O sudraite (AP) et
J le projeté orthogonal du point O sur la droit8)A

1.1. Démontrer que si le point P appartient a I'arc

A
¢ BCdu cercleC ne contenant pas le point A, alors
1A > JA.
. ' 1.2. En déduire que, si le point P appartient i&cl'a
BC du cerclec ne contenant pas le point A, alors
C B
N | X

AP >L.

1.3. Montrer que si le point P appartient & '8C
du cerclel contenant le point A, alors APL<

2. Soient M et N deux points distincts du celels que la droite (MN) soit perpendiculaire

A a la droite (AA") au point | du segment [ORA

¢ Soient M et N deux points distincts du cercle @eels
gue la droite (MN') soit perpendiculaire a la droite
o (AA') au point J du segment JA"].
N

VA Y
Démontrer que : ™' <BC <MN.
B X =-Y=
M
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3. Soient S et T deux points distincts du cef¢cl®us deux distincts du point A.
On notef la mesure en radians de I'angle géométri@ﬂ'és ;onadonc:06<T1L

On note K le milieu du segment [AS].
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3.1. Calculer les longueurs AK et AS en fonctionRlet 6 en distinguant les trois cas

, 6>

: 1
suivants : 0<—, B= ;

2

N |

3.2. Démontrer que 8i< g alors AS <.

3.3. Comparer les longueurs AS.dbrsqued > 2—;

4. Soit D un point du cercltgdistinct des points A et'A

On notep le nombre réel égal a la longueur AD. On appEllle cercle de centre D et de

rayonp.

4.1. Démontrer que le cerclecoupe le cercle

C en deux points distincts, le point A et un autre
point noté F.

4.2. Démontrer que la droite (OD) est la
médiatrice du segment [AF].

On note G le milieu du segment [AF].

4.3. Soit D le point deC diamétralement

opposé a D.

Calculer I'aire du triangle ADDen fonction de

R et dep.



4.4. En déduire la longueur AF en fonctionRlet dep.
4.5. Résoudre I'inéquation suivante :
xmz R24/3 pourx nombre réel de I'intervalle J0R2.
4.6. Démontrer que I'ensemb{& des nombres réejs de l'intervalle ]0, & tels que
AF > L est le segmen® RV3].
5. Soit E un point du disque de centre O et denr&yalistinct du point A.
La droite (AE) coupe le cercteen un point Eautre
@ que le point A.
5.1. Démontrer que AE> L si et seulement si le

F point E appartient au domaine grisé sur la figure c

contre.

5.2. Déterminer I'aire du domaine grisé, ensemble
B\/C des points E du disque tels que la corde 'TAE
= associée soit de longueur supérieure ou égale a

Partie Il

Le paradoxe de Joseph Bertrand (1822 — 1900)

Joseph Bertrand fut éléve et professeur a I'Ecolgt@chnique, puis professeur au Collége de
France. Nous lui devons le paradoxe abordé aujourdjui, au méme titre que « l'aiguille de
Buffon », a contribué a établir la nécessité decipet le sens de la phrase « choisir au
hasard » quand le choix s’opére dans un ensentiie in

L’énoncé du probleme posé par Joseph Bertrandgieuitdonné sous la forme suivante :

« Tracons au hasard une corde dans un cercle. Qasli¢a probabilité pour qu’elle soit plus

longue que le c6té d’'un triangle équilatéral insatans ce cercl@ »

Nous allons voir que selon la fagcon de modéliser f@obleme, le sens donné au terme
« choisir au hasard » varie et les résultats reld8 aux probabilités sont différents.

Dans ce qui suit, on adopte les conventions subdgant



» « Choisir au hasard » un réeldans un intervallea] b[ (aveca < b) signifie que la
probabilité que pour tout segment ] inclus dans lintervalled, b [ le réelx appartienne

au segmentd d] vaut E
b-a

» « Choisir au hasard » un point M dans un segnfe@i [avec P£ Q) signifie que pour

tout segment [XY] inclus dans le segment [PQ],dabpbilité que le point M appartienne

au segment [XY] vau%.

» « Choisir au hasard » un point M sur le cetclgnifie que pour tout ardlY du cercleg,

longueur de-Xy
périmétre du cercl¢

la probabilité que le point M appartienne a lat¥ vaut

» « Choisir au hasard » un point M dans un sous-eplgeihdu plan dont on peut calculer
I'aire (et dont I'aire est non nulle) signifie quaour tout sous-ensembfede Q dont on
peut calculer l'aire, la probabilité que le point &ppartienne au sous-ensemilezaut

airedeA
airede Q

1. Premier modele proposé

On fixe un point A sur le cercle
On «choisit au hasard » un point P du cefcle

Calculer la probabilité que la corde [AP] du ce€kit une longueur supérieure ou égale a

2. Deuxieme modele proposé

On fixe un diametre [AA] du cercleC.
On « choisit au hasard » un point | du diamétre '[Aguis on trace la corde [MN] du cerde

perpendiculaire au diametre [Apau point I.

Calculer la probabilité que la corde [MN] ait umadueur supérieure ou égale.a

3. Troisieme modele proposé

On fixe un point T sur le cercle



On « choisit au hasard » un r&adans I'intervalle ]JOy{ puis on construit une corde [AS] du

cercleC telle que I'angle géométriqL@TS ait pour mesuré.

Calculer la probabilité que la corde [AS] ait unadueur supérieure ou égale.a

4. Quatrieme modele proposé

On fixe un point D du cerclé
On « choisit au hasard » un réelde l'intervalle ]0, R[. Alors le cercleC et le cercle de

centre D et de rayopn se coupent en deux points distincts notés A et F.

Calculer la probabilité que la corde [AF] du cer€lait une longueur supérieure ou égale a

5. Cinquieme modéle proposé
On fixe un point A sur le cercle
Puis « on choisit au hasard » un point E a l'ieté@ridu disque de centre O et de rakon

La droite (AE) coupe le cercteen un point E distinct du point A.

Calculer la probabilité que la corde [AEu cerclel ait une longueur supérieure ou égale a




Probleme 2

Etude d’'une courbe plane définie par une équatiomplicite

Présentation du probléeme

On munit le plan d’un repére orthonormé (b, ] ). On considére la courbbedu plan
définie par I'équation suivante dans le repére EO];) :
VY +xy-€=0
ce qui signifie qu’un point M du plan de coordorsée y) dans le repéere (d;, }) est un

point de la courb€ si et seulement §f + xy — € = 0.

Un logiciel de tracé de courbes nous montre (apprativement) les points de la

courbel’ pour-4 <x<4et-2<y<3:

Le but de ce probléme est I'étude de I'ensemble mists del” d'ordonnée strictement

positive.



La partie | prouve I'existence d’une fonctibtelle que I'ensemble des pointside’'ordonnée
strictement positive est une coullbed’équationy = f (x).
La partie Il étudie les variations de la fonctibet la partie lll permet la mise en évidence

d’'une courbe asymptote a la coufbe

On pourrait également prouver I'existence d’'unecfmm g telle que 'ensemble des points de
I d'ordonnée strictement négative est une coligbd’équationx = g (y) mais cette étude

n'est pas développée dans ce probleme.

Partie |

Définition de la fonction f

1. Justifier I'existence d’un unique point Oel’abscissex = 0.

2. Démontrer gu’aucun point M den’a une ordonnée nulle c'est-a-dire que l'inteisacde

I avec I'axexOx d’équationy = 0 est vide.

3. Dans cette question on nage la fonction définie pour tout nombre réedle I'intervalle
]0; +oof par : B, (t) =t° + 2t - €.
3.1. Soitt un nombre réel strictement positif verifiant I'étjoa ¢, (t) =0, s’il en existe.
Que peut-on dire du point M de coordonnées)(2,
3.2. Justifier que la fonctiog , est dérivable sur I'intervalle ]O ;oof et calculer sa
dérivée.
3.3. Dresser le tableau de variations de la fonatig

3.4. En déduire gu’il existe un unique nombre rgelstrictement positif tel que

$2(y2) = 0.

3.5. A l'aide de la calculatrice, justifier 'enaaenent suivant :
§ <y, < Z
2 Py

4. Dans cette question on nagte; la fonction définie pour tout nombre réede I'intervalle
]0 ; +oo] par : po ()=t} -2t-€e2

4.1. Dresser le tableau de variations de la fonchig.



4.2. En déduire gu'’il existe un unique nombre gégtel queg —»(y-2) = 0.

4.3. Prouver que 1,45 est une valeur approchée0& Hrés du nombre régl,.

5. Dans cette questioxest un nombre réel quelconque fixe.
On note@,_ la fonction définie pour tout nombre réele I'intervalle ]0 ; o[ par :
@, (t) =t +xt - &
5.1. Justifier que la fonctiog_ est dérivable sur I'intervalle ]0 rof et calculer sa
dérivée.
5.2. Dresser le tableau de variations de la fongfip dans chacun des deux cas
suivants :
¢+ x<0.

¢+ x>0.
5.3. Déduire de cette étude que, pour tout nomdmkxril existe un unique nombre réel

yx strictement positif tel que, (yx) = 0. Ce nombre régk est noté (x).

x désignant un nombre réel fixé,(k) est donc déterminé par les conditions suivantes :
(1) [FO)]3+xf(X)—€=0 etf(x)>0

Ainsi la fonction f est définie suR et a valeurs dan®k **. La courbel ; représentative de

la fonction f dans le repér¢O ; i ,f) est 'ensemble des points de la coulbe&’ordonnée

strictement positive.

6. Quelques études de signes
6.1. Démontrer que, pour tout nombre éan a:  3f (x)]* + x> 0.
6.2. Démontrer, a I'aide de la question (1.5.2)e quour tout nombre réglet pour tout
nombre réet strictement positif, les expressiotist xt — € ett - f (x) sont de méme

signe et s’annulent simultanément.

7. Calcul de quelques valeursfde
7.1. Déterminef (0).
7.2. Donner une valeur décimale approchée afi@s dd (2) et def (-2).



Partie Il
Etude des variations de la fonctiorf

1. Nous admettonsque la fonctiorf, définie sur R et a valeurs dan&Rest dérivable sur R.

1.1. Démontrer, a l'aide des conditions (1) et aeqliestion 1.6, qu’on a pour tout

nombre réek :

F(x) = e’ - f(x)
[F(X)]?+x’

1.2. En déduire que pour tout nombre péél (x) est du signe de” + x — 1.
1.3. Etudier les variations de la fonctioéfinie pour tout nombre réelpar :
u(x) =e*+x-1.
1.4. En déduire le signe d&(x) selon les valeurs du nombre rgel
2. Calcul des limites de la fonctiéaux bornes de son ensemble de définition.
2.1. Démontrer qui(x) tend vers o lorsquex tend vers- co.
2.2. Déterminer la limite de* — x* - ¥ lorsquex tend vers +o. En déduire qu'il existe
un nombre réel strictement posiiftel que, pour tout nombre réesupérieur ou égal a
A ona:e >x+X.
2.3. Démontrer que pour tout nombre réslipérieur ou égald ona: f(x)>x
2.4. En déduire que la fonctidra une limite lorsqua tend vers ¢ et déterminer cette
limite.

3. Dresser le tableau de variations de la fondtion

Partie Il

Etude d’'une courbe asymptote a la courbe€;

Soient f et £ deux fonctions définies sur l'intervalle po; O[ a valeurs dan®R.

On dit que les courbes d’équations y;£X) et y = £ (x) sont asymptotes l'une de 'autre au
voisinage de x = quandxlirpw (f2(x) —f1(x)) =0.

Si de plus pour tout nomb;e réel x de l'intervdltec ; O[, on a f (x) <f, (x), on dit que la

courbe d’équation y =f(x) est au dessus de la courbe d’équation y &j .
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1. Recherche d’'une courbe asymptofg au voisinage dg = —co.

1.1. Démontrer que, pour tout nombre réain a :

f(x) = f?xx)—x

1.2. Démontrer que la courbe d’équatior +—X est asymptote a la courbe repré-
sentative de la fonctiohau voisinage d& = —, et déterminer la position relative de

ces deux courbes lorsque le nombre xédgcrit I'intervalle }oo ; OJ.

2. Tracer dans le repere ((f) .:]) la courbel ; et la courbe d’équatiop = +/—x, avec une

unité graphique de 2 cm.

kkkkkkkkkkkkkkkkkhkkk

11



