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Partie 1

[.LA1l. ¢r est évidemment linéaire de M, dans R.
Soient A et B € M, et posons A = (a;;) et B =

) 5 (S e

azkb;ﬂ) (commutativité et associativité de +)

(bij) . On a alors :
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D'ou :

tr(AB) = tr(BA)

On a évidemment :

tr(4) = tr("A)]
la transposition ne changeant pas la diagonale de A.
[LA2. VA, B,C € Ms, V\, u € R,
— tr(A'B) = tr(*(A*B)) = tr(B'A), dou : (U,V) — tr(U'V) est symétrique
— tr (A + puB)' C) = tr (AA'C + uB'C) = Mr (A'C)+putr (BIC) et (U, V) — tr(U'V) est bilinéaire
(puisque symétrique)

a b

— Posons A = ( ¢ d

‘ Z),alorsAtA:(

A+ +E+d2>0.

a c
b d

)

N

a’ + b?

ac + bd

ac+bd &+ d&?

En outre A # 0 = tr(A'A) > 0 et (U, V) — tr(U'V) est définie positive.

) et tr(AtA) =

Donc,
(U, V) — tr(U*V) est un produit scalaire
LB. Vi € {1,2,3,4), (B, B est I somme des cands des cocficients de E, done vaut 1
R TR I
(Ey, By) = (By, Ey) = \/%tr(( 0 0)(10))= \/%tr(( 0l ) _
e = mm) = ((606) (1 5)) = 55 (8 ))
(Ey, Bs) = (By, Ey) = %tr(( 0 1)(10)) = %tr( 09 )) _
o = (o m = (0 9) (1 01)) =75 (1 6)) =0
s = o m) =g (9 5) (1 0) =g ((5 %)) =0
D'olt By est une base orthonormée de Ms.

EL EQ7 FEs € Sy et dim Sy = 3; d’ou

|(E1, Es, E3) est une base orthonormée de S, |

1
[.C.1. det (M) = det (Z a:ZEZ) = det (xl ( (1] 8 ) + 9 (
i=1
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T3+ T4

I
= det T3 — T4 V2
T2
V2
3 —
= X1T92 — 5
D’ou :
T2
det (M) = z129 + : 5 s
[.C.2. detoW est I'application : R* — R . C’est un polynome homogene de degré 2 en
(a,b,c,d) — ad — be
a, b, c,d. Dou:

idet oW est une forme quadratique sur R*]

4 T3+ Ty T3z — T4 )
Posons (a,b,c,d) = > x;e;. On a alors : (a,b,c,d) = | x1, , , Ty | et :
(@.bcd) = 3 (@) = (1, B T
T3+ Ty T3 — T4

4 4
det oW xrie; | = detoW | xq, , , Ty | = det wE; | =z + =2
(Bymer) = ononw [ 22050 220 ) = (£ ) = 25

D’ou la matrice de det oW dans la base e -

0 ! 0 0
L 3 0 0
3 0 L 0
0 0 02 L
2
Partie 11
II.A. Posons ¢ = det. Comme VM, N € M, (R), det(MN) = det(M)det(N), g(MN) = q(M)q(N)
et go U est ’application : R* — R , donc g o ¥ est une forme quadratique non nulle sur
(a,b,c,d) — ad — bc
R4

“det est donc un exemple d’application ¢ solution du probleme posé.

I1.B. ¢(0) = ¢ 0 ¥(0,0,0,0) (car ¥(0,0,0,0) = 0)
= 0 (car par une forme quadratique 0 a pour image 0). Donc :

q(I) = q(I*) = q(I)*> = q(I) = 0 ou ¢(I) = 1. Supposons ¢(I) = 0, alors VM € My, q(M) = q(MI) =
q(M)q(I)=0.0Or q+# 0, car go ¥ # 0, donc :

(=1

I1.C. Supposons 7g(M) = 2. On a alors M inversible et (M x M) = q(I) =1 =
g(M) x q(M™) =1=

g(M) # 0

I1.D.1. Comme rg(M) =1, rg(f) = 1 et dimker f = dimR? — rg (f) = 1, cequi montre qu’il existe
un vecteur non nul v tel que ker(f) = Vect(v).
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Grace au théoréme de la base incomplete, v peut étre complété en une base (u,v) de R2.
u ¢ ker(f), donc f(u) # 0 et f(u) peut étre complété en une base (w, f(u)) de R?.

Soit () la matrice de passage de By & By = (u,v) et P, la matrice de passage de By a By = (f(u), w).
La matrice f relativement aux bases By et B3 est donc PflM Q et c’est aussi la matrice ( (1] 8 )
fu) f(v)
w
flu) -
Donec:

il existe 2 matrices P et @ inversibles (P = P, ') telles que PMQ = ( (1] 8 )

1102 Onaalors o(PMQ) =g (({ o)) 0ra((} 8))2:(]((? 8)2):(]((8 0)) =

D’ou ¢ (( (1] 8 )) =0et ¢(PMQ)=0= q(P)q(M)q(Q) = 0, ce qui prouve :

a(M) =0
car q(P) 40 et (Q) £0.
ILLE. On a vu que si rg(M) < 2, c’est-a-dire M non inversible, ¢(M) = 0 et que si rg(M) = 2,
q(M) # 0.
Donc :

M€ GL (R) & ¢(M) £0

ILLF.1. f est le polynome caractéristique de M. Donc :

f est une fonction polynomiale degré 2 dont les racines sont A; et As.

I1.F.2. L’on sait que ¢ est bilinéaire symétrique et VM € My, (M) = (M, M).
D’ou :
YA€ R, g(A) = ¢ (M) — 2Mp(M. 1) + ]

(car q(I) =1)
Or VA e R, ¢(M — AX[) =0 < M — X\ non inversible
s det (M —A)=0
& X\ € Spec(M).
Dot g(A) =0 < X = A; ou A = Ag. Donc les racines de g sont A\ et Ay, ce qui montre que Y\ € R,
gA) = (A =XA1) (A= A2) et que f=g.
On en déduit f(0) = g(0), ce qui équivaut a :

det(M) = ¢(M)

II1.G.1.La méthode de la question II.F. ne peut s’appliquer a une matrice non trigonalisable, par

exemple ( (1] _01 ) , de polyndme caractéristique X2 + 1.

II.G.2. Posons M = ( CCL Z ) avec a # 0.

b 1 1
Posons M; = L= ,alors My =1 0 ( CCL 2 ) =P Mavec PL=\| , 0 inversible.
c gl 8 1 8 1
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L 1 0 0 10
Posons M, = @ | > alors My = (—c 1) a | = My avec Py = (—c 1)
0 d—— c d
a

inversible.
Dou q(Ms) = q(P.PLM) = q(Py)q(Pr)g(M). Or Py, Pa, M, sont triangulaires. D’ou ¢(Ms) =

b 1
det(My) = d — EC a(Py) = det(Py) = 1 et q(P) = det(Py) = -

be 1
Dot : d — — = —q(M) &
a a

lq(M) = ad — bc = det(M))]

nGs (g 1)(0a)=(c"8")
(0

M/

—_

D’apres les questions précédentes, ¢

(1) a0 = e

(

) M) =q(M') = det(M’) (d’apres I11.G.2.) et donc :

lg(M) = ad — bc = det(M)]

II.G4. Sia=c=0, M est triangulaire et ¢(M) = det(M).
On a donc montré :

VM € My, (M) = ad — bc = det(M)]

Partie 111

ITI.A. det est une formle quadratique non nulle sur Ms, donc sur le sous-espace S;. On en déduit que

[’y est une quadrique

2
D’apres la question I.C.1., si M = zE) + yEs + 2zE3 det(M) = zy — % Donc :

, : . P
['; a pour équation cartésienne ry — — — k =0

2
[II.B.1. Ty a pour équation zy — % = 0 (c’est un cone de sommet O). Si M(z,y,z) € I'o\ {0}, un

point N de (OM) a pour coordonnées (Az, Ay, A\z) ou et A est un réel quelconque.
2

)\ 2
VA€ R, (Azx) (\y) — % — )\ (xy . %) — 0. Donc :

[I.B.2. Soit f: R*—R . [ est Ctsur R et VM, € S5\ {0}, grad f(My) a pour
2
(I,y,Z) — XY — %

composantes (Yo, o, —20) 7 (0,0,0) . Donc :

e plan tangent en My a 'y a pour équation : yo (x — xo) + 20 (Y — yo) — 20 (2 — 20) = ()

ou (x,y, z) représente le triplet des composantes d’un point du plan tangent.
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En particulier, un point de Ay, a pour coordonnées (Azg, Ayo, Azo) ou et A est un réel quelconque et
vérifie :
2

Z
Yo ()\.TO — .TQ) + Zo ()\yo — yo) — 20 ()\ZQ — ZO) =2 ()\ — 1) (.T}Qyo — 50) = 0. Donc :

IA s, est incluse dans le plan tangent en My a I'g]

2
IT1.C.1. T'_; a pour équation xy — o Notons p la projection orthogonale sur le plan zOy. Un
Y73

point M (z,y,0) appartient & p(I'_1) si et seulement si :
2
EIzeR,:z:y—%:—1<:>
J2€R, 22=2(zy+1) & zy+1>0. Donc :

lp(I'_1) est 'ensemble des points de 2Oy vérifiant zy +1 > 0]

21 ¥

Wi
2
IT1.C.2. T'_; a pour équation xy — SN Notons ¢ la projection orthogonale sur le plan zOz. Un

point M (z,0, z) appartient a ¢(I'_1) si et seulement si :
2
z
EIyGR,xy—;z—l@

2

EIyGR,:t:y—%+1:0<:>
2

x#Oouszet—%—l—l:O.Donc:

‘q(F_l) est (zOz\(0z)) U{A, B} ou A et B sont les points de coordonnées (0, 0, \/ﬁ) et (0, 0, —\/ﬁ)‘

IT1.C.3. Considérons les droites passant par A et B dirigées par 7 d’équations paramétriques

r=20 r =20
Yy=A et y=Ar_ .
z2=1/2 2= —2
2

Si M est un point de I'une des deux droites, I'on a : VA € R, zy — % = —1. donc :
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lces deux droites, strictement paralleles sont incluses dans I'_ ]

Ei+ E —-FEi+ F
II1.D.1. Posons U = ot b etV = g La matrice de passage de (F1, Fs, E3) a (U, V, E3) est
V2 V2
1 1 0 1 1 0
V2 Y2 T V2 Y2 X
alors [ 1 1 0 et les formules de changement de reperesont ( y | = 1 1 0 32 .
V2 V2 z V2 V2
0 0 1 0 0 1
X2-vy? 72
Dans le repere R/, T’y a alors pour équation — 5 = k <
X? —Y? - 77 = 2k]
III.D.2. D’ou :

— si k> 0, T, est un hyperboloide de révolution d’axe OX & deux nappes.

— si k <0, Ty est un hyperboloide de révolution d’axe OX & une nappe.
— si k=0, I'y est un cone de révolution d’axe OX de sommet O.

Partie IV

IV.A.1.

a. Soit M € GLy (R);
O(IP) = <I>(I)<I>(P) =
o(P) = o(1)P (P)
M = &(I)M = (en

comme ¢ est bijective, il existe P € M telle que ® (P) = M. On a alors :

multipliant & gauche par M)

BT =1

b. Soit M € Sy; on a alors ‘®(M) = ®(*M) = ®(M); d’ou ®(M) € Sy. Donc ®(S3) C Sy et comme
® est bijective et que Ss est de dimension finie,

c. Posons M = ®(E,); on a alors ® ("Ey) = '® (Fy) =
®(—Ey) = '®(Ey) = M = ®(Ey) € Ay : ensemble des matrices antisymétriques de M.
1 1
Posons M = ( _Oa 8 ) -on aalors M2 =& (E,)° =®(E}) = (—51) = —51.
_— —a?2 0 1 1 1 ..
D’ou ( él g2 ) :—§I<:>a2:§<:>a:j:ﬁ;dou:

[ (Ey) = £E4

IV.A.2. Soit M € M,. Alors :

M€ GLy(R) < 3P € GLy (R), MP = I
< JP e GLy (R), ®(MP)=®(I) (car ® est bijective)
=3P eGLy(R), d (M) (P)=1
< O (M) € GLy (R). On a montré :

M € GL, (R) & & (M) € GL; (R)]

Fo={M €Sy /det(M) =0}; donc ® (I'y) = {® (M) /M € Sy et det(M) =0}
— ® (S5) N® (Ms\GLs (R)) = I
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car (5;) = Sy et ¢ (M2\GLs (R)) = My\GLs (R). Donc :
@ (L) = Iy

IV.B.1. &4 est évidemment un endomorphisme de Ms.

— Supposons que P4 possede la propriété P. Alors :

Dapres [V.AL1, @4 () =1 A2 =1.

— Réciproquement, supposons A? = I. Alors A € GLy (R) et A™! = A.

Soient M, M' e Ms.

On a alors 4 (M) =0« AMA =0 < M = 0 (car A est inversible); d’ou ker &4 = {0}, 4 est
injective et donc bijective, puisque M, est de dimension finie.

Py (MM')y = AMM' A= AMAAM'A = &, (M) ®, (M) (puisque A% = 1)

Oy ("M)=A"MA=TA'M'A="(AMA) = '®, (M) (puisque A € Sy)

On a donc montré :

[® 4 possede la propriété P & A% = ]|

IV.B.2. A étant symétrique réelle, elle est diagonalisable et il existe P € O (2) telle que "PAP =
(g 2).EnoutreA2:[<:>a2252:1

@a:iletﬁ:il.D’oﬁA:P(g g) ‘P et -
Lt = P(o B)'fP:A‘AGSg

t t t _ .
AA = P(O ﬁ) PP(O ﬁ) P=1:A4€0(2).
Donc A est orthogonale symétrique.

On en déduit qu'il existe 0 € [0, 27, A — ( cos (6) — sin (f) ) ou A= ( cos (6)  sin (9()9) ) .

sin (6) cos (0 sin () — cos
Dans le premier cas, A? = I < cos (20) = 1 et sin (20) =0
& 0=0mod 7
& A=1ou A= —I (cas exclus)

Dans le second cas, on a bien A2 =1 et A € S5. On a montré :

396[0,%[,14:(098 Sm( )

SlIl — COS

o055 (16 7 ) (5 ) (56 7 )
T< 3 fiféé W) (Sl —o@)
_ﬁ(l 0 ) donc :

D4 (Fy) = —F

IV.B.3. V0 € [0, 2n] . Azﬂ(cos(@)% ((1] o ) —l—sin(ﬁ)% ((1’ (1]))

1 1 0 1 0 1 )
Or (— ( ) — ( ) est une famille orthonormée de Ss.
’ \/ﬁ 0 -1 ’\/5 10

D’ou, lorsque 6 décrit [0, 27|,

A décrit le cercle de Sy de centre O de rayon v/2 du plan passant par O dirigé par
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IV.B.4. Soit M € Ms.
B4 (M) = tr(D4 (M) B (1))
— tr(AMAA'MA)
=tr(AM'MA) (car A>=1)
= tr(M*MA?) (car tr(XY) = tr(Y X))
= tr(M'M)
— ||M|*. donc :

Soit M € Sy, @4 (M) = A(AMA) A = M; donc ®4 = Idyy, et P4 est une symétrie vectorielle.

[P 4 est donc une symétrie orthogonale]

IV.B.5.
1

a. Dans la base orthonormée (F;FEs, E3), I a pour composantes ( 1 ) et A a pour composantes
0

cos(6)
( — cos(6) ) . I et A étant 2 vecteurs orthogo naux et non nuls, forment une famille libre. Un

V2 sin(6) 20

vecteur normal a Vect ({I, A}) est le vecteur de composantes ( sin(f) ) , c’est a dire la matrice

po () Sl ) 40 vt o

cos(f) sin (6)
oa()=apa= (@ Sl ) () ) ) () Sl
- () et ) (3 )

)
0)
-l TS0

Donc la restriction de &4 a Sy est distincte de l'identité. C’est une symétrie orthogonale de S,.
Comme ®y () =1, P4 (A) = Aet (I, A) est libre, 'espace des invariants de ® 4 est de dimension 2 et

(@4 est la réflexion par rapport au plan Vect ({1, A})]

ey =ava=5 (S 2 ) (6 2 (S 80 )

_ cos (20) . cos (20)E2 ©sin (20) By

= cos (20)V+si{1(29) Ej3 ) - . ) -
o) = agad= o (3@ D) (1 0) (Sl )
_ ( cos (¢)  sin (0) ) ( sin(f)  — cos () )
V2 \ sin(0) —cos () cos (0)  sin(0)
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1 [ sin(20) —cos(26)
/2 \ —cos(20) —sin(20)
= sin (26) V' — cos (20) E;
D’ou la matrice de la restriction de 4 a Sy dans la base (U, V, E3) :

1 0 0
( 0 cos(20) sin(20) )
0 sin(20) —cos(260)

IV.C.1. deto® () =det (I) =1 et detod® # 0

det est une forme quadratique sur M, : c¢’est un ploynéome homogebne de degré 2 an les composantes
d’une matrice de M, dans la base By. Appelons ¢ sa forme polaire et posons, pour toutes M, N € M,
¢ (M,N) = ¢ (®(M),®(N)).

¢ est alors évidemment bilinéaire symétrique (¢ l'est et & € L (M3))

VM € My, ' (M, M) = ¢ (P (M),D(M))=det (P (M)).Donc :

idet o® est une forme quadratique non nulle sur M|

IV.C.2. L’on a VM, N € M, deto® (MN) = deto (® (M) P (N)) (propriété de ®)
=deto (®(M))deto (P (N)) (propriété de det)
Donc det o® est une forme quadratique non nulle sur My vérifiant VM, N € M,, detod (MN) =
deto (P (M))deto (P (N)). D'ou, d’apres la question 11.G.4.,

det o® = det]

Soit M € M, et k € R; on a alors :
M el < det(M) =k

& det(P(M)) =k

< O (M) € T'y. Donc :

[’y est globalement invariante par 9]

1 1
IV.C.3. L'on sait que ®(U) = & (—) =—=Uetque ®(F) =+FE,=¢cF, avece = £1.

V2 2
Posons ®(V) = aU +bV +cE3+dEy et ®(E3) = aU+ BV +vE5+Ey. Comme © (S3) = Sa, d =3 = 0.
1 a a 0
D’ou Mg () = 8 ZC) g 8 . On a alors VM € Sy, det (P (M)) = det (M) et si M = 2U +yV +
0 0 0 ¢

zFE3, on obtient :
Ve,y,z € R, det ((z 4+ ay + az) U + (by + B2) V + (cy + vz) E3) = det (U +yV + zE3) <

1 x+ay+az+by+ Bz cy + vz I rz+y =z
Vx,y,zeR,det(ﬁ< cy + vz :t:—l—ay—l—ozz—by—ﬁz) = det 7§< z x—y)

1 1
Yoz € Rk (04 (@ +0) g+ (a+0) ) o+ (a—Dy+ (0 - 0)2) = (e +12)°) = 2 (@ =y — ) &
Ve,y,z€R, (x4 (a+D)y+(a+0)2)(z+(@a—by+(a—3)z2)—(cy+7y2) =22 -2 — 22 &
Vr,y,z €R, (a> = 0? — 2+ 1) y?+(a? — 7 — 7% + 1) 2> 2azy+20z2+((a + b) (. — B) + (a — b) (a + 3) -
Cela signifie quune forme quadratique sur R? est nulle. D’ot :
a=a=0,04+c=10"+72=1,b8+cy=0et 30,0 €[0,2n] tels que b = cos (A), ¢ = sin () ,
B =cos(f),y=sin(0) et cos(f —0') =0, ce qui signifie §' = 0 + g mod 7 ou encore 3 = &’sin () et

v = —¢'cos (0) avec ¢’ = 1. Donc :

0 0
cos (0) ¢&'sin (0
sin (6) —& cos (

0 0

10 € [0, 27, Je, & € {—1,1}, Mg (P) =

0
) 0
6) 0

oo o
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IvV.C.A4.

0 0
COS (5 S (5
a. A= (9) (9) ;d'ou A2=T et ® et Py € GL(My), donc ® o Py € GL(M,).
sin — Cos

2

VM,N € My, ®od 4 (MN) =do (b (M) (N))=do0d, (M)Pody(N) (car ® et D4 vérifient

la propriété P)

VM € My, Po®y ("M) = Do ("Py(M)) = "®ody (M) (car ® et ®4 vérifient la propriété P). Donc :

[P o ® 4 vérifie la propriété P

1 0 0 0 1
in (0 0 0
On avuque Mg (®) = 8 (sj?ﬁ ((g; _3101(138( ()9) o | etaue Mp (Pa) = 0
0 0 0 € 0
D’ou :

1 00 0

010 O

M (Po®a)=| 9 o 1 0

0 00 —¢

0 0 0
cos(0) sin(d) O
sin () —cos(f) 0

0 0 —1

b. 'U=U,"V =V, 'Ey = E3 car UV, E3 € Sy. '"E; = —E4 (E, est antisymétrique).

La matrice de la transposition dans B est donc :

10

O g

0
0
1
0

DO O
O

—1

Donc ® o @4 est soit Idyy,, soit la transposition, mais :

(1 1IN0 1y /101 00_10t

(1 1) (0 0>—(1 1)(1 0)—(1 o)e
t

%)(8 (1]>> - (8 %) = ((1] (1]) Donc la transposition
d

ne vérifie pas P. D’ou

1 0 0 0 1 0 0
~ | 0 cos(#) —sin(f) 0 | 0 cos(f) sin(0)
IV.C.5. Onavuque Mg (®) = 0 sin(8) +cos(d) 0 et que Mp (P4) = 0 sin() —cos(8)
0 0 0 € 0 0 0
Donc :
1 0 0 0 1 0 0 0
[ 0 cos(20) +sin(20) O | 0 cos(20) +sin(20) 0
Mg (Po®a)=| ¢ g, (20) —cos(20) 0O Mg (®o®a)=| o gy, (20) —cos(20) 0
0 0 0 —€ 0 0 0 —€
1 0 0 0
Posons B = v/2(cos (0) V + sin (0) E3) ; alors Mg (®g) = 8 g?ﬁ (%g)) jig; ((3?) 8
0 0 0 —1
—sie=—1, Pody =todp (ou t désigne la transposition) ce qui montre :

®odyo0ds =1t : impossible, car t ne vérifie pas P.
—donce=1let Pody=>dg & & =>Pg0P,4. On a montré :

cos (6)
sin (0)

O =>Ppo0dy avecB:B:ﬂ(cos(@)V—i—sin(@)Eg):(

)
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