CCP 2002. Filicre MP. MATHEMATIQUES 1.
Corrigé de JL. Lamard (jean-louis.lamard@prepas.org)

Généralités et exemples.

n

1. Sile produit infini [] w, converge alors P, f € R* et donc u,, = — 1. O
n>0 n—+00 P,_1 n—+c

2. a. Soit (uy) une suite de réels non nuls convergeant vers 1. En écrivant le définition de la limite avec € = 3
a T 1
il vient qu’il existe ng tel que u,, > 3 pour n = ng. O

n()—l

2. b. Notons C = [] up. Il vient que C' est une constante non nulle (puisqu’aucun terme de la suite (u,) n’est nul
p=0

par hypothese) et que H u, =C H up pour n = ng ce qui prouve que les produits infinis [] w, et [] wu, sont
p=0 p=no n>0 n=ngo
de méme nature. [

3. Dans toute cette question on peut envisager la suite (Inu,,) puisque (u,) est une suite de réels strictement positifs.

3. a. La suite (P,) est une suite de réels strictement positifs et donc, par caractérisation séquentielle de la continuité
du logarithme dans un sens et de ’exponentielle dans ’autre, elle converge vers un réel £ non nul si et seulement
si la suite (In P,,) converge vers le réel In £.

En d’autres termes si un > 0 alors le produit infini ] u, converge si et seulement si la série Y Inu, converge et
—+oo —+oo
alors Z Inwu, =In H Un, et [ u,= exp( > 1nun). O
n=0 n=0 n=0

2. b. ¢ Comme 14w, > 01il découle de 3.a que [[(1+ u,) converge si et seulement si la série Y In(1+ u,) converge.
e Si cette série converge alors son terme général tend vers 0 donc w,, tend vers 0 et donc In(1 + uy,) ~ u, > 0 ce
qui prouve que la série > u, converge (séries a termes positifs équivalents).

e Réciproquement si la série > u, converge alors son terme général tend vers 0 donc u, ~ In(1 4 u,) > 0 ce qui
prouve de la méme manieére que la série > In(1 4 u,) converge.

En conclusion si u, > 0 alors le produit infini [](1 + uy) converge si et seulement si la série Y u,, converge. O

3. c. Lorsque 0 < u, < 1 alors 1 — u, > 0 et par exactement la méme démonstration que ci-dessus (sauf qu’on a
affaire & des séries a termes négatifs donc de signe fixe -et donc la regle des équivalents est encore valable-) on
prouve que le produit infini [[(1 — u,) converge si et seulement si la série Y u, converge. O

4. a. [] (1 — %) converge puisque Y 4—12 converge (question 3.c). O
n n

2
4. b. Idem pour JT(1 — %) et x €] — m,7w[\{0}. Pour x = 0 convergence évidente vers 1. Donc finalement
nimw

convergence pour = €] —m,w[. O

4. c. Pour x > 0 on a u, =(1+ E)e_w/" > 0 donc, par la question 3.a, le produit infini []u,, est de méme nature

DEF n
que la série > Inuy,. Or Inw, = Ty In(1+ £) = O(%) Donc le produit infini converge. O
n n n
1 - 1 . o 1 Tok+1
5. a. Comme — > 0, la série > — est de méme nature que le produit infini [[(1 + —). Or P, = —— =" +1
n n n Ke1
donc il y a divergence. [
5. b. Pourp>2ona Z = 1 T = Ll (série géométrique). O
P

5. c. D’apres la question 3.c la série ) L est de méme nature que le produit infini []J(1 — i) =11 Pn— -

pn Pn
1 N +too 1 N M 1
Or, d’apres 5.b, — = [] = H ( > ) > 11 ( > —k) SN,m pour tout entier M.
Uy n=ipn— 1 k=0 Ph/ " n=1 \i=o Py / e

Or Sy, est clairement la somme des inverses des entiers dont la décomposition en facteurs premiers fait intervenir
uniquement les N premiers nombres premiers et en outre & une puissance inférieure ou égale a M.
En faisant tendre M vers +oo, il vient que Ily est supérieur ou égal a la somme des inverses des entiers dont

. .. o . . . oo 1 BN
la décomposition ne fait intervenir que les N premiers nombres premiers. Donc a fortiori e > > — et comme
N k=1

1
pN — 400 et que la série harmonique diverge, il vient que =— — +o00.
N—+o00 HN N—+o00
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Ainsi Iy v 0 i.e. le produit infini diverge. Donc :
— 400

La série des inverses des nombres premiers diverge. [
Développement eulérien du sinus et formule de Wallis.

6. Commencons par remarquer que comme cos(—am) = cos(am) la definition de f, par sa restriction a [—m, 7] fermé
et par 2m-périodicité a bien un sens.
fo est clairement continue et de classe C! par morceaux sur R (discontinuités de premiere espece de f/, en les
multiples de 7). Donc la série de Fourier de f, converge normalement sur R vers f,.

Comme f, est clairement paire, tous les b, sont nuls et il vient pour tout entier n :

an =2 < folt),cos(nt) >= %/2 fa(t)cos(nt)dt = %/0” cos(at) cos(nt) d ¢
i —1)"sin(ar 1 1 2asin(am
:l/o (cos(a+n)t)+Cos((a—n)t))dt:( )" sin( )( + ):(—)"#

™ ™ a+n a-—-n m(a? —n?)
| S ——
car a¢Z

2 _p2

Ainsi f, (1) = Som) (1 = +2a Z( 1" M) VteR VadZ (1). O
T
REMARQUE : on retrouve blen la convergence normale de la série ed Fourier sur R.
1 2a0 T 1

En appliquant (1) en ¢ = 7 en particulier, on obtient cotan(ma) = — —|— = > 5
T oaz1a?—n

VagZ (2). O

7. a. Comme z €]0, [, g est continue sur |0, z] et au voisinage de 0 on a :

271'
11—8(( 3)) 1 1 iggﬂi = %(1 +0(t%)) (1+0?)) = %(1 +O0(t?) = % + O(t) ce qui prouve que g est
O

bien continue sur [0, z].

Comme z €]0,7[ on a /: g(t)dt =1In(sinx) — In(z) — (ln(sin g)—1In 5).

cotant =

Or In(sing) —Ine =1In sme | 0. Donc / g(t)dt=1In e
0

£ a—»O

O

T

. t .
7. b. Pour 0 < ¢t <z < 7 on peut écrire t = am avec « = — € Z et la formule (2) fournit alors :
T

soit g(t) = 2t Z . En t = 0 la série converge (Riemann) donc le membre
=1 2n2

de droite a un sens et vaut 0 = g(0). Ainsi ’égalité est encore vraie en t = 0.
+oo

En conclusion ¢(t) =2t > 152_% vVt e [0,2] (3). O
n=1 n-m

2

7. ¢ Posons up(z) =1— % pour z €]0,7[. On sait par la question 4.b que le produit infini [] u,(x) converge et
nimw
+oo oo
d’apres la remarque de la question 3a, comme u,(z) > 0, on a ln [[ u,(z) = Y Inu,(z).
n=1 n=
gy sin @ too *
11 suffit donc de prouver que Y Inu,(x) =1In pour conclure i.e. Y Inu,(z) = / g(t)dt d’apres 7.a.
n=1 n=1 0
+oo 2
Or pour t € [0,z] on a g(t) = Y, PER—— et cette série converge normalement sur [0, z] car :
n=1 —n-m
2t ’ 2t 27 2
< = our n = 2.
’tQ —n?r? n?r? -2 " nlrt -2 (n? - 1)« P -
w = 72 +
On peut donc intégrer terme a terme et / g(t)dt = Z [ln |t2 —n’r } Z In ( pe 2) = Z Unp ()
0 n=1 ™ —
too z? sin
Ainsi (1——) = Vz €]0,n]. O
ngl n2m? x 10,7
2
On en déduit sinx = z [] (1 - %) pour x €]0,7[. Cette égalité est encore clairement vraie en 0 (le produit
=1 nimw
" “+o0 ZC2
infini converge bien). Egalement sur | — , 0] par parité. Finalement sinz = z [] ( ﬁ) Ve el —m,awl. O
n=1 n-mw

- s . oo 1 2
8. En particulier pour z = — on obtient [] (1 — —) ==. O
2 ne=1 4n? ™
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Formule de Weierstrass et constante d’Euler.

9. a. Notons ¢ : (z,t) — e ‘* et o, 1 t — @(,t).
Pour tout réel = , la fonction ¢, est continue donc localement intégrable sur ]0, +oo[ et intégrable en +oo car

o (t) = o(t%). Au voisinage de 07 on a ¢, (t) ~ t*~1 > 0 donc, par la régle des équivalents pour les intégrales de

fonctions positives, o, est intégrable en 07 si et seulement si z > 0.
En conclusion le domaine de définition de la fonction I" est ]0, +oo[. O

9. b. T(1)=1. O
REMARQUE : par intégration par parties on obtient plus généralement I'(n) = (n — 1)! pour tout entier n > 0.

9. ¢ Pour montrer que I est de classe C* sur ]0, +o0[ et dérivalble sous le signe intégral, il suffit de prouver que :
1/ Pour tout = > 0 la fonction ¢, est intégrable sur ]0, +o0.

2/ gﬁ(x,t) est défine sur |0, +00[x]0, +00].
xXr

3/ Pour tout ¢ > 0 la fonction x — %(z, t) est continue sur |0, 4o0].
x

4/ Pour tout « > 0 la fonction ¢ — %(m, t) est continue par morceaux sur |0, +0o0.
x
5/ La fonction (z,t) — %(x, t) est localement dominée en x par une fonction intégrable sur ]0, +o0|.

ox

La premicre propriété a été établie en a. et les propriétés 2, 3 et 4 sont claires avec %(,T, t) =1Int x ¢(z,1).

ox

Soit désormais un segment K = [a,b] quelconque inclus dans |0, +oo[. Alors pour (x,t) € Kx]0,+oo] on a

‘%(m, t)‘ <Y (t) avec Y (t) = Int.e”t .t pour ¢ €]0,1] et i (t) = Int.e t.t*"! pour ¢ > 1.
T

Cette fonction ¢ est continue par morceaux (et méme continue) et intégrable sur |0, +o0o[ car dominée par el au
voisinage de +0o par croissances comparées et équivalente en 07 & Int.t4~! de signe fixe (négatif) et intégrable en

. . 1 . o e
0 car elle-méme dominée par e avec 1 —a < ¢ < 1. Ce qui prouve que la propriété 4 est satisfaite.

—+oo
En conclusion I est de classe C! sur |0, +oo[ et I'(¢) = / Inte tttdt. O
0 .
REMARQUE : par itération claire on prouve que v est de classe C*® et que I'"™)(z) = / (Int)".e t.t* 1 dt.
0

10.a. Commengons par remarquer les fonction f,, sont continues sur |0, +oo|.
On sait que par concavité de la fonction logarithme on a In(1 + z) < z pour tout > —1 donc que In(1 —y) < —y

n
pour tout y < 1. Donc (1— E) = exp (n In (1— E)) < e~ pour t €]0, n[ par croissance de la fonction exponentielle.
n n

Cette inégalité est encore vraie pour t =n car 0 < e™ ™.

Il en découle que f,(t) < e pour tout n > 1 et tout ¢ €]0, +oo. O

t

10.b. Remarquons que la suite (f,,) converge simplement sur |0, +oo[ vers la fonction ¢ — e~* car, pour ¢ fixé, on a

n

fult) = (1 - 3) pour n assez grand (en fait n > ¢).
n

Il en découle que la suite (g,) définie par g,(t) = f,(t)t*"1 ot x est un réel strictement positif fixé converge
simplement sur R vers ¢, (t).
Ainsi la suite de fonctions (gn(t)) est une suite de fonctions continues qui converge simplement sur 0, +o00[ vers la
fonction continue ¢, (t). En outre cette suite est dominée par la fonction intégrable ¢, (t) elle-méme d’apres le a.
et le fait que t*~! > 0. Le théoréme de la convergence dominée prouve alors que :
—+o0 n t\n —+o0

/ gn(t)dt:/ (1——) At ——— po(t)dt =T(z) Vo>0. O

0 0 0

n n—-+o0o

1l.a. Soit x fixé dans ]0,+oo[. La fonction u —— (1 — u)™ est de classe C! sur [0,1] et u — u®"! continue sur

]0,1]. On peut donc intégrer par parties sur [, 1]. Un calcul facile suivi d’un passage a la limite prouve alors que
I,(z) = z n—1(x+1) Vx>0 VYn>=1. O
x

n! n!

x(:z:+1)...(:c—|—n—1)lo(x+n): r(x+1)...(x+n) H

11.b. Une itération évidente fournit alors I,,(z) =
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n t n
11.c. Par changement de variable il vient / (1 — —) 471 dt = n®I,(z). Tl résulte alors des questions 10.b et 11.c
0 n

nln®

queI'(z) = lim ——— Ve >0. O
k=0
12.a. Soit z fixé dans 0, 1[. La formule de Gauss s’écrit aussi B x 1 ( )
I(x) nﬂ+oo nt po k
n+1
1 1 (k) \
Comme 0 <z <lonal—x>0etdonc m :ngr}rlooknlliw = (n—i—l—:c).nl_m.k];[l (1_E)'
2 —
donc m =z nEIJIrlOO n +:L X H (1 — —) Comme % tend vers 1, cela prouve la convergence

2
du produit infini et que =z H (1 - —2) Ve €]0,1]. O

L
L(z)l(1 —x)

+oo 2
12.b. La formule de la question 7.c s’écrit également sin e = wa [] (1 - x—Q) Vo e] —1,1].
n=1 n
D’ou la formule des compléments I'(z)['(1 — z) = vr €]0,1[. O

sinmwx

—+o0
1.1
12.c. Le C! difféormorphisme ¢ — v/t = u de |0, +oo[ sur lui-me montre que / e du= ir(i)
0

ﬁ

+oo
Or la formule des compléments montre que F( ) = /7. Donc / e du = 5 O
0

1 1

13.b. v, =1— > wup. O
k=2

14. On a vu que ) = xngr}rloo niwkl;ll (1 + %) = Ingr}rloown(:z:)

Orun(e) = = I (143 ) = e w0z 1 (1 1) e 01 (14 3 )e "
k=1 k k=1 k k

k=1

n
Par ailleurs on sait (question 4.c) que le produit infini [] (1 + E)e_””/ k converge et que la suite (vn,) converge vers

k=1
~v donc que e~ "% tend vers e7* par continuité de I’exponentielle. Il en résulte la formule de Weierstrass :
1 +oo T
—— =xe® (1—}——)@_”’C Ve >0. O
) U

15.a. D’apres la question 3 et sa remarque, la formule de Weierstrass permet d’écrire :

In (F(z)) =—lnz —yr— :z::j (ln (1+ %) - %) = —lnx —yx — kzz:lun(x) =—Ilnz—~yx—S(z) (1).

Or les fonction u,(z) sont de classe C! sur |0, +oo[, la série > u,(x) y converge simplement et la série dérivée

-3 m converge localement normalement sur ]0, +o00[ car k(k:x—l— 2 ‘ < k(k:l;— m ~ % pour tout z € [a, b]
avec 0 < a < b. Cela prouve que la fonction S est de classe C* sur ]0, +o00[ et qu'on peut dériver terme & terme de
+oo
sorte que S'z) = — ) ﬁ Vz €]0, +o0l.
. . ’ 1 N eps d FI((E)
Par ailleurs la fonction I' étant de classe C* et a valeurs positives on a 1z In (F(x)) = T(z)"
x x
En dérivant la relation (1) ci-dessus , il vient alors (2) 1 v+ Jrzo:o Ve >0. O
’ I(@) = k=1 k(k + )
+oo 1
15.b. En particulier pour z = 1 on obtient I'(1) = -1 — v+ >, ———
=1 k(k+1
Or _t 11 de sorte que par télescopage (en prenant une somme partielle) Jrzo:o _ 1 et
kk+1) &k  k+1 qanep bage ten b P Ek+1)

+oo +oo
') = / e 'Intdt (Cf question 9.c). Donc / e tlntdt=—v. O
0 0

FIN
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