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EXERCICE

Q1. X ~G(p) pel0,1], X (Q) = N* pour tout k dans N* , P(X = k) = p.¢" P avec g =1 —p.
Soit t € [-1,1]

Gx(t) = E(tY)

+oo
= ) t"P(X =k)
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+oo
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C l—gt
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OnaE(X)=G%x(1) = P
1
Q2. Le nombre de codes possible est 10* donc la probabilité de tomber sur le bon code est 10
Q3. L’expérience est assimilée & un tirage sans remise . Le nombre maximal de tirages est 10* donc

X () = [1,10%] .
Soit Ay I’événement : " M. Toutlemonde obtient le bon code au k ieme essai " , on alors

(X =k =A1N..NA_1NA (1)
la formule des probabilités composées donne
P (X = k') =P (A71) X PAil (A72) X PIQTZ (A73) e X PIQ..QH (Ak—l) X Pxﬂ..ﬂm (Ak) (2)

et on a :

1 10%—i .
0771 — Toiqg Powr2<i<k-—1.

1
AiN.NAp_1 (Ar) = Ty

Ainsi
_ 7y 10*—1 , 10%*-2 10*—k+1 1 _ 1
P(X =k) =T 107—1 % X T07—kt2 X T0i—k+1 — 107
104 +1
X suit la loi uniforme sur [1,10] et E(X) = 2+ .
Q4. L’expérience est assimilée & un tirage avec remise , donc X (2) = N*.

On conserve les notations de Q3 , cette fois on a

. P(A) =1

o P— (E):l—ﬁpourQﬁigk—l.

AN.NA;_;

_ 1
® P,Tm..mAk,l (Ak) = 107



Ainsi -
1 1 -

1
X suit une loi géometrique de parametre —— et E(X) = 10%.

104

Q5. Informatique Pour Tous.
code = 4714
n = int(input(’Taper un code & 4 chiffres : ’))
# La partie & compléter
k=1
while n!=code :

n = int(input(’Taper un code a 4 chiffres : ’))

k+=1
# Fin de la partie

print (’Vous avez trouvé le code en ’+str(k)+’ essais.’)

Q6. Informatique Pour Tous.

def crypte(m):

return [(x+5)%10 for x in m]

PROBLEME - Intégrales de Fresnel

Partie I - Intégrales fonctions de leur borne

Soit H(x) :/ eit’ dt.
0
2

Qr. La fonction f : ¢ — ¢/ est de classe C*° sur R donc H Dest aussi et H'(z) = €'
Qs8. On a

H est impaire
Q9. t — et est développable en série entiére au voisinage de 0 donc t — et” Test aussi et

+oo /. n
ezt2 — Z (Z)| t2n Vi e R
n.

n=0
Soit « € R, sur le segment [0, z] on peut intégrer , terme a terme, cette série entiere , ce qui donne :
RUEE S O L
@=> 5 Cnt )"

n=0

Q1o. Si z > 0, on fait le changement u = t? , on obtient :




Q11. Soit > 472, on a :

une intégration par par parties donne

. 2 i 2
e i [T . -1
H(zx)— H(V2 = |—i — w——d
(e) ~ Hv2n) [ Z2\/5}0 +2/27r “our ™
_ iff“ﬂll/”” e
B 20 221 4 Jor wE

1 i
= —5 donc la fonction u — —5 est intégrable sur [27, +o00[ , par conséquent I'intégrale
u?2 U2

U

3

u?2

Q12. On a

+oo iu T +

e e N sz PSR it?

—5-du converge , de plus — 0, d’ou la convergence de l'intégrale généralisée e dt .
or U2 2r z—+oo 0

Q13. Informatique Pour Tous.

def I(f,a,b,n):
(b-a)/n # le pas
S =0
for i in range(n):
S += f(ati*h) # xi = atih

=2
1

return S * h

Q14. Informatique Pour Tous.

from math import exp, sqrt

def H(x,n):
f = lambda u : exp(lj*u**2)/sqrt(u) # définition de la fonction f(u)
return I(f,0,x**2,n) / 2

Partie II - Calcul des intégrales de Fresnel

“+ o0 6712(15271' 67932(#77;)
Q15.  Soit (z,{) € R?, ’e_IQ(tQ_i) =7 ot |2 —i| = VI 15,

Qie. Nous avons pour (z,t) € R?

—z?¢? 1

F@ 0] = S < Sz = o0

1
¢(t) < -5 donc elle est intégrable sur les intervalles [1, +oo[ et sur |—oc, 1] ce qui prouve qu’ elle est intégrable
sur R , par suite t — f(x,t) est intégrable sur R , par suite g est définie sur R .
De plus (z,t) — f(x,t) est continue sur R?, elle est dominé par ¢ , qui est continue et intégrable, donc g est

continue sur R.

Q17. Soit (), une suite qui tend vers +o0o. Posons f,, : t = f(xn,t) .
2,2
e*wnt
Pour tout t € R on a |f,(t)| = Wi e 0 donc (fy,) converge simplement vers 0 sur R et elle est dominée
_l’_ oo
par ¢ , qui est continue et intégrable sur R, d’apres le théoréme de convergence dominée on a lim g (x,) = 0.

n—-+oo
La fonction g est paire donc lim g¢(—z,)=0.
n—-+oo

D’apreés la caractérisation séquentielle de la limite on a lim g(z) = lim g(x)=0.
r—+00 r——00



( Preuve : Si on suppose que g ne tend pas vers 0 en +oo alors il existe € > 0 tel que pour tout A > 0 il
existe x > A et |g(x)| > € . En particulier pour A =n € N , il existe x,, > n tel que |g(x,)| > € ; absurde car
lim g(z,)=0).

n—-+oo
0 ; 0
Q18. On a f est de classe C! sur R? et a—f(x,t) = —2ge= (Y1) , de plus af(x,t)‘ = 2ze~ "t
x x
0
Soit [a,b] C R** on a a—f(ac,t) < 2be=%"*" = 1)(t) . La fonction v est continue intégrable sur R donc g est de
z
classe C' sur [a,b]. Ceci est valable pou tout [a,b] C R** donc g est de classe C! sur R**, par parité elle I'est
+o0 o
sur R* et ¢'(z) = / 8—f(x7t)dt pour tout  dans R*.
T
— 00
Q19. Soit >0, on a
+oo
g = 2z / e gt
-2 Foo 2
= —2e™ / e~ dt

N N T

Q20. Ona X% —i= (X —¢'%) (X +e€'d) qui donne

1 e ' 1 1
X2—i 2 \X-¢€F X+4eif
Soit @ > 0, on écrit pour tout ¢ :

2
2 1
2 —V2t+1 = (t{) +5

- ;<1+ (\/it—l)Q)

/2 m dt =2 [arctan(\/it - 1)}11

Par passage a la limite sur a on obtient :

“+oo 1
— dt=7V2
/,OO 24+ 2+ 1

Par le changement de variables u = —t on obtient

+o0o 1 +oo 1 \[
— - dt= — — dt=7V2
/_oo 2 —2+1 /_oo 24+ 2t+1

donc

Nous avons

9(0) = /+Oo i

oo B2
+o0 “+o0 o0 too
_ 1-i V2 2t—/2 dt +i dt A2 2t+2 dt +i dt
4 2 ) Ve Lo PPtV2H 2 ) V2 L PPtV2Hl

—+oo —+oo
: o : 2t—2 _ 2t+v/2
Par le changement de variables w = —¢ on obtient K _ Evar cdt = [ v -dt donc

+oo ;
_1=i [ o; dt (40
0 =17 (2 | otm) - 7

Q21. Soit a,x >0, on a

g'(x) = —2y/me'™



En déduire que : .
9(x) — gla) = —2/7 / ¢ dt = ~2/7 (H(z) — H(a))

par continuité de g et H en 0 et H(0) = 0 on obtient

g(z) = g(0)—2y7 x H(x)
(1+4)m
= ——— -2/ x H(z
NG VT x H(x)
On fait tendre z vers +o0o on obtient
- (I +d)r )
0=l g(r)="—"7=-2/mx lim H()
ce qui donne
/+°° git? gy — LT VT
0 2v/2

Par suite

+o00 ) B +oo. ) _ﬁ
/0 Cos(t)dt—/o sm(t)ahf—z\/§

Partie III - Etude d’une série de fonctions

10 e ina
Soit S(z) = nzl e\/ﬁ et fo(x) = e\/ﬁ .
Q22. Soit (an),cn~ st une suite réelle positive décroissante de limite nulle et que (by,),, .y est une suite

bornée. et M > 0 tel que |b,| < M Vn € N. Soit N € N* on a

N N
> an (b —buo1) = Y (an — ani1) by + ang1by — arbo
n=1

n=1

Nous avons ay11by — a1 —J)r abg et pour tout n € N |(an — any1) bn| < M (a, — any1) et
n—-+0o0o

N

(@n —Gpy1) =a1 —ant1 — a1
1 n—-+oo
n—

la série > (an — an41) converge ce qui entraine la convergence absolue de la série Y (a, — ant1) bn.
Ce qui démontre la convergence de la série > ayp, (b — bp—1).
Q23. Soient z €]0,27[ et n € N*. On a :

n ,
Z eik$ _ eiw et —1
k=1 e =1
e
ez e% — e 2
_ ei(n«;l)m Si-n (%)
sin (%)
T ina inx
— e _ e
Q24. S(x) —nzz:l 7 et fulx) = N
n .
Posons pour n > 1 ,a, = ﬁ et b, = > e* ona f,(x) =a, by, —bp_1) .

k=1
(@n),en- €st une suite réelle positive décroissante de limite nulle et

ot



la fonction z — ﬁ n’est pas bornée sur |0, 27| . Fixons = dans |0, 27[ et soit € > 0 tel que , z € Je, 2w — e[ C
1n bl
]0,27[. On a alors sin (%) > sin (5) , par suite |b,| < ﬁ et (bn)nen est bornée , ’apres Q23 la série > f,(x)
1mn 3
converge , ainsi la série > f,, converge simplement sur |0, 27|, ce qui prouve que S est définie sur ]0, 27| .

Q25. On asi ke N* et z €]0,27] :

dt

3 -

ekt _ ik k+1 eitT
/k 4k>

donc pour tout N >0

N cilk+l)a _ jike N+1 itz Noq
; ik _1gﬁﬁ§;%%“)
La série Y L converge et f) L < ISl L =C. Remarquons que
4k2 LT AkD T ST 4R2
N ilk+l)z _ gike N pilk+1)a ik
Pt m\/E B ; zx\/E _kfl zx\/E
el _ 1 N ik
- i ; izVk

Par passage a la limite sur N dans la relation (*) on obtient :

elts

eix -1 +oo itz
- SJ;—/ dt| < C pour tout z € 10,27
s - [ al<c 0.2
Q26. Par le changement de variable v = tx on obtient :
+oo iu
I(x) :/I f/adu
Nous avons H(z) = 1 [ i/a du. = [ ¢ dt donc

Q27. On a

e’ —1 sinx .cosx —1
- = —1 — 1
T T T z—0+

De la question Q25 on a

— 1\/55'(z) —I(z)| < v/xC pour tout = € ]0, 27|
ix
donc ] ( )\
¢iv — 1 N

ce qui donne

et

FIN



