CENTRALE TSI 2011 — MATH 1 — CORRIGE

I - Existence et unicité de la solution du systéme (1)
I.A- Unicité
LA.1) .
a) I est un intervalle contenant R . S’il contient x, il contient tous les y > z et donc « +n ou n > 0.
b) Par récurrence en utilisant : f(x +n)+ f(a+n+1)=px+n)=glx+n)+glx+n+1).
I.A.2) En passant la relation précédente & la limite lorsque n — 400, on obtient : f(z) = g(z) + 0
I.B- Existence
L.B.1) On applique le CSSA : la suite (@(x+k)), converge vers 0 en décroissant donc la série Z(—l)kgo(x—i—k)

keN
converge.
I.B.2) .
—+o0 —+o0
o) fle+1) =Y (Dol +1+k) ==Y (-1 o+ (k+1) = —(f(2) - p(x))
k=0 k=0

b) f(x)— o(z) est le reste d’ordre 1 de la série. D’aprés CSSA, ce reste a le signe de (—1)" et est majoré
en valeur absolue par u; = p(z + 1).

¢) Le théoréme des gendarmes permet de conclure que lir}rl f(x) = 0 et donc que f est solution du
xr—r+00

systéme (1).

II - Premier exemple

II.A- Etude d’une application linéaire
IT.A.1) La linéarité de 6 provient de celle de la substitution X := X + 1.

1 1 1
ILA.2) SiP=aX"+... alors (P)=—(a(X+1)"+...) +aX"+-- = (_+1)aX"+... et —+1#0.
e e e

IT.A.3) Si 6(P) =0 alors P = 0 d’aprés ce qui précede, et donc 6 est injective.
IT.A.4) D’aprés I1.A.2), R,,[X] est stable par 6 et donc 6,, est bien un endomorphisme de R,,[X].

II.A.5) ker6, =ker NR,[X] = {0} donc 6, est injectif.
Puisque R, [X] est de dimension finie, #,, est un isomorphisme.

I1.A.6) 0, étant surjectif, VQ € R, [X], 3P € R,[X], 0,(P) = Q.
I1.A.7) Soit P = 0,'(Q). Pour f(x) = P(z) exp(—x), on a bien : f(z41)+f(z) = (éP(a@ +1)+ P(m)) exp(—z) =
Q(z) exp(—x).

De plus, par le théoréme des croissances comparées, lir}rl P(z)exp(—z) = 0.
r—r+00

I1.B- Exzemple
II.B.1) .

1
a) En dérivant la relation X" = =P, (X +1)+ P,(X), on obtient nX" ™! = =P/ (X +1)+P,(X) = 0,(P.).
e
Ainsi, 0,,(P)) = nb,(Pn—1) = 0,(nP,_1) et comme 0, est injective, P, = nP,_;.

|
b) Par une récurrence facile, P¥) = n(n —1)...(n —k+1)P,_; = ﬁPn,k.
n—k)!

I1.B.2) La formule de Taylor pour les polynomes appliquée & P, entre X et X + 1 fournit : P, (X + 1) =

n (k) n n! " /n

k=0

o |
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II.LB.3) On a: P (X + 1) = eX™ — eP,(X) donc eX™ — eP,(X) = P, (X) + i (n)Pnk(X) et P(X) =

k
- Jlr - <eX” - i <Z> Pnk(X)>.

k=1
k=1

I1.B.4) P(0,x):=e/(e+1);
Pour k variant de 1 a n, faire
P:=P(0,x)
Pour i variant de 1 a k-1, faire :
P:= P+binomial (k,i)*P(k-1i,x)
P(k,x) :=(exx"n-P)/(e+1)

III - Deuxiéme exemple

III.A- Ecriture intégrale de la solution

x

TILA.1) ¢ —
141t

est continue sur ]0,1];

X

En0:0<

1
it qui est intégrable sur |0, 1] (exemple de Riemann avec —x < 1).

1 1
vt +1)

II1.A.2 1 = — 2 dt = t* dt = .
)t fe = [ HE e | —

t* 1

3 < #* qui s’intégre sur [0,1] en : 0 < f(z) < el
ITI.A.4) On déduit de la question précédente avec le théoréme des gendarmes que 1irJ1rr1 f(z) = 0 et avec la

Tr—r+00

ILA.3) Vi € [0,1], 0 <

question IT1.A.2) que f est la solution du systéme (1).
ITI1.B- Calcul de quelques valeurs et équivalents
ITI.B.1) C’est la question I.B.2).

X (~1)kH? Lo
I11.B.2) P =0: —_— = = —— =1In2.
) Pour x =0 321 ? f(0) T n
oo k oo k—n—1
o -y (=1)"  k=htnt1 3 (-1)
III.B.3) D apres IIIB].), f(n) = m = T
k=0 k=n+1
I11.B.4) .
+o00 (7 )k
a) CSSA encore une fois : ,;,0 T est le reste d’ordre N de la série alternée : |[Ry(z)| < uy41 =
1
N+1 1) =
Plet WD+ =5
1 1
< N>~—z-2
) r+N+2 — St € v

f(x):=-1/(x+1);
Pour k variant de 1 & E(1/epsilon-x-2), faire :
f(x) :=f (x)+(-1)"k/ (x+k+1)
¢) 0,2< f(1,5) < 0,3.

t* tY

IT1.B.5) Pour z < y, Vt € [0, 1], 1 > 1 ce qui fournit en intégrant cette inégalité sur [0, 1] et en utilisant
Pexpression intégrale de f : f(z) > f(y).

ITI.B.6) f étant décroissante, on déduit que 2f(z+ 1) < f(x + 1) + f(x) < 2f(x)

e
1 1 1
1‘—“. Donc f(.’L') Z m et f(ZC + 1) S m, soit encore f(ZC) S

: ?rf(z)+f(w+ 1) = ¢(x) =
5
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2x 1

III.B.7) On a: ST <2zf(x) <1 donc (gendarmes) Zgrﬁm 2zf(z) = 1. On en déduit que f(z) ol o
+oo (7 )k 1
D’aprés IILB.3), f(n) = (—1)"*! Z et d’aprés ce qui précede, f(n) ~ o On en déduit que
n
k=n+1
f (71)k (71>n+1
k' notoo  2n
k=n+1
+oo (71)k
ITI.B.8) Reprenons : Z = (—=1)"*! f(n) et la suite (f(n)) décroit et converge vers 0. Donc (CSSA)
k=n+1

cette série converge.
Question piége : on ne peut pas utiliser ’équivalent trouvé pécédemment !

II1.C- Etude de la fonction f

t
III.C.1) VvVt € [0,1
e

est continue sur [ ;

HDL : Pour [a,b] C] — 1,+00], Yz € [a,b], ’ qui est intégrable sur ]0,1] (¢f TIL.A.1) et

IIL.B.5))

z’ ta

<
14¢ 14¢

On en déduit avec le théoréme de continuité sous le signe / que f est continue sur I.

ITI1.C.2) f(x)=¢(z)— f(x+1).Or Ilinllf(x+1) = f(0) (f continue en 0) donc Ilinllf(x) =+tooet f(z) ~

z——1
1

r+1
IT1.C.3) .

a) t+— t*(Int)* est continue sur ]0,1];

o « 1
En 0 : |tm(lnt)k| =t .t Int|* =o ( — ) : intégrable sur ]0, 1] par comparaison & ’exemple
—— t=

—0 car IT“ >0

1 _
de Riemann ( 5 x < 1).

u=(nt)k, o = E(lnﬁ)k*1 1 1 k 1
b) TPP : t ;/ t*(Int)k dt = { t””“(lnt)k} - / t*(Int)k=1 at
v =1t v=——t*F! e r+1 e r+1/e
) I;C‘i’ 1
donc (¢ = 0) Iy(z) = e 1Ik_1(x).
£ e K K k!
On en déduit que Ik(.’L') = (_1) m[@(fl]) = (—1) W

II1.C.4) .
a) ok (-, x) est continue sur 0,1];
En 0 : |k (t,2)| ~ t* Int|" intégrable sur ]0,1] (cf II1.C.3)a))
Par comparaison, ¢y, est intégrable sur ]0, 1].
¢ "
b) Notons ) : (t,z) — it Y(t,-) est de classe C*™ sur [ et a—f = @y, : intégrable sur |0, 1].
x

HDL : Pour [a,b] C] — 1, 4+o00], Yz € [a,b], |¢r(t,z)| < |pr(t,a)| qui est intégrable sur ]0, 1]

On en déduit avec le théoréme de dérivation sous le signe / que f est de classe C* sur [ et que

1 k
Int)

k 1, f® :/ (—t””dt
VkeN,Veel, [fW%(x) Tri

IIL.C.5) .
1 k 1
. k |1I1t| - k oz k'
a) Puisque In < 0 sur ]0, 1], f( )(x)‘ :/0 —1+tt dtg/o lnt|" ¢ dt:|Ik(90)|:7(1_i_$)k_|r1 zH—>+OOO
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veel, fO@4+1)+ f®a)=p®(2)=

b) Notons que f*) vérifie le systéme (1) : (x4 1)k+1
lim f®(z)=0
Tr—r+0o0
e (1) " \
Notons g : z — (—1) k:!z CETEE)=E g vérifie le systéme (1;), en effet :
T
+oo 1 +oo i +oo i +oo
(=1’ (=’ k (1) |
+g(z4+1) = (=1)FK! —_— , = (—1)"K! —
1

)R
( ) (1' + 1)k+1

k!
D’autre part, encore par le CSSA, |g(z)| < ———— — 0

( —+ 1)k+1 T—+o00
D’aprés I'unicité vue en 1.A.2), f = g.

I11.C.6) .
a) hétant paire, Vn € N*, b, =0et a, = — tcos(nt) dt = —~—5— = —4 " o1’
= n—
TJo —on T2k +1)2
™
apg = 5

h est clairement de classe C' par morceaux et continue donc, d’aprés le théoréme de Dirichlet, Vz € R,

T 4 =cos((2k+ 1)z
__;ZM

h(z) est la somme de sa série de Fourier en z : h(x) =

2 = (2k+1)?
b) On applique la formule précédente en = = 0.
+oo (_1)k
¢) Dapres TILC.5)b), f/(0) = = =5
k=1
+oo 1 +oo 1 oo 1 )
S = k714_k:2727(2k+ )2 =5,—5;. NotonsT = ; i =5+5;.0nas, = Tdonc Sp = 351'-
1 27 2
déduit =(=-1)S=-=—=—-"—=7(0).
On en déduit que S <3 )S 23 T £(0)
II1.C.7) .
II1.C.8) .

1+t
déduit que—/ [Int|" dt < f(”) /|lnt| dt.

a) D’apres I11.C.4)b), £ (0) = / (nt)" dt. Puisque In < 0 sur ]0, 1], 1
0

(”)(0)’ :/ o " dt. On en
0

Par ailleurs, / [Int|" dt = |I,(0)] = n!

f(" ( ) (0

< 1 donc la suite

b)2

Avec le lemme d’Abel, on en déduit que R=1.

)r”) est bornée < |r| < 1.
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