
Centrale TSI 2011 � Math 1 � CorrigéI - Existen
e et uni
ité de la solution du système (1)I.A- Uni
itéI.A.1) .a) I est un intervalle 
ontenant R+. S'il 
ontient x, il 
ontient tous les y ≥ x et don
 x+ n où n ≥ 0.b) Par ré
urren
e en utilisant : f(x+ n) + f(x+ n+ 1) = ϕ(x + n) = g(x+ n) + g(x+ n+ 1).I.A.2) En passant la relation pré
édente à la limite lorsque n→ +∞, on obtient : f(x) = g(x) + 0I.B- Existen
eI.B.1) On applique le CSSA : la suite (ϕ(x+k))
k

onverge vers 0 en dé
roissant don
 la série∑

k∈N

(−1)kϕ(x+k)
onverge.I.B.2) .a) f(x+ 1) =

+∞∑

k=0

(−1)kϕ(x + 1 + k) = −

+∞∑

k=0

(−1)k+1ϕ(x + (k + 1)) = −
(
f(x)− ϕ(x)

)b) f(x)− ϕ(x) est le reste d'ordre 1 de la série. D'après CSSA, 
e reste a le signe de (−1)1 et est majoréen valeur absolue par u1 = ϕ(x + 1).
) Le théorème des gendarmes permet de 
on
lure que lim
x→+∞

f(x) = 0 et don
 que f est solution dusystème (1).II - Premier exempleII.A- Étude d'une appli
ation linéaireII.A.1) La linéarité de θ provient de 
elle de la substitution X := X + 1.II.A.2) Si P = aXn + . . . , alors θ(P ) = 1

e

(
a(X + 1)n + . . .

)
+ aXn + · · · =

(
1

e
+ 1

)

aXn + . . . et 1

e
+ 1 6= 0.II.A.3) Si θ(P ) = 0 alors P = 0 d'après 
e qui pré
ède, et don
 θ est inje
tive.II.A.4) D'après II.A.2), Rn[X ] est stable par θ et don
 θn est bien un endomorphisme de Rn[X ].II.A.5) ker θn = ker θ ∩ Rn[X ] =

{
0
} don
 θn est inje
tif.Puisque Rn[X ] est de dimension �nie, θn est un isomorphisme.II.A.6) θn étant surje
tif, ∀Q ∈ Rn[X ], ∃P ∈ Rn[X ], θn(P ) = Q.II.A.7) Soit P = θ−1

n (Q). Pour f(x) = P (x) exp(−x), on a bien : f(x+1)+f(x) =

(
1

e
P (x+ 1) + P (x)

)

exp(−x) =

Q(x) exp(−x).De plus, par le théorème des 
roissan
es 
omparées, lim
x→+∞

P (x) exp(−x) = 0.II.B- ExempleII.B.1) .a) En dérivant la relationXn =
1

e
Pn(X+1)+Pn(X), on obtient nXn−1 =

1

e
P ′

n(X+1)+P ′

n(X) = θn(P
′

n).Ainsi, θn(P ′

n) = nθn(Pn−1) = θn(nPn−1) et 
omme θn est inje
tive, P ′

n = nPn−1.b) Par une ré
urren
e fa
ile, P (k)
n = n(n− 1) . . . (n− k + 1)Pn−k =

n!

(n− k)!
Pn−k.II.B.2) La formule de Taylor pour les polyn�mes appliquée à Pn entre X et X + 1 fournit : Pn(X + 1) =

n∑

k=0

P
(k)
n (X)

k!
(X + 1−X) =

n∑

k=0

n!

k!(n− k)!
Pn−k(X) =

n∑

k=0

(
n

k

)

Pn−k(X).Centrale TSI 2011 Math 1 - Corrigé � Page 1



II.B.3) On a : Pn(X + 1) = eXn − ePn(X) don
 eXn − ePn(X) = Pn(X) +
n∑

k=1

(
n

k

)

Pn−k(X) et Pn(X) =

1

e+ 1

(

eXn −

n∑

k=1

(
n

k

)

Pn−k(X)

).II.B.4) P(0,x):=e/(e+1);Pour k variant de 1 à n, faireP:=P(0,x)Pour i variant de 1 à k-1, faire :P:= P+binomial(k,i)*P(k-i,x)P(k,x):=(e*x^n-P)/(e+1)III - Deuxième exempleIII.A- É
riture intégrale de la solutionIII.A.1) t 7→ tx

1 + t
est 
ontinue sur ]0, 1] ;En 0 : 0 ≤
tx

1 + t
∼

1

t−x
qui est intégrable sur ]0, 1] (exemple de Riemann ave
 −x < 1).III.A.2) f(x+ 1) + f(x) =

∫ 1

0

tx(t+ 1)

1 + t
dt =

∫ 1

0

tx dt =
1

x+ 1
.III.A.3) ∀t ∈ [0, 1], 0 ≤

tx

1 + t
≤ tx qui s'intègre sur [0, 1] en : 0 ≤ f(x) ≤

1

x+ 1
.III.A.4) On déduit de la question pré
édente ave
 le théorème des gendarmes que lim

x→+∞

f(x) = 0 et ave
 laquestion III.A.2) que f est la solution du système (1).III.B- Cal
ul de quelques valeurs et équivalentsIII.B.1) C'est la question I.B.2).III.B.2) Pour x = 0 : +∞∑

k=1

(−1)k+1

k
= f(0) =

∫ 1

0

dt

1 + t
= ln 2.III.B.3) D'après III.B.1), f(n) = +∞∑

k=0

(−1)k

n+ k + 1

k:=k+n+1
=

+∞∑

k=n+1

(−1)k−n−1

kIII.B.4) .a) CSSA en
ore une fois : +∞∑

k=0

(−1)k

x+ k + 1
est le reste d'ordre N de la série alternée : |RN (x)| ≤ uN+1 =

ϕ(x+ (N + 1) + 1) =
1

x+N + 2
.b) 1

x+N + 2
≤ ε ⇐⇒ N ≥

1

ε
− x− 2f(x):=-1/(x+1);Pour k variant de 1 à E(1/epsilon-x-2), faire :f(x):=f(x)+(-1)^k/(x+k+1)
) 0, 2 ≤ f(1, 5) ≤ 0, 3.III.B.5) Pour x ≤ y, ∀t ∈ [0, 1],

tx

1 + t
≥

ty

1 + t

e qui fournit en intégrant 
ette inégalité sur [0, 1] et en utilisantl'expression intégrale de f : f(x) ≥ f(y).III.B.6) f étant dé
roissante, on déduit que 2f(x+ 1) ≤ f(x+ 1) + f(x) ≤ 2f(x). Orf(x) + f(x+ 1) = ϕ(x) =

1

x+ 1
. Don
 f(x) ≥ 1

2(x+ 1)
et f(x+ 1) ≤

1

2(x+ 1)
, soit en
ore f(x) ≤ 1

2x
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III.B.7) On a : 2x

2x+ 2
≤ 2xf(x) ≤ 1 don
 (gendarmes) lim

x→+∞

2xf(x) = 1. On en déduit que f(x) ∼
x→+∞

1

2x
.D'après III.B.3), f(n) = (−1)n+1

+∞∑

k=n+1

(−1)k

k
et d'après 
e qui pré
ède, f(n) ∼ 1

2n
. On en déduit que

+∞∑

k=n+1

(−1)k

k
∼

n→+∞

(−1)n+1

2n
.III.B.8) Reprenons : +∞∑

k=n+1

(−1)k

k
= (−1)n+1f(n) et la suite (f(n)) dé
roît et 
onverge vers 0. Don
 (CSSA)
ette série 
onverge.Question piège : on ne peut pas utiliser l'équivalent trouvé pé
édemment !III.C- Étude de la fon
tion fIII.C.1) ∀t ∈ [0, 1], x 7→

tx

1 + t
est 
ontinue sur I ;HDL : Pour [a, b] ⊂] − 1,+∞[, ∀x ∈ [a, b],

∣
∣
∣
∣

tx

1 + t

∣
∣
∣
∣
≤

ta

1 + t
qui est intégrable sur ]0, 1] (
f III.A.1) etIII.B.5))On en déduit ave
 le théorème de 
ontinuité sous le signe ∫ que f est 
ontinue sur I.III.C.2) f(x) = ϕ(x)− f(x+1). Or lim

x→−1
f(x+1) = f(0) (f 
ontinue en 0) don
 lim

x→−1
f(x) = +∞ et f(x) ∼

x→−1

1

x+ 1
.III.C.3) .a) t 7→ tx(ln t)k est 
ontinue sur ]0, 1] ;En 0 : ∣∣tx(ln t)k∣∣ = t

x−1

2 · t
x+1

2 |ln t|
k

︸ ︷︷ ︸

→0 
ar x+1

2
>0

= o( 1

t
1−x

2

) : intégrable sur ]0, 1] par 
omparaison à l'exemplede Riemann (1− x

2
< 1

).b) IPP : ∣∣∣∣∣
∣
∣

u = (ln t)k, u′ =
k

t
(ln t)k−1

v′ = tx, v =
1

x+ 1
tx+1

: ∫ 1

ε

tx(ln t)k dt =

[
1

x+ 1
tx+1(ln t)k

]1

ε

−
k

x+ 1

∫ 1

ε

tx(ln t)k−1 dtdon
 (ε→ 0) Ik(x) = −
k

x+ 1
Ik−1(x).On en déduit que Ik(x) = (−1)k

k!

(x+ 1)k
I0(x) = (−1)k

k!

(x+ 1)k+1III.C.4) .a) ϕk(·, x) est 
ontinue sur ]0, 1] ;En 0 : |ϕk(t, x)| ∼ tx |ln t|
k intégrable sur ]0, 1] (
f III.C.3)a))Par 
omparaison, ϕk est intégrable sur ]0, 1].b) Notons ψ : (t, x) 7→

tx

1 + t
. ψ(t, ·) est de 
lasse C∞ sur I et ∂kψ

∂xk
= ϕk : intégrable sur ]0, 1].HDL : Pour [a, b] ⊂]− 1,+∞[, ∀x ∈ [a, b], |ϕk(t, x)| ≤ |ϕk(t, a)| qui est intégrable sur ]0, 1]On en déduit ave
 le théorème de dérivation sous le signe ∫ que f est de 
lasse C∞ sur I et que

∀k ∈ N, ∀x ∈ I, f (k)(x) =

∫ 1

0

(ln t)k

1 + t
tx dtIII.C.5) .a) Puisque ln ≤ 0 sur ]0, 1], ∣∣∣f (k)(x)

∣
∣
∣ =

∫ 1

0

|ln t|k

1 + t
tx dt ≤

∫ 1

0

|ln t|
k
tx dt = |Ik(x)| =

k!

(1 + x)k+1
−→

x→+∞
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b) Notons que f (k) véri�e le système (1k) : 


∀x ∈ I, f (k)(x+ 1) + f (k)(x) = ϕ(k)(x) =
(−1)k!

(x+ 1)k+1

lim
x→+∞

f (k)(x) = 0Notons g : x 7→ (−1)kk!

+∞∑

j=0

(−1)j

(x + j + 1)k+1
. g véri�e le système (1k), en e�et :

g(x)+g(x+1) = (−1)kk!





+∞∑

j=0

(−1)j

(x+ j + 1)k+1
+

+∞∑

j=0

(−1)j

(x+ 1 + j + 1)k+1



 = (−1)kk!





+∞∑

j=0

(−1)j

(x+ j + 1)k+1
−

+∞∑

j=1

(

(x+

(−1)kk!
1

(x + 1)k+1D'autre part, en
ore par le CSSA, |g(x)| ≤ k!

(x+ 1)k+1
−→

x→+∞

0D'après l'uni
ité vue en I.A.2), f = g.III.C.6) .a) h étant paire, ∀n ∈ N
∗, bn = 0 et an =

2

π

∫ π

0

t cos(nt) dt =
2

π

(−1)n − 1

n2
=







0 si n = 2k
−4

π(2k + 1)2
si n = 2k + 1

,
a0 =

π

2
h est 
lairement de 
lasse C1 par mor
eaux et 
ontinue don
, d'après le théorème de Diri
hlet, ∀x ∈ R,
h(x) est la somme de sa série de Fourier en x : h(x) = π

2
−

4

π

∞∑

k=0

cos
(
(2k + 1)x

)

(2k + 1)2b) On applique la formule pré
édente en x = 0.
) D'après III.C.5)b), f ′(0) =

+∞∑

k=1

(−1)k

k2
= S

S =

+∞∑

k=1

1

4k2
−

+∞∑

k=0

1

(2k + 1)2
= Sp−Si. Notons T =

+∞∑

k=1

1

k2
= Sp+Si. On a Sp =

1

4
T don
 Sp =

1

3
Si.On en déduit que S =

(
1

3
− 1

)

Si = −
2

3

π2

8
= −

π2

12
= f ′(0).III.C.7) .

III.C.8) .a) D'après III.C.4)b), f (n)(0) =

∫ 1

0

(ln t)n

1 + t
dt. Puisque ln ≤ 0 sur ]0, 1], ∣∣∣f (n)(0)

∣
∣
∣ =

∫ 1

0

|ln t|
n

1 + t
dt. On endéduit que 1

2

∫ 1

0

|ln t|
n
dt ≤

∣
∣
∣f

(n)(0)
∣
∣
∣ ≤

∫ 1

0

|ln t|
n
dt.Par ailleurs, ∫ 1

0

|ln t|
n
dt = |In(0)| = n!b) 1

2
≤

∣
∣
∣
∣

f (n)(0)

n!

∣
∣
∣
∣
≤ 1 don
 la suite (f (n)(0)

n!
rn
) est bornée ⇐⇒ |r| ≤ 1.Ave
 le lemme d'Abel, on en déduit que R = 1.Centrale TSI 2011 Math 1 - Corrigé � Page 4


