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A Prolongement harmonique.

1. On a f est continue sur le compact T donc elle est bornée sur T , alors il existe
M > 0 tel que ∀z ∈ T, |f(z)| ≤ M.

On a ∀n ∈ Z , |cn| ≤ 1

2π

∫ π

−π
M dt = M

La série entière
∑
n≥1

M zn a pour rayon de convergence 1, donc les séries entières

∑
n≥1

cn zn et
∑
n≥1

c−n zn sont de rayons supérieurs ou égales à 1, puis les séries

∑
n≥1

cn zn et
∑
n≥1

c−n zn sont convergentes sur D ( car |z| = |z| < 1 ).

2. ∀(x, y) ∈
∼
D,

∼
S(x, y) =

+∞∑
n=0

an(x + iy)n

¯ Soit y ∈]− 1, 1[ et Iy =
]
−

√
1− y2,

√
1− y2

[
.

Posons pour tout n ∈ N et pour tout x ∈ Iy fn(x) = an(x + iy)n. On a

• Pour tout n ∈ N, fn est de classe C1 sur Iy et ∀x ∈ Iy, ∀ n ∈ N∗,
f ′n(x) = nan(x + iy)n−1 et f ′0(x) = 0.

• Pour tout x ∈ Iy , on a |x + iy| < 1 donc la série la série
∑
n≥0

fn converge simplement

sur Iy.

• Soit α ∈ Iy tel que α > 0.

∀x ∈ [−α, α], ∀n ∈ N∗ ,

∣∣nan(x + iy)n−1
∣∣ ≤ |nan|

(√
x2 + y2

)n−1

≤ |nan|
(√

α2 + y2
)n−1

=
∣∣nan(α + iy)n−1

∣∣

On a |α + iy| =
√

α2 + y2 < 1 donc la série
∑
n≥1

|nan(α + iy)n−1| converge , car

une série entière et sa dérivée ont même rayon de convergence , puis la série
∑
n≥0

f
′
n

converge normalement et donc uniformément sur tout segment inclus dans Iy.

D’après le théorème de dérivation terme à terme, l’application x 7−→
∼
S(x, y) est

dérivable sur Iy et alors
∼
S admet une dérivée partielle par rapport à x sur

∼
D et

∀(x, y) ∈
∼
D

∂
∼
S

∂x
(x, y) =

+∞∑
n=1

nan(x + iy)n−1
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.

¯ Posons ∀(x, y) ∈
∼
D, ∀n ∈ N∗, gn(x, y) = nan(x + iy)n−1. On a

• gn est continue sur
∼
D.

• Soit K un compact inclus dans
∼
D . L’application (x, y) 7−→ x + iy est continue

sur le compact K, donc bornée et atteint sa borne supérieure sur K , il existe alors
β ∈ ]0, 1[ tel que : ∀(x, y) ∈ K, |x + iy| ≤ β.

∀(x, y) ∈K, ∀n ∈ N∗, |nan(x + iy)n−1| ≤ |nan| βn−1 et puisque la série
∑
n≥1

|nan| βn−1

converge, alors la série
∑
n≥1

gn converge normalement donc uniformément sur tout

compact inclus dans
∼
D.

Ainsi
∂
∼
S

∂x
est continue sur

∼
D.

3. On montre de même, que
∼
S admet une dérivée partielle par rapport à y qui est

continue sur
∼
D et

∀(x, y) ∈
∼
D

∂
∼
S

∂y
(x, y) = i

+∞∑
n=1

nan(x + iy)n−1 = i
∂
∼
S

∂x
(x, y).

On montre de la même façon que
∂2

∼
S

∂x2
,

∂2
∼
S

∂y∂x
,

∂2
∼
S

∂y2
et

∂2
∼
S

∂x∂y
existent et sont con-

tinues sur
∼
D, donc

∼
S est de classe C2 sur

∼
D puis S est de classe C2 sur D.

On a

∀(x, y) ∈
∼
D

∂2
∼
S

∂x2
(x, y) =

+∞∑
n=2

n(n− 1)an(x + iy)n−2

∂2
∼
S

∂y2
(x, y) = −

+∞∑
n=2

n(n− 1)an(x + iy)n−2 = −∂2
∼
S

∂x2
(x, y),

ce qui montre que ∆S(z) = 0 pour tout z ∈ D.

4. On a pour tout z ∈ D gf (z) = c0 +
+∞∑
n=1

cn zn +
+∞∑
n=1

c−n z
n

D’après la question 3), l’ application S1 : z 7−→
+∞∑
n=1

cn zn est de classe C2 sur D et

pour tout z ∈ D ∆S1(z) = 0.

Posons S2(z) =
+∞∑
n=1

c−n z
n pour tout z ∈ D.
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On a de la même façon que la question 3),
∼
S2 est de classe C2 sur

∼
D et ∀(x, y) ∈

∼
D,

∂2
∼
S2

∂x2
(x, y) =

+∞∑
n=2

n(n− 1)an(x− iy)n−2

∂2
∼
S2

∂y2
(x, y) = −

+∞∑
n=2

n(n− 1)an(x− iy)n−2 = −∂2
∼
S2

∂x2
(x, y),

donc pour tout z ∈ D, ∆S2(z) = 0.

Puisque ∆(c0) = 0 on a ∆(gf )(z) = 0 pour tout z ∈ D.

5. On a pour tout z ∈ D gf (z) =
1

2π

∫ π

−π
f(eit)dt +

1

2π

+∞∑
n=1

∫ π

−π
f(eit) (e−intzn + eintzn) dt

Soit z ∈ D, posons ∀n ∈ N∗ ∀t ∈ [−π, π] gn(t) = f(eit) (e−intzn + eintzn) . On a

• ∀n ∈ N∗ gn est continue sur [−π, π].

• ∀n ∈ N∗ ∀t ∈ [−π, π] |f(eit) (e−intzn + eintzn)| ≤ 2M |z|n = αn ( M majorant
de f sur T ) et la série

∑
n≥1

αn converge, alors la série
∑
n≥1

gn converge normalement

donc uniformément sur [−π, π].

D’après le théorème ” interversion
∑

et
∫

” on a :

+∞∑
n=1

∫ π

−π

f(eit)
(
e−intzn + eintzn

)
dt =

∫ π

−π

(
+∞∑
n=1

f(eit)
(
e−intzn + eintzn

)
)

dt

puis

gf (z) =
1

2π

∫ π

−π

f(eit)dt +
1

2π

∫ π

−π

(
+∞∑
n=1

f(eit)
(
e−intzn + eintzn

)
)

dt

=
1

2π

∫ π

−π

f(eit)dt +
1

2π

∫ π

−π

2f(eit)Re

(
+∞∑
n=1

e−intzn

)
dt

=
1

2π

∫ π

−π

f(eit)dt +
1

2π

∫ π

−π

2f(eit)Re

(
e−itz

1− e−itz

)
dt

=
1

2π

∫ π

−π

f(eit)Re

(
1 + 2

e−itz

1− e−itz

)
dt =

1

2π

∫ π

−π

f(eit)Re

(
eit + z

eit − z

)
dt

=
1

2π

∫ π

−π

f(eit)Pz(t)dt

6. Soit n ∈ N
• Si f = pn, alors ∀m ∈ Z\{n} , cm =

1

2π

∫ π

−π
ei(n−m)tdt = 0 et cn =

1

2π

∫ π

−π
dt = 1.

Donc ∀z ∈ D gpn(z) = zn.

• Si f = qn alors ∀m ∈ Z\{−n}, cm =
1

2π

∫ π

−π
e−i(n+m)tdt = 0 et c−n = 1.
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Donc ∀z ∈ D gqn(z) = zn.

Prenons f la fonction constante sur T qui vaut 1, on a f = p0.

D’après la question 5) on a
1

2π

∫ π

−π
Pz(t)dt = gp0(z) = 1.

On a ∀z ∈ D, ∀t ∈ R eit + z

eit − z
=

(eit + z) (e−it − z)

|eit − z|2 =
1− |z|2 + 2i Im(ze−it)

|eit − z|2 donc

Re

(
eit + z

eit − z

)
=

1− |z|2
|eit − z|2 ≥ 0 et alors Pz(t) ≥ 0.

7. Supposons que (fn)n∈N est une suite d’éléments de C(T ) qui converge uniformément
vers f sur T.

• ∀z ∈ T, |Gfn(z)−Gf (z)| = |fn(z)− f(z)| ≤ sup
z∈T

|fn(z)− f(z)| .

• On a d’après la question 5), ∀z ∈ D,

|Gfn(z)−Gf (z)| = |gfn(z)− gf (z)| = 1

2π

∣∣∣∣
∫ π

−π

(fn(eit)− f(eit))Pz(t)dt

∣∣∣∣

≤ 1

2π
sup
z∈T

|fn(z)− f(z)|
∫ π

−π

|Pz(t)| dt

Comme ∀z ∈ D, ∀t ∈ R, Pz(t) ≥ 0, alors
1

2π

∫ π

−π
|Pz(t)| dt =

1

2π

∫ π

−π
Pz(t)dt = 1.

Ainsi, ∀z ∈ D, |Gfn(z)−Gf (z)| ≤ sup
z∈T

|fn(z)− f(z)|.

Enfin, sup
z∈D

|Gfn(z)−Gf (z)| ≤ sup
z∈T

|fn(z)− f(z)| et donc la suite (Gfn)n converge

uniformément vers Gf sur D.

8. Soit g ∈ C(T ). Considérons h(t) = g(eit) pour tout t ∈ R. On a h est continue
et 2π périodique sur R , donc d’après le deuxième théorème d’approximation de
Weierstrass, il existe une suite (Pn)n de polynômes trigonométriques qui converge
uniformément vers h sur R.

On a ∀n ∈ N il existe mn ∈ N∗ tel que Pn(t) =
mn∑

k=−mn

αke
ikt donc Pn(t) = Qn(eit) où

Qn(z) =
mn∑

k=−mn

αkz
k.

On a ∀n ∈ N , Qn ∈ P(T ) et sup
z∈T

|Qn(z)− g(z)| = sup
t∈R

|Qn(eit)− g(eit)| = sup
t∈R

|Pn(t)− h(t)|
et sup

t∈R
|Pn(t)− h(t)| −→

n−→+∞
0 donc la suite (Qn)n d’éléments de P(T ) converge uni-

formément vers g sur T .

On a f ∈ C(T ) donc il existe une suite (fn)n d’éléments de P(T ) qui converge
uniformément vers f sur T .

On a ∀n ∈ N fn ∈ P(T ) donc il existe mn ∈ N∗ , (λk)0≤k≤mn et (µk)0≤k≤mn d’éléments

de C tels que fn(z) =
mn∑
k=0

λkz
k +

mn∑
k=0

µkz
k pour tout z ∈ T.
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On a ∀n ∈ N, fn =
mn∑
k=0

λkpk +
mn∑
k=0

µkqk, donc d’après la question 5)

gfn =
mn∑
k=0

λkgpk
+

mn∑
k=0

µkgqk
et d’après la question 6),

∀z ∈ D, gfn(z) =
mn∑
k=0

λkz
k +

mn∑
k=0

µkz
k
.

Donc ∀z ∈ D, Gfn(z) =
mn∑
k=0

λkz
k +

mn∑
k=0

µkz
k et alors Gfn est continue sur D. D’après

la question 7) on a la suite (Gfn)n converge uniformément vers Gf sur D , donc leur

limite Gf est continue sur D.

9. Soit ε > 0 et u : D −→ R définie par u(z) = G(z) + ε | z|2 .

On a ∀(x, y) ∈
∼
D = {(x, y) ∈ R2, x + iy ∈ D}, ∼

u(x, y) =
∼
G(x, y) + ε(x2 + y2).

Posons v(x + iy) = ε(x2 + y2) pour tout (x, y) ∈
∼
D , on a

∆v(x + iy) =
∂2∼v
∂x2

(x, y) +
∂2∼v
∂y2

(x, y) = 4ε

D’après la propriété (a3),
∼
G est de classe C2 sur

∼
D et ∆G(z) = 0 pour tout z ∈ D,

donc
∼
u est de classe C2 sur

∼
D puis u est de classe C2 sur D et pour tout z ∈ D

∆u(z) = ∆G(z) + 4ε = 4ε > 0.

On a d’après la propriété (a2), G est continue sur D et puisque G est à valeurs

réelles alors u est à valeurs réelles et continue sur le compact D donc u est bornée

et atteint sa borne supérieure sur D. Il existe z0 ∈ D tel que u(z0) = max
z∈D

u(z).

Montrons que z0 ∈ T.

Raisonnons par absurde et supposons que z0 ∈ D

Posons z0 = x0+iy0 , il existe α > 0, β > 0 tel que ]x0−α, x0+α[× ]y0−β, y0+β[⊂ D.

La fonction g : x 7−→ u(x + iy) est de classe C2 sur I =]x0− α, x0 + α[ et admet un

maximum local en x0 donc
∂
∼
u

∂x
(x0, y0) = g′(x0) = 0 .

Au voisinage de x0, g(x) = g(x0) +
1

2
(x− x0)

2g′′(x0) + o((x− x0)
2) donc g′′(x0) est

de signe de g(x)− g(x0) ≤ 0 et alors g′′(x0) ≤ 0 ce qui entraine que
∂2∼u
∂x2

(x0, y0) ≤ 0.

On obtient en interverssant les variables que
∂2∼u
∂y2

(x0, y0) ≤ 0 , ce qui contredit

∆u(z0) > 0. Ainsi z0 ∈ T.

On a f = 0, donc d’après la propriété (a1), G(z0) = f(z0) = 0

puis u(z0) = ε | z0|2 = ε et par suite ∀z ∈ D u(z) ≤ u(z0) = ε.

10. • Dans le cas particulier f = 0 et G est à valeurs réelles .

On a gf = 0 sur D , car ∀n ∈ Z , cn = 0. Donc Gf = 0 sur D.
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On a d’après la question 9), ∀ ε > 0, ∀z ∈ D G(z)+ ε | z|2 ≤ ε, donc en particulier
∀z ∈ D, G(z) ≤ ε

(
1− | z|2) et alors en tendant ε vers 0, on a ∀z ∈ D, G(z) ≤ 0.

On a −G vérifie les propiétés (a1), (a2) et (a3), donc en prenant −G à la place de
G on a ∀z ∈ D, −G(z) ≤ 0.

Donc ∀z ∈ D, G(z) = 0.

D’autre part ∀z ∈ T G(z) = f(z) = 0, donc G = Gf .

• Cas où f = 0 et G est à valeurs complexes .

Posons G1 = Re(G) et G2 = Im(G) on a ∀z ∈ D G(z) = G1(z) + iG2(z).

Soit i ∈ {1, 2} , on a Gi vérifie les propriétés (a1), (a2) et (a3), donc d’après le cas
précédent Gi = 0 puis G = 0 = Gf .

• Cas général : f ∈ C(T ) et G est à valeurs complexes .

On a déja montré que Gf vérifie les propriétés (a1), (a2) et (a3), donc G−Gf vérifient
les propriétés (a2) et (a3) et vérifie (a1) pour la fonction nulle.

On se trouve dans le cas précédent , donc G−Gf = 0 puis G = Gf .

B. Deux applications.

Première application : On considère la fonction G définie sur D par

G(x + iy) = ex cos y.

11. Il est clair que G est de classe C2 sur D et ∀(x, y) ∈
∼
D

∆G(x + iy) = ex cos y − ex cos y = 0, donc G vérifie la condition (a3).

On a G est continue sur D, donc vérifie la propriété (a2).

∀t ∈ R, G(eit) = ecos t cos(sin t), donc la restriction de G à T coincide avec
l’application f0 ∈ C(T ), définie par z ∈ T f0(z) = eRe(z) cos(Im(z)), ( f0 est à
valeurs réelles )

puis G verifie la propriété (a1).

Ainsi G vérifie les propiétés (a1), (a2) et (a3) et donc d’après la question 10) G = Gf0

donc en particulier ∀z = x + iy ∈ D, g
f0

(x + iy) = ex cos y.

∀ n ∈ Z,
1

2π

∫ π

−π
ecos t cos(sin t) cos(nt)dt =

1

2π

∫ π

−π
f0(e

it) cos(nt)dt = Re(cn).

On effectue le changement de variable (u = −t) on a

∀ n ∈ Z, c−n =
1

2π

∫ π

−π
f0(e

it)eintdt =
1

2π

∫ π

−π
f0(e

−iu)e−inudu =
1

2π

∫ π

−π
f0(e

iu)e−inudu =
cn.

On a

∀z = x+iy ∈ D, ex cos y = g
f0

(x+iy) = c0+
+∞∑
n=1

cnzn +
+∞∑
n=1

c−nz
n = c0+

+∞∑
n=1

cn(zn+zn)
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En particulier en prenant y = 0, on a ∀x ∈]− 1, 1[, ex = c0 +
+∞∑

n=1

2cnx
n

Par suite ∀x ∈]− 1, 1[
+∞∑
n=0

xn

n!
= ex = Re(c0) +

+∞∑
n=1

2Re(cn)xn.

Par unicité du développement en série entère de la fonction nulle en zéro, on a

Re(c0) = 1 et ∀n ∈ N∗ Re(cn) =
1

n!
.

Ainsi

1

2π

∫ π

−π

ecos t cos(sin t) cos(nt)dt =





1 si n = 0
1

|n!| si n ∈ Z∗

Deuxième application : u : U −→ C une application continue sur un ouvert U
de C.

12. • Supposons que u est de classe C2 et que ∆u = 0 sur U. Soit D(a,R) un disque
fermé contenu dans U.

On a D(a,R) = a + RD(0, 1) = a + RD.

Considérons G(z) = u(a + Rz) pour tout z ∈ D .

On a G est continue sur D donc elle vérifie la propriété (a2) .

Soit f1 la restriction de G à T ( d’où la propriété (a1))

∀(x, y) ∈
∼
D,

∼
G(x, y) = u(a+Rx+ iRy) donc G est de classe C2 sur D et pour tout

z ∈ D ∆G(z) = 0 d’où la propriété (a2) .

Ainsi G vérifie les propiétés (a1), (a2) et (a3) et donc d’après la question 10), G = Gf1

donc en particulier ∀z ∈ D, g
f1

(z) = u(a + Rz).

D’après la question 5) On a ∀z ∈ D, g
f1

(z) =
1

2π

∫ π

−π
f1(e

it)Pz(t)dt

où Pz(t) = Re

(
eit + z

eit − z

)
pour tout t ∈ R.

Ainsi ∀z ∈ D(a,R),

u(z) = G

(
z − a

R

)
= g

f1

(
z − a

R

)
=

1

2π

∫ π

−π

f1(e
it)P z−a

R
(t)dt

=
1

2π

∫ π

−π

G(eit)P z−a
R

(t)dt =
1

2π

∫ π

−π

u(a + Reit)P z−a
R

(t)dt.

• Réciproquement, supposons que pour tout disque fermé D(a,R) contenu dans U

et pour tout z ∈ D(a,R), on a u(z) =
1

2π

∫ π

−π
u(a + R eit)P z−a

R
(t)dt.

Considérons l’application f :
T −→ C
z 7−→ u(a + Rz)

. On a puisque u est continue

sur D(a,R) alors f est continue sur T.
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D’après la partie A) , on a Gf vérifie les propiétés (a1), (a2) et (a3) et d’après la
question 5)

∀z ∈ D, g
f
(z) =

1

2π

∫ π

−π

f(eit)Pz(t)dt

Donc z ∈ D(a,R), on a

u(z) =
1

2π

∫ π

−π

u(a + Reit)P z−a
R

(t)dt. =
1

2π

∫ π

−π

f(eit)P z−a
R

(t)dt = g
f

(
z − a

R

)

.

D’après la propriété (a2), g
f

est de classe C2 sur D et pour tout z′ ∈ D, ∆gf (z
′) = 0,

donc u est de classe C2 sur D(a,R) et pour tout z ∈ D(a, R), ∆u(z) = 0.

Par suite u est de classe C2 sur U et ∆u = 0 sur U.

13. Pour n ∈ N, on note un : U −→ C une fonction de classe C2 telle que ∆un = 0 sur
U. Supposons que la suite (un)n∈N converge uniformément vers une fonction u alors
u est continue sur U.

Soit D(a,R) un disque fermé contenu dans U , on a d’après la question 12) ∀n ∈ N,
∀z ∈ D(a,R),

un(z) =
1

2π

∫ π

−π

un(a + Reit)P z−a
R

(t)dt

Soit z ∈ D(a,R). On a lim
n−→+∞

un(z) = u(z).

Posons ∀n ∈ N, ∀t ∈ [−π, π] , fn(t) = un(a + Reit)P z−a
R

(t). On a

• ∀n ∈ N, fn est continue sur [−π, π].

• On a l’application t 7−→ P z−a
R

(t) est continue sur le compact [−π, π], donc bornée

sur [−π, π], alors il existe M0 > 0 tel que ∀t ∈ [−π, π],

∣∣∣∣P z−a
R

(t)

∣∣∣∣ ≤ M0.

On a ∀n ∈ N, ∀t ∈ [−π, π]

∣∣∣∣fn(t)− u(a + Reit)P z−a
R

(t)

∣∣∣∣ =
∣∣un(a + Reit)− u(a + Reit)

∣∣
∣∣∣∣P z−a

R
(t)

∣∣∣∣
≤ M0

∣∣un(a + Reit)− u(a + Reit)
∣∣

≤ M0sup
z∈U

|un(z)− u(z)|

Donc la suite (fn)n convege uniformément sur [−π, π] vers l’application

t 7−→ u(a + Reit)P z−a
R

(t) .

D’après le théorème ”interversion limite et integrale sur un segment ”, on a :

u(z) =
1

2π

∫ π

−π

u(a + Reit)P z−a
R

(t)dt

et d’après la question 12), on a u est de classe C2 sur U et ∆u = 0 sur U.
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C. Propriétés duales.

14. On fixe z ∈ D et on considère l’application

ϕz :
C(T ) −→ C
f 7−→ gf (z)

• Soient (f1, f2) ∈ (C(T ))2 et λ ∈ C. On a d’après la question 5)

ϕz(f1 + λf2) = g(f1+λf2)(z) =
1

2π

∫ π

−π

(f1 + λf2)(e
it)Pz(t)dt

=
1

2π

∫ π

−π

f1(e
it)Pz(t)dt + λ

1

2π

∫ π

−π

f2(e
it)Pz(t)dt = ϕz(f1) + λϕz(f2)

donc ϕz est C− linéaire.

∀f ∈ C(T ), |ϕz(f)| =

∣∣∣∣
1

2π

∫ π

−π
f(eit)Pz(t)dt

∣∣∣∣ ≤
1

2π

∫ π

−π
|f(eit)Pz(t)| dt ≤ αN(f) où

α =
∫ π

−π
|Pz(t)| dt

Donc ϕz est linéaire et ∀f ∈ C(T ), |ϕz(f)| ≤ αN(f) , donc ϕz est continue sur C(T )
d’où la propriété (c1).

• On a d’après la question 6) les propriétés (c2) et (c3) sont vérifiées

• ∀f ∈ C(T ), |ϕz(f)| ≤ αN(f) où α =
∫ π

−π
|Pz(t)| dt = 1 ( d’après la question 6) )

d’où la propriété (c4).

15. Soit ϕ : C(T ) −→ C qui vérifie les conditions (c1), (c2) et (c3).

On a d’après les conditions (c2) et (c3) , ∀n ∈ N, ϕ(pn) = ϕz(pn) et ϕ(qn) = ϕz(qn)
et d’après la C - linéarité de ϕ et de ϕz on a ϕ = ϕz sur P(T ), le sous espace
vectoriel de C(T ) engendré par {pn, n ∈ N}∪{qn, n ∈ N}.
Soit f ∈ C(T ), alors d’après la question 8) il existe une suite (fn)n∈N d’éléments de
P(T ) qui converge uniformément vers f sur T.

On a ∀n ∈ N, ϕ(fn) = ϕz(fn) et par continuité de ϕ et de ϕz on a ϕ(f) = ϕz(f).
Ainsi ϕ = ϕz.

16. On a N(h)2 = sup
z∈T

((2f(z)−N(f))2 + λ2)

D’autre part ∀z ∈ T, |f(z)| ≤ N(f) et puisque f est à valeurs réelles positives,
alors ∀z ∈ T, 0 ≤ f(z) ≤ N(f) puis −N(f) ≤ 2f(z) − N(f) ≤ N(f) et alors
(2f(z)−N(f))2 ≤ N(f)2.

On a f est continue sur le compact T donc il existe z0 ∈ T tel que f(z0) = N(f),
puis (2f(z0)−N(f))2 = N(f)2. Ainsi N(h)2 = N(f)2 + λ2.

17. On a h = 2f −N(f) + iλ donc puisque ϕ est C−linéaire, alors

ϕ(h) = 2ϕ(f)+ϕ(−N(f)+ iλ) = 2ϕ(f)+ (−N(f)+ iλ)ϕ(p0) = 2ϕ(f)−N(f)+ iλ,
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car d’après (c2) on a ϕ(p0) = 1.

Posons ϕ(f) = αf +iβf où (αf , βf ) ∈ R2. On a |ϕ(h)|2 = (2αf−N(f))2+(2βf +λ)2

On a d’après la propriété (c4) et la question précédente

|ϕ(h)|2 ≤ N(h)2 = N(f)2 + λ2, donc (2αf − N(f))2 + (2βf + λ)2 ≤ N(f)2 + λ2 et
alors ∀λ ∈ R, βfλ + β2

f + α2
f − αfN(f) ≤ 0 , donc βf = 0 ( car sinon si βf > 0 on

obtient une absurdité en tendant λ vers +∞ et si βf < 0 on obtient une absurdité
en tendant λ vers −∞ ).et alors ϕ(f) ∈ R et αf (αf −N(f)) ≤ 0 .

On a d’après la propriété (c4) et la question précédente αf = ϕ(f) ≤ N(f),

donc αf −N(f) ≤ 0

• Si αf −N(f) = 0 alors αf = N(f) ≥ 0.

• Sinon αf −N(f) < 0, alors de αf (αf −N(f)) ≤ 0 , on a αf ≥ 0.

Ainsi ϕ(f) ≥ 0.

18. Soit f ∈ C(T ).

• Si f est à valeurs réelles, alors f = f+−f− où f+ = sup(f, 0) et f− = sup(−f, 0).

Comme ϕ est C−linéaire, alors ϕ(f ) = ϕ(f+) − ϕ(f−) et d’après la question 17)
puisque f+ et f− sont dans C(T ) à valeurs réelles positives , alors ϕ(f+) ∈ R et
ϕ(f−) ∈ R .

Donc ϕ(f) = ϕ(f+)− ϕ(f−) = ϕ(f+)− ϕ(f−) = ϕ(f ).

• Si f est à valeurs complexes, alors f = Re(f) + iIm(f) .

Comme ϕ est C−linéaire, alors ϕ(f ) = ϕ(Re(f)) − iϕ(Im(f)) et d’après le cas
précédent , puisque Re(f) et Im(f) sont dans C(T ) à valeurs réelles alors

ϕ(Re(f)) ∈ R et ϕ(Im(f)) ∈ R .

Donc ϕ(f) = ϕ(Re(f)) + iϕ(Im(f)) = ϕ(Re(f))− iϕ(Im(f)) = ϕ(f )

Ainsi ∀ f ∈ C(T ), ϕ(f) = ϕ(f ).

On a ϕ vérifie les conditions (c1), (c2) et (c4) donc d’après la question 15) pour
montrer que ϕ = ϕz il suffit de montrer que ϕ vérifie la condition (c3).

Soit n ∈ N,

on a ϕ(qn) = ϕ(pn) = ϕ(pn) = zn = zn, et donc ϕ vérifie la condition (c3).

Ainsi ϕ = ϕz.
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