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A Prolongement harmonique.

1. On a f est continue sur le compact T" donc elle est bornée sur T, alors il existe
M >0telqueVz €T, |f(z)] < M.

1
OnaVnGZ,|cn|§2—ffﬂMdt:M
s

La série entiere » M z™ a pour rayon de convergence 1, donc les séries entieres
n>1

> cn 2" et > e, 2" sont de rayons supérieurs ou égales a 1, puis les séries

n>1 n>1
Sicn, 2™ et > e, 2" sont convergentes sur D (car |z| =|z| < 1).
n>1 n>1

~ ~ —+o0
2. ¥(z,y) € D, S(x,y) = Y an(z +iy)"

n=0
® Soity €] —1,1[et I, _] VI—g /I [
Posons pour tout n € N et pour tout x € I, f,(z) = a,(x + iy)". On a
e Pour tout n € N, f,, est de classe C* sur [, et Vo € I, V n € N*,

fo(x) = na,(z +iy)" ' et fo(z) =0.

e Pour tout z € I, , ona |x + iy| < 1 donc la série la série ) f, converge simplement
n>0

sur 1,,.
e Soit o € I, tel que o > 0.
Vo € [—a,al, Yn € N* |

|nan(x + iy)”_l‘ < |nay| <\/x2 - y2>n1
< fnaal (Vo2 1 92)" = [nag(a iy

On a |a+iy| = v/a?2+y% < 1 donc la série > |na,(a +iy)" | converge , car

n>1
/7 . -\ Id . /7 ~ . Id . ’
une série entiere et sa dérivée ont méme rayon de convergence , puis la série Y f,
n>0
converge normalement et donc uniformément sur tout segment inclus dans /,,.
D’apres le théoréme de derlvatlon terme a terme, l'application z +—— S (x, y) est
dérivable sur I, et alors S admet une dérivée partielle par rapport a x sur D et

V(z,y) € D

+o0
= Znan(a: +iy)" !
n=1



® Posons Y(z,y) € D, Vn € N*, g,(z,y) = na,(x +iy)" . On a
e g, est continue sur D.

e Soit K un compact inclus dans D . L’application (x,y) — x + iy est continue
sur le compact K, donc bornée et atteint sa borne supérieure sur K | il existe alors
B €10,1] tel que : V(z,y) € K, |z +iy| < S.

V(z,y) € K, Yn € N*, |na,(z +iy)" | < |na,| 37! et puisque la série > |na,| 57!

n>1

converge, alors la série > g, converge normalement donc uniformément sur tout
n>1

compact inclus dans D.

~

08 ~
Ainsi — est continue sur D.
ox
. On montre de méme, que S admet une dérivée partielle par rapport a y qui est

continue sur D et

~ ~

~ +o00

o5, 08
v(‘ray>€D a_y(xvy)_lznan(‘r+zy> _Za$(xay)

n=1

S PSS S
0x2’ Oydxr’ Oy?  Oxdy
tinues sur D, donc S est de classe C? sur D puis S est de classe C? sur D.
On a

On montre de la méme facon que existent et sont con-

V(z,y) € D ﬁ(l‘ )= fn(n — Dan(z +iy)" 2
7y axQ 73/ - — n y
929 o3 . S
a—yQ(xay) = —HZ:;”(”— Dan(x +iy)" ™ = —w(%y),

ce qui montre que AS(z) = 0 pour tout z € D.

+o00 +oo
. Onapourtout z€ D gp(z)=co+ D cp 2"+ Y cp 2"
n=1 n=1
+o0o
D’apres la question 3), I’ application S; : 2z — Y ¢, 2" est de classe C? sur D et
n=1

pour tout z € D AS;(z) = 0.

+o0
Posons Sy(z) = > ¢, 2" pour tout z € D.

n=1



On a de la méme fagon que la question 3), §2 est de classe C2 sur D et V(z,y) € D,

~

925, o s
S @) = D _n(n—Dan(z —iy)
X n=2
@(x ) = = n(n—ay(z—i )”—2——8Z§2(:¢ )
ayg Y - — n Yy - ax2 ' Y)s
donc pour tout z € D, ASy(z) =
Puisque A(cy) =0 on a A(gy)(z) = 0 pour tout z € D.
5. Onapourtout z € D g¢(z) = —f f(et dt—|— Z ST fle™) (emtzn + etz di

Soit z € D, posons Vn € N* Vt € [—m, 7| gn(t) = f(e) (e7™2" +€™Z"). On a
e Vn € N* g, est continue sur [—m,7].

o Vn € N* Vt € [—m, x| |f(e")(e7™z" + e™z")| < 2M|z|" = a,, ( M majorant

de f sur T') et la série > v, converge, alors la série > g, converge normalement
n>1 n>1

donc uniformément sur [—, 7].

D’apres le théoreme ”

“+o00 T T —+00
Z / f(eit) zntzn + ezntzn dt = / (Zf(ezt) zntzn + emtzn)> dt
n=1v "7 —T \n=1

puis

interversion »_ et [ 7 on a:

gf(z) _ % f( zt)dt _|__ (Zf zt fznt P ezntzn)> dt

— /f “dt+—/ 2f () (Oo‘mt">dt
- L ()
= —/ f( ”Re<1+21 p= ) /f ") (emrz)dt
= — [ f(eHP.(t)dt
5 | e

6. Soit n € N
I
e Si f = pp, alors Vm € Z\{n} , ¢,, = o f_ﬂ
T
Donc Vz € D g,,(z) = 2"

‘ 1
z(n—m)tdt =0 et "= — 4 dt = 1.
(& =vetc 2t f—7r

1 - ,
e Si f = q, alors Vm € Z\{—n}, ¢, = By [T emintmitdt =0 et ¢, = 1.
T

™



Donc Vz € D g, (z) = z".

Prenons f la fonction constante sur 7' qui vaut 1, on a f = py.
D’apres la question 5) on a — f P.(t)dt = g, (2) = 1.

it it —it _ 3 1412 . —it
OnaVze D VieR ei—i-z:(e +2) (e z):1 |z|” 4+ 20 Im(ze )donc

=T e —f e =P

it 1— 122
Re (e' + Z) = ‘ 2 > 0 et alors P,(t) > 0.

@Zt — 2z eit _ 2‘2

. Supposons que (f,,)nen est une suite d’éléments de C(7T") qui converge uniformément
vers f sur T.

¢ V€T, |61, (2) = Gyl = () = S < swplfu() = S (2.

e On a d’apres la question 5), Vz € D,

G1(2) = Gr) = lan () =052 = 5= | [ (ale) = Fe )P0
< orswplfu(e) - ) / IP.(0)]

- L
Comme Vz € D, Vt € R, P,(t) > 0, alors by SO |P.(t)| dt = by JT_P.(t)dt = 1.
T T
Ainsi, ¥z € D, |Gy, (2) — Gy(2)] < suplful2) — F(2)].
zeT

Enfin, sup |Gy, (2) — Gy(2)] < sup|fn(2) — f(2)| et donc la suite (Gy,), converge
2D zeT

uniformément vers Gy sur D.

. Soit g € C(T). Considérons h(t) = g(e) pour tout ¢ € R. On a h est continue
et 27 périodique sur R , donc d’apres le deuxieme théoreme d’approximation de
Weierstrass, il existe une suite (P,), de polynémes trigonométriques qui converge
uniformément vers h sur R.

On a Vn € N il existe m,, € N* tel que P,(t) = Zn are™ donc P,(t) = Q,(e) ol

k=—mn

Qn(z) = % a2k,

k=—mn
Onavn €N, Qn € P(T) et sup|Qn(2) — 9(2)] = Sup |Qn(e™) — g(e”)] = sup [ Pu(t) = h(t)|
te
et sup |P,(t) — h(t)| - 0 donc la suite (Qy)n d elements de P(T') converge uni-
teR n—r00
formément vers g sur T' .

On a f € C(T) donc il existe une suite (f,), d’éléments de P(T) qui converge
uniformément vers f sur T .

OnaVn € N f,, € P(T) donc il existe m,, € N* | (Ag)o<k<m, €t (ix)o<i<m, d’éléments
de C tels que f,(z) = Zn/\kzk + Zn,ukék pour tout z € T.
k=0 k=0



10.

OnaVneN, f,= i)\kpk + i,uqu, donc d’apres la question 5)
k=0 k=0

G = > MeGp, + 2 1kGq, €t d’apres la question 6),
k=0 k=0

Vze D, g5 (2) = S b+ S ",
k=0 k=0

Donc Vz € D, Gy, (2) = Zn)\kzk + Znukék et alors G, est continue sur D. D’aprés
k=0 k=0

la question 7) on a la suite (Gy, ), converge uniformément vers Gy sur D , donc leur

limite Gy est continue sur D.
Soit € > 0 et u: D — R définie par u(z) = G(z) + | z|°.
OnaV(z,y) € D ={(r,y) € B2 z +iy € D}, Ulz,y) = Gla.y) + (a2 + ).

Posons v(z + iy) = e(2? + y?) pour tout (z,y) € D ,on a

, 0% 0%
Av(z +iy) = 55 (@,y) + a—yQ(as,y) = de
D’apres la propriété (as), G est de classe C2 sur D et AG(z) = 0 pour tout z € D,
donc u est de classe C? sur D puis u est de classe C? sur D et pour tout z € D
Au(z) = AG(z) + 4e = 4e > 0.

On a d’apres la propriété (asz), G est continue sur D et puisque G est a valeurs
réelles alors u est a valeurs réelles et continue sur le compact D donc u est bornée

et atteint sa borne supérieure sur D. Il existe 2z € D tel que u(z) = maxu(z).
zeD
Montrons que zy € T.

Raisonnons par absurde et supposons que 2y € D

Posons zy = zo+iyp , il existe o > 0, 8 > 0 tel que |xg—a, zo+a[X |Jyo—3, yo+B[C D.

La fonction g : z — u(z +iy) est de classe C? sur I =]zy — a, 2y + af et admet un
Ou

maximum local en xy donc — (¢, yo) = ¢'(xo) =0 .

ox

1
Au voisinage de zg, g(z) = g(xo) + =(x — 0)?g" (z0) + o((x — 20)?) donc ¢"(xq) est

2
: p _ , *u
de signe de g(x) — g(zg) < 0 et alors ¢”(xy) < 0 ce qui entraine que W(xo, yo) < 0.
x

o~
On obtient en interverssant les variables que —(zg,%0) < 0 , ce qui contredit

Jy?
Au(zp) > 0. Ainsi zp € T.
On a f =0, donc d’apres la propriété (a1), G(z9) = f(20) =0
puis u(zp) = | 2|* = € et par suite Vz € D u(z) < u(z) = &.
e Dans le cas particulier f = 0 et GG est a valeurs réelles .

Onagf=0sur D ,carVneZ, ¢, =0. DonchzosurB.

5
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On a d’aprés la question 9), Ve > 0,Vz € D G(z)+¢| z|* < &, donc en particulier
VzeD,G(z) <e(l—| z|2) et alors en tendant ¢ vers 0, on a Vz € D, G(z) < 0.

On a —G vérifie les propiétés (ay), (az) et (as), donc en prenant —G a la place de

GonaVze D, —-G(z) <0.

Donc Vz € D, G(z) = 0.

D’autre part Vz € T G(z) = f(2) =0, donc G = Gy .

e Cas ou f =0 et GG est a valeurs complexes .

Posons Gy = Re(G) et Gy = Im(G) onaVz e D G(z) = G1(2) + iGy(2).

Soit ¢ € {1,2} , on a G; vérifie les propriétés (a;), (az) et (a3), donc d’apres le cas
précédent G; = 0 puis G = 0 = GY.

e Cas général : f € C(T) et G est a valeurs complexes .

On a déja montré que G vérifie les propriétés (a1), (az) et (as), donc G—G vérifient
les propriétés (az) et (a3) et vérifie (a;) pour la fonction nulle.

On se trouve dans le cas précédent , donc G — Gy = 0 puis G = Gy.
B. Deux applications.

Premiére application : On consideére la fonction G définie sur D par

G(x +iy) = e” cosy.

Il est clair que G est de classe C? sur D et V(z,y) € D
AG(x + 1y) = e" cosy — e” cosy = 0, donc G vérifie la condition (as).
On a G est continue sur D, donc vérifie la propriété (as).

Vi € R, G(e") = e“'cos(sint), donc la restriction de G & T coincide avec
application f, € C(T), définie par z € T fo(z) = ef*®) cos(Im(2)), ( fo est a
valeurs réelles )

puis G verifie la propriété (a;).

Ainsi G vérifie les propiétés (aq), (a2) et (as) et donc d’apres la question 10) G = Gy,
donc en particulier Vz =z +iy € D, g, (v +iy) = e” cosy.

™

1 1 = ;
VneZ, Dy J" et cos(sint) cos(nt)dt = Py J7_ fo(e™) cos(nt)dt = Re(cy).
m T

On effectue le changement de variable (u = —t) on a
1 .. o 1 - 1 o
jn el,c_, = % f_ﬂ_ fo(ezt)elntdt — % f_ﬂ_ fo(efzu)efznudu — % f_ﬂ fo(ew)efznudu _
On a
+oo +oo “+o0o
Vz=uatiy € D, e"cosy =g, (v+iy) = 00+chz” +Zc_né” = 00+ch(z”~l—2”)
n=1 n=1 n=1
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+o0o
En particulier en prenant y =0, on a Vo €] — 1,1[, e* = ¢o + > 2¢p2"

n=1

Par suite Vo €] — 1, 1] — =" = Re(co) + ZQRe(cn)

n=| On' n=1
Par unicité du développement en série entere de la fonction nulle en zéro, on a

1
Re(co) =1 et Vn € N* Re(c,) = ml

Ainsi
1 /7 1 st n=0
cost 1
o | cos(sin t) cos(nt)dt = sin ez

]

Deuxieme application : u : U — C une application continue sur un ouvert U
de C.

e Supposons que u est de classe C? et que Au = 0 sur U. Soit D(a, R) un disque
fermé contenu dans U.

On a D(a,R) = a+ RD(0,1) = a+ RD.
Considérons G(z) = u(a + Rz) pour tout z € D .
On a G est continue sur D donc elle vérifie la propriété (as) .

Soit f; la restriction de G a T' ( d’ou la propriété (a,))

V(z,y) € ZN?, (N}’(:U, y) = u(a+ Rz +iRy) donc G est de classe C? sur D et pour tout
z€ D AG(z) =0 d’ou la propriété (ay) .

Ainsi G vérifie les propiétés (aq), (a2) et (as) et donc d’apres la question 10), G = Gy,
donc en particulier Vz € D, g, (z) = u(a + Rz).

1
D’apres la question 5) OnaVz € D, g, (2) = Py ST fi(e®)P.(t)dt

e+ 2
> pour tout t € R.
z

ou P,(t) = Re (
Ainsi Vz € D(a, R),

u(z) = G(Z;a>=gh (z_a) 27?/ Tu(€") Pe—a (1)t

_ % G Pty :% ufa+ Re') P (t)dt

eit —

—Tr

e Réciproquement, supposons que pour tout disque fermé D(a, R) contenu dans U
1 .
et pour tout z € D(a, R), on a u(z) = By S u(a+ R e")Po—q(t)dt.
T R
T — C
—  u(a+ Rz2)

sur D(a, R) alors f est continue sur 7.

Considérons 'application f : . On a puisque u est continue
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D’apres la partie A) , on a Gy vérifie les propiétés (ay), (az) et (as) et d’apres la
question 5)

Ve D, g,(z /f it

Donc z € D(a, R), on a

1

%/W u(a + Re)Po_a (1) /f (") Poa (1)t = (Z];a)

D’apres la propriété (ay), g, est de classe C? sur D et pour tout 2’ € D, Agg(2') =0,
donc u est de classe C? sur D(a, R) et pour tout z € D(a, R), Au(z) = 0.

u(z) =

Par suite u est de classe C? sur U et Au = 0 sur U.

Pour n € N, on note u,, : U — C une fonction de classe C? telle que Au,, = 0 sur
U. Supposons que la suite (u,),eny converge uniformément vers une fonction u alors
u est continue sur U.

Soit D(a, R) un disque fermé contenu dans U , on a d’aprés la question 12) Vn € N,
Vz € D(a, R),
1 4 .
un(2) = —/ up(a + Re™)Pa—a (t)dt

21 R

Soit z € D(a,R). Ona lim wu,(z) = u(z).

n—---+00

Posons Vn € N, Vt € [—m, 7], fu(t) = up(a + Re®)P2—q(t). On a
R

e Vn € N, f, est continue sur [—m, 7).

e On a l'application ¢t —— P.—q(t) est continue sur le compact [—, 7], donc bornée
R

sur [—m, 7|, alors il existe My > 0 tel que Vt € [—7, 7],

Pﬂ<t>\ < Mo,
R

On aVn € N, Vt € [—7, 7]

fn(t) —ula + Re“)P% )| = |un(a+ Re") —u(a+ Re")|

0

< My |up(a+ Re™) — u(a+ Re™)|
< Mosup [un(2) — u(2)]
zeU

Donc la suite (f,), convege uniformément sur [—x, 7] vers 'application
t — u(a+ Re™)P.—a(t) .
R
D’apres le théoreme "interversion limite et integrale sur un segment ”, on a :

1

L / w(a+ Rei") Poy (t)dt
o R

u(z) = o

et d’apres la question 12), on a u est de classe C? sur U et Au = 0 sur U.

8
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15.

16.

17.

C. Propriétés duales.

On fixe z € D et on considere 'application

(1) — C
vy — gr(2)

e Soient (f1, f2) € (C(T))? et A € C. On a d’apres la question 5)

P+ AR) = g () =5 [ (AR P

2 J_,

_ % / A" P.(t)dt + A% / Jo(¢) Po()dt = o:(f1) + Ap:(f2)

donc ¢, est C— linéaire.

1 I \
YF € O, D] = | I7 AP0 < 5 IR0 < aN () o
a= [T |P.(t)]dt
Donc ¢, est linéaire et Vf € C(T), |¢.(f)| < aN(f) , donc ¢, est continue sur C(T")
d’ou la propriété (cy).
e On a d’apres la question 6) les propriétés (c2) et (c3) sont vérifiées
o Vf e C(T), lp:-(f)] < aN(f) ona = [ |P.(t)|dt =1 ( d’apres la question 6) )
d’otut la propriété (cy).
Soit ¢ : C(T') — C qui vérifie les conditions (¢1), (ca) et (c3).

On a d’apres les conditions (c2) et (c3) , Vn € N, ¢(pn) = ©.(pn) et ©(gn) = ©:(qn)
et d’apres la C - linéarité de ¢ et de ¢, on a ¢ = ¢, sur P(T), le sous espace
vectoriel de C(T) engendré par {p,,n € N}U{q,,n € N}.

Soit f € C(T), alors d’apres la question 8) il existe une suite (f,,)neny d’éléments de
P(T) qui converge uniformément vers f sur 7.

On a Vn € N, p(f,) = ¢.(f) et par continuité de ¢ et de ¢, on a ¢(f) = v.(f).
Ainsi ¢ = ¢,.
On a N(h)? = sup((2f(z) = N(f))* + X%)

zeT
D’autre part Vz € T, |f(2)] < N(f) et puisque f est a valeurs réelles positives,
alors Vz € T, 0 < f(2) < N(f) puis —=N(f) < 2f(z) — N(f) < N(f) et alors
(2f(2) = N(f))> < N(f)*.
On a f est continue sur le compact 7" donc il existe zy € T' tel que f(z9) = N(f),
puis (2f(z0) — N(f))? = N(f)*. Ainsi N(h)? = N(f)*+ A%

On a h=2f — N(f)+ i\ donc puisque ¢ est C—linéaire, alors

p(h) =20(f) + (=N (f) +iX) = 20(f) + (=N(f) +iNp(po) = 2¢(f) — N(f) + i,
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car d’apres (cz) on a ¢(pg) = 1.
Posons o(f) = ay+iff ot (ay, Bf) € R% Ona |(h)|* = (205 — N(f))2+ (265 +\)?
On a d’apres la propriété (c4) et la question précédente

(R < N(R)? = N()* + X2, done (2a; — N())? + (26; + A < N(f)* + X2 et
alors VA € R, ﬁf)\—Fﬁ]% —1—043» —ayN(f) <0, donc By =0 ( car sinon si ;> 0 on
obtient une absurdité en tendant A vers +o00 et si 8y < 0 on obtient une absurdité
en tendant A vers —oo ).et alors ¢(f) € Ret af(ar— N(f)) <0.

On a d’apres la propriété (c4) et la question précédente ay = p(f) < N(f),
donc ay — N(f) <0

e Siar— N(f)=0alors ay = N(f)>0.

e Sinon ay — N(f) <0, alors de ay(ay — N(f)) <0,onaar>0.

Ainsi ¢(f) > 0.

Soit f € C(T).
e Si f est a valeurs réelles, alors f = ft—f~ ou f* =sup(f,0) et f~ =sup(—f,0).

Comme ¢ est C—linéaire, alors o(f ) = ¢(f1) — ¢(f~) et d’apres la question 17)
puisque f* et f~ sont dans C(T) a valeurs réelles positives , alors ¢(f*) € R et
p(f7)eR.

Done @(f) = ¢(f*) = o(f) = o(fY) —o(f ) = (f ).
e Si f est a valeurs complexes, alors f = Re(f) +ilm(f) .

Comme ¢ est C—linéaire, alors ¢(f ) = @(Re(f)) — ip(Im(f)) et d’apres le cas
précédent , puisque Re(f) et Im(f) sont dans C(T") a valeurs réelles alors

p(Re(f)) € R et p(Im(f)) € R .
Done ¢(f) = @(Re(f)) +ip(Im(f)) = ¢(Re(f)) —ip(Im(f)) = ¢

~

)

Ainsi vV f € C(T), o(f) = @(f ).
On a ¢ vérifie les conditions (c1), (¢2) et (c4) donc d’apres la question 15) pour

montrer que ¢ = ¢, il suffit de montrer que ¢ vérifie la condition (c3).

Soit n € N,

on a () = (pn) = ¢(pa) =
Ainsi ¢ = ¢,.

= 2", et donc ¢ vérifie la condition (c3).
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