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PROBLEME 1
Partie I
L.1. On reconnait la série géométrique de raison —z , donc
+o00 . 1
I=1]-11] et pour z€l, R_l(a:)=Z(—1)k ot = :
k=0 l1+z
+00 k r L L (71)n+1xn+1
L12. Sizel: R(z)= > (1) 2" =(-1)""2""R (z) =——"— Donc la série » R, (z) n'est autre que la
k=n+1 I+ n>0
série Zu x) qui converge ssi z € I . Sa somme est S(z) = L L uo(:c)] =2 5
n>1 1+I 1+$ (1+$)
(_ )k+1
Z est la série harmonique alternée qui converge par le critére spécial des séries alternées : la suite
k>1
(71)7L+1
est alternée, tend vers zéro et sa valeur absolue décroit. D'ou l'existence de r, pour n € N.
n
m i i 1
I.2.2.1 (-D)"2" =R _ ()R, (z)= H—_a:(u"(m) - umH(:E)) donc
k=n
- ko k 2
DI B — (@) + @) < < 2.

1.2.2.2. On fixe n. Posons f,(z) = Z(—l)k 2" . Alors fn(@)——=—R_ (z) (cvsimple) et on a la domination

Mmoo
k=n

£, (@) < p(z) =2 avec ¢ intégrable sur I, . Par le théoréme de convergence dominée f] S —— f[ R (7).
0 0
)k m

Or ffofm _‘[Io[j,( ]dme 1)F kdx:zm:% donc Zf 1) kde}ffoRnfl(x) ce qui

k=n k=n

k
est le résultat demandé. Ceci revient encore & écrire que Z ) ——— | R (z)dz

moo n—1
i k1 Iy
soit r, = ffo R |

1
12.23. 1, = [ R_l—j;ol_i_xda:—lnl

0

m 1 m 1 m
1.2.2.4. R (z)= u, (2) = 1—(=2™*t) donc R (z)<[1—(—mmt| <2,
nz:% nfl( ) 1_’_1:”2::0 n( ) (1+l’)2< ) n;o nfl( ) | |
1.2.2.5. Zf R _(z)dz = f Z R (z)dz. On a encore la domination E R () <¢(z) =2 et la convergence
n=0 fo n=0
smple SR (2) R (2)+8(z) = — v 1
e
S meo 1+z (1—|—x) (14 z)?
- P . dz 171 1
Par application du théoréme de convergence dominée : ==
U n= O mee (1 + I) ]‘ +2 0 2
m m m 1
Or f Z R Z 7, par 1.2.2.2. et Chasles. Donc Z IS

On 0 n=0 n=0

400 1
La série g 1, converge et g T, =—|
2

n>0 n=0




IL1. w, =R _, —R_ donne

n n n n—1 n
bu =3 kR =) kR =3 (k+1)R - kR,
k=1 k=1 k=1 k=0 1
n—1

n n
soit ZRk—Zkuk:(n—i—l)Rn.
0 1
1 k+1 n k+1
I1.2. Choisissons u, = . avec R =r, . La formule précédente donne Zr Zk n+1)r,
k=0
n (_1)k+1 n ( k+1 n +OO( 1)k+1 n
Alors Z(n—k)—:nz Zku =n Z -, —Zkuk
k=1 k k=1 P
m"ankuk:nr nr, +(n+1r, Zr
1
n—1 1
=nr, — rk:nln2—5+0mc(1)
k=0
n kL
(nfk)( ) :n1n271+0mc(1).
k=1 i
n n n +o0
11.3.1. kuk = Rk —(n+DR, < Rk < Rk si l'on suppose la convergence de la série ZRk .
k k=0 k=0 k=0 k>0

Ainsi la suite des sommes partielles de la série & termes positifs Zkuk est majorée. Cette série est donc convergente.
k>1

I1.3.2. Réciproquement supposons la convergence de la série Zkuk .

k>1
+00
0<(n+DR, =(n+1) kZ u, = kZ n+u, < kZ ku, ———0 en tant que reste d'une série convergente.
n+l1 n+l1 =n+1

DOHC (’ﬂ + 1)Rn T 0.

11.3.3. Par I1.3.1. si ZRk converge alors X:k:u]C converge.
k>0 E>1

Réciproquement si Zkuk converge alors (n + 1)R, — 0 donc

k>1
n n 400

YR = ku +(n+1)R, ——— ku +0.

k=0 k=1 k=1

Conclusion ZRk converge ssi Zkuk converge et dans ce cas elles ont méme somme.
k>0 k>1

I1.4. On applique IL.3.3. :

. 1 . . "
ZRn () converge ssi ZkT converge ce qui équivaut a la condition z —1>1.
n>0 k>1

Donc D, = 2,4o0]].

+00 +00 1
De plus si z € D, alors ZRn(x) = Zkk—z =((z-1)|
n=0 k=1




I1.5.1. kakxk = x(kak:ck_l) , Or Zkakxk_l est la série entiére dérivée de Zakxk , son rayon de convergence est encore
k>1 k>0
+o00 b1
p d'apres le cours et de plus Zx(kakx - ) = af'(2).
k=1

400
|(n+ 1R, (z)| < (n+1) Z |akxk|TO en appliquant II.3.2. & la série convergente a termes
k=n+1

noo

positifs Zk|akxk| . Donc (n+1)R,(z)——0.
k

IL5.2. On a toujours » R (z)= Zkuk( )+ (n+1)R,(z) donc ZR Tmf’(x) +0.
k=1

Pour tout z € | Z R, (z) = zf'(2)

11.5.3.1. |ak| <2 donc p>1. De plus pour z =1 |ak1k| = |ak| n'a pas de limite donc .

. . 1 1 . .
Autre méthode: observons que suivant la parité de & on a |ak| =1 ou . d'ou I'encadrement - < |ak| <1 qui fournit
1>2p>1.
R , R nw 1 nmw)
I1.5.3.2. Avec ce qui précede si z € -1,1] ZRn(m) =zf'(z) ou f(z)= Z sin— 4 —co 57]3:” .
n=1 n
, . nT o, . nmw = onr o, X » 2pt x
D'une part Zsm—x cvpour z € |-1,1] car [sin—| <1 et Zsm—a: = Z(—l) x =—
2 2 D) =~ 1+
1 1
D'autre part Z—COS%IETL cv pour z € |-1,1] car Zcosth <1 et
n
X (=P -1
Z—cos—x = Zu =—In(1+2%).
i = 2p 2
1 1 227 l—z—2” —2°
D'ou f(z) = L 5 —=In(l+2%), flz)= 5= e 5 — L > = ad :132 5 L et finalement
14+2° 2 1+z° (1+z°) 14z (I+2z%)

Pour € | 11[s |5 Ry (@) = o1t 8 — 2
our z € |-L1[: L (2) =1 —m———
n=0 (1+.CL'2)2




PROBLEME 2
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0 w, 0 2 2
%o, 02 1 Lo 1 3
w, 0w, 0 2_2[‘2 0 9t 0 2 0 8
LL W=, 0 w 0] |1 1 1 3 '
20 2.2 =0 o S0 o -0 =0
0 wy, 0 wy 2 2 2 8
" ’ ) Les| [g 3 o 2
0 —C 0 = 2 =
ot 26 % 8 16
L.2.
1o Lo
2
050§ 1
detW, = 1 par L, < L, —5L1
00 — 0
8
020 2
8 16
1 3
- 0 =
2 8| L3
o Loof-dp By E )L
8 813 5| 832 64) 2
3, 5 8 16
8 16

Ja—
w
—
<
I

1.9.1. J, j;dt:w lej; COStdt:[sint]g:().

=
95
o

= j: cos" ! tcostdt = [Sil’l tcos™ ! t}g — j: —(m +1)cos™ tsintsintdt

—etTede m—+2

d'ou

= O+(m+1)j:cosm15(17cos2 tydt =(m+1)J,, —(m+1)J __,

(m+2)J +J,, |

m+2 (

J, =0 donne en particulier pour tout p : J2p+1 0]

dot J, == —=J

L.3.3 On a d'autre part 2kJ,, = (2k—1)J,, ,

ﬁ%—l p2k71 2%) __(p)! Eziw

k=1 kl 22p(p!)2 0 9%

. V2
Si k>1 <e, / ek>=7f0 cosktdt =0.

2 pr 1 pr
Si i>1 j>1 <e |/ e.>:—f cositcosjtdt:—f (cos(i+ j)t + cos(i — j)t)dt
v J mJ0 TJOo
0+0 si i=j
“lo+1 sioi=j

I1.2. La famille (e),...,e,,) est donc orthonormée, elle est donc libre, c'est donc une base du s.e.v. qu'elle engendre i.e.

H,,(e).



it —it \™ m m
1 b (20— 1 it i ,
IL.3. ’Um(t) — cos™t = [6 -;6 ] o 2 :[\7]; it —i(m—k)t : § :[;]‘net(Qkfm)t — z : mezrtelr(mfﬂﬁ)t via k=m—k

m
=om Z Efn s(2k —m)t en prenant la demi-somme des deux sommes précédentes

= Z[iﬁ cos(2k —m)t et on obtient ainsi une combinaison linéaire des e, .

De plus si %<k§m alors 2k —m € [1,m]

si 0< on peut écrire cos(2k —m)t = cos(m —2k)t et m —2k € [1,m]

k<2

2
m :
si k=— (et m pair) cos(2k—m)t=¢(t)

ce qui permet de préciser que v,, € vect(e,,...,e,,) = H,(e).

Sim=0 ¢,,=1

Sim=0

= X2 = | (envisager k=0 et k=m).
m+§ m——

qm,m

k rEm

II.4. Pour tout k € [0,m] wv, € H, (e) donc v, € H,(e). Par conséquent H,,(v) = vect (vo,... v ) est
un s.e.v. de H,,(e).

Par ailleurs la matrice @), de la famille (v .,vm) dans la base (e e,,) est triangulaire supérieure a termes

0+ 03

) ) est libre.

diagonaux ¢, , non nuls, elle est donc de rang m+1, ce qui prouve que (vo,..., m

Donc dim H,,(v) = m+1=dim H,,(e) et finalement |H,,(v) = H, (e)|

m m
—11'5' En observant que Um+1 = qm+1,m+1em+1 + qu,m+1ek ou qm+1,m+1€m+1 1 Hm (6) et qu,m+1e € H’”( ) ou
- —()

m

m+1 Z qk m+1 k

1

m+l i
22

obtient que le projeté orthogonal de v sur H,(e) est p(v

m+1

Alors |dy, = ||Um+1 RRACH )” - quﬂ,mﬂemﬂ “ - ‘qurl,erl‘ -

n

z [k 1] n(n+l) n
n . —_
I1.6.1. La matrice (@), étant triangulaire supérieure det(), = qooH ., =1x H
1

1]]”_;[1]21: 2) (1) 2 2
5 - -

2
2

Soit: det@, =2

" ='Q,Q, car la base (€y,---»€,) est orthonormée.

I1.6.2. On observe que w, . =<, / v > dou W, =

D'ou |detW, = (det Qn) =2| et on retrouve det ;.
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