Mines-Ponts 2020 MATH 2
M.SAADAQOUI § B.BAKHOUCH
LYDEX ( BENGUERIR)

A. Préliminaires

1. En égalisant le coefficient de X™ dans I'égalité (1+ X)*" = (1+ X)" (14 X)", et en utilisant que

(1) =(," ) por0<h<nona
()-S50

2. A Tlaide de la formule de stirling n! e n"e~"2nm, on a

2n\  (2n)! 2n) e 2 Anx 4
n (n!)2 too  2mnPntle=2n T /r /p

. 1 Mlgr 1 kot
3. Pour « € |0, 1], par décroissance de f : ¢ — o ona s < T < t .k > 2,ce qui donne
k k-1

ntat "1 ™ dt
1 — <1 — <1 -
+/2 = < +k§ka_ +

1

nt1 dt 1 _ I—a
“ 1+1—((n+1)1a—a1_0‘) ~ 2
—

. D’ou le résultat.
+oo 1 —

0<a<l, doncl+f

Pour a > 1 , par comparaison série intégrale, on a cette fois-ci:

1 B /+°° dt *i /+°° dt 1
(—1)(n+1)*" nt1 14T ke = ( —1)no-t

k=n+1

+o0
1 1
Les deux extrémes de I'inégalité sont équivalents a m, donc kzznﬂﬁ ol m.
x 2 / Todt
— + 3
(@ W@ ) (o)
Todt 1 Todt I
Pour tout x > 0, onaOS/ 5 < / = (z) , donc
o (Int) In(x)/y, (Int) In(x)

4. On obtient la relation [ (z) = par une simple intégration par parties.

0 < 1 /”C dt < 1 0

ﬁ
~I(z) )y (Int) ~ In(z) +oo
D’ou le résultat.

On a

T

’ — +00 , donc
In (x) +oo ’ In (2)

Toodt T .
+/2 —(ln t)2 =0 (E) , ce qui donne [ () ol @



a—1)..(a—=n+1)
n!

+0o0
5. PouraeR,(1+x)a:1+Za(

n=1

DE-C5) e .

1
Pour a = —— , on obtient =
2 n! 4n n

™ pour tout = € |—1,1].

()
+00 n
Veel-1,1] ,(1—z) =1+ 24—nx”
n=1

B. Marches aléatoires, récurrence

6. Pour tout z € |—1,1[ ,|P(S, = 0) 2" < |z|" , donc la série Y P (S, = 0) 2™ est convergente pour
tout = € ]—1, 1] donc le rayon de convergence de la série définissant F' est > 1.

De méme pour G.

F et GG sont les sommes de deux séries entieres de rayon de convergente R et R’ > 1, donc sont de
classe C* sur leur intervalle ouvert de convergence et en particulier sur |—1, 1] puisque min (R, R’) >
1.

La fonction z — P (R = n)z™ est continue sur [—1,1] et pour tout = € [—1,1] ,|P(R =n)a"| <
P (R =n).

La série Z]P’ (R = n) est convergente, donc la série ZP (R =n)x™ est normalement convergente(
n>1 n>1
donc uniformément). Donc G est continue sur [—1,1].

(R =n),cn- €st un systéme complet d’événements, donc

n>1

G(l)—ZIP’(R—n)—]P’(U (R—n)) =P (R # +00).

P(Sl 7é O, ceey Sk,1 7£ O, Sk - O,Xk+1 + —|— Xn - 0)

Les variables aléatoires 51, .., .S, sont des fonctions X, ..., X} donc Sy, ..., Sk, Xpi1 + ... + X, sont
mutuellement indépendantes, donc:

P((S,=0,)N(R=k)=P(S;1#0,....5% 1 #0,S. =0) x P(Xp11+..+ X, =0).
Les variables aléatoires étant de méme loi, donc:

P(Xk+1+...+Xn=0) = Z ]P(Xl :ak+1)...P(Xn_k:an) :P(X1+...+Xn_k:0) :P(Sn_k

ag41+...+an=0

Donc P((S,=0,)N(R=k)=P(R=k)xP(S,_x=0).

D’apres la formule des probabilités totales, on a:

P(Snzod)zfp(snzod |R=k)P(R=k)

k=1
D’autre part P (S, =04 | R =k) = 0 pour k > n.
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10.

Pourk <n,onalP(S,=04| R=K)P(R=k) =P((S,=0,)N(R=k)) =P(R=Fk)xP(S,—xr=0).

Donc

ED(SE ::Od):: jf:]p<]%3: k) X P)an,k ::0)

. Pour tout = € |1, 1],

+00 +oo
Fz)=P(So=0)+> P(S,=0)a"=1+» P(S, =0g)a" ,P(S=0) =1,
n=1 n=1
puis & par la question précédente, on a:
+oo
F(r)=1+)Y P(R=k)P (S, =0)a".
n=1

Les séries entiéres définissant F' et G sont de rayons de convergences > 1, donc d’apres le produit
de Cauchy pour les séries entiéres, on a:

Vee|-1,1] ,F(z) =1+ F(2)G(x).

1
De I’égalité précédente, on a pour tout x € |—1,1] ,G (z) # 1l et F (z) = =G
-G (x
Si G/(1) # 1, alors lim F(z) = — = !
' O Y T I TG T 1-P(R£ 10)
Si G (1) =1, alors lim F (z) = +o0.

r—1~

n—-+o00

n
Soit A > 0, > ¢, est une série divergente et a terme positifs donc lim (ch) = +400.
k=0

n N
Il existe N € N tel que : Yn > N ,ch > 2A. Soit P (x) = chxk, P est continue et P (1) > A

donc il existe a € ]0, 1] tel que V& Ek]lo— a,1[ ,P(z) > A .
+o0 +0o0
On a donc pour tout Vz € |1 —a, 1] ,chxk > P (x) > A. Donc i:rr% chxk = +00
k=0 k=0
On peux raisonner aussi comme suit:
+oo
La suite (c,),, est positive, donc la fonction f : z — ch:r" est croissante sur [0, 1[. Soit L € Rt =
n=0

p
R* U {+00}. Supposons que L est fini, on a pour tout = € [0,1[ et p € N* | f (z) > ch$”
n=0

p
puis par passage a la limiteen 17, on a L > ch pour tout p. La série Y ¢, étant & terme positif,
n=0
donc > ¢, est convergente, ce qui est absurde.
+0o0
Si P(R # 4+00) = 1, alors d’aprés la question 8, Z]P’ (S, =04) 2" — 400 lorsque z — 17, donc

n=0
+oo

par contraposée du résultat de la question 9, la série ZP (S, = 04) est divergente.
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11.

12.

13.

14.

1
Si P (R # +o00) < 1, alors xlir?_F(x) =1 PR Z o0

= L € R. Par croissante de F' sur [0, 1],

on a

p
Vpe N vz € [0,1[ .Y P (S, )z <ZIP> yz" < L

Par passage a la limite en 17, on a Z]P’ (S, = 04) < L pour tout p € N* ce qui assure la convergence
n=0
puis c’est une série & terme positifs.

P(Y,=1) = < N (Si—Si # 0)) P (krjo (X1 + o+ X, # 0)) —P (;QZ (X1 + oo+ Xy # 0))

Donc P(Y; = 1) = P (”hl (Si_p % 0)) —P(R>1).

OnaNn:iYH—l(go , donc FE (N, —1+ZE —1+iP(R>i).

i=1 =1

k—+o00

La suite ((R > k)), est décroissante, donc lim P(R > k) =P (Qk (R > z)> =P (R = 400) puis

1
par Cesaro, on a lim —» P(R>1i)=P(R = +400), donc

n—+oo N
=1
. E(N,) I R ,
lim = lim —4+-) P(R>1i)=P(R=+00).
n—-+o0 n n—+0oo 1, n

=1

C. Les marches de Bernoulli sur Z
X, +1

Posons Y; = suit la loi de Bernoulli B (p) , les (X;), . sont mutuellement indépendantes,

donc les Y; aussi

suit la loi B (np) .

2 1 1
OnaP(Sy,:1=0)=P (SénJrl = %) =P (Sénﬂ =n+ 5) = 0 puisque S5, est & valeurs
dans Z.

OnaP (S, =0)=P(3, =n)= (?)p" (1-p)" = (?) (pq)" -

D’aprés la question précédente, on a F'(x) = 1+ ZIP’ (S, =0)z" =1+ Z]P’ (S, = 0) 22

n=1

)

+oo

n n n n 1 , .

_1+Z< ) x? :F(x):1+z4—n(4quf2) :m(dapresa)
n=1

D’aprés 8, G (z) =1 — m =1—+/1—4pga2.
x

P(R#+00) =G (1) =1—T—dpg=/T—dp+4p2 = \/(p—q)* = |p—dql.
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15.

16.

A Taide de la question 5,

2n
+o0o n
VIZo=1-) mron ="

<2n> (Qn)
+0o0 +oo
n n
G =1—+/1—4dpgz? = ———— 7 (4pqz?)" = — g
(x) V1 —4dpgx nE_122” n—1) (4pg?) nE_l Gn=1) (pq)" x
Par unicité de développement en série entiére, on a:
(Qn)
P(R=2n+1)=0etP(R=2n)=—"(pg)"

(2n —1)

()

1
Sip:q:ﬁ,alors]P’(R:2n) =

C4n(2n —1)
n +o0o
OnaE(N,) =1+ P(R>k) ,onaP(R>k)= Y P(R=2i).
k=1 2i>k+1
+00 +o00
P(R > 2k) = Z P(R=2i) = ZIP’(R:22’).D’autrepartonaIP’(R:22’)

2i>2k+1 i=k+1

puis a l’aide de la question P (R = 2n)

1
n;:-oo 2ﬁn3/2 ’

+oo

2
i—+o00 ZZ ﬁ (2i)3/2

=k+1

1
et > —— est convergente et a termes positifs, donc par les relations de comparaions, on a:
i3/2 ; )

“+oo

“+o00
2 1 1 1
P(R > 2k) ~ — S E—
( ) e i:zk;lﬁ (20)/* \/2@;1@3/2 n—too /7 (2k)M*

1
De méme P (R > 2k + 1) e Vi 2kt 1)1/2.

Donc P(R > k) ~

1
et W Encore par les relations de comparaisons

1 (&1 2/n
7 (5)

~ .
n—-+4oo n—-+oo ﬁ

E(Nn):1+zn:]P>(R>k) ~

D. Un résultat asymptotique

n n
Pour 0 <k <n,0<a, <a, donca,B, = Zanbn,k < Zakbn,k = 1,ce qui donne que a,, <

k=0 k=0

1

By,

m n—1 m
Par décroissante de la suite (a,),, on peux écrire: 1 = E Apbm—r = E agbm—r + E Apbm—r <
k=0 k=0 k=n

Qo <mek> + ay <mek> = Qg (mek> + Gan,n
k=0 k=n k=0

Donc 1 < ag (B, — Bi—n) + an (mek> .=ao(Bn— Bm_n)+ anBn_y
k=n
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— 0

17. Posons ¢ (n) =m,, , on a Byn)—n ~ Byny €t Bum) — Byn)-n

Posons Byn) = Byny—n + €n avec g, — 0, I'équivalence B ;) ol By se traduit par e, =

0 (Bow)

Pour n assez grand, on a 1 < qg (Bw(n) — B@(n),n) + @B,y —n < GoEn + an (B, +0(By))

Donc 1 — age,, — ano (B,) < a,B, <1.

La suite (a,B,),, est bornée, donc a,o(B,) = o(a,B,) =0(1) — 0, et donc par passage & la limite

1
dans l'inégalité précédente, on a : lim a,B, =1, donc a,, ~ —.
n—-+o00 +0o0 Bn

C 1
18. Onab, ~ — et Z — est divergente, donc par les relations de comparaisons on a:
n
"1

k=1
Posons ¢ (n) = n? , par B,z o Cln(n?) =2CIn(n) , By_, o Cln(n*—n)=2Cln(n) o B,2.

C A
On a b, ~ —, il existe ng € N* et A > 0 tel que Vk > ng , b, < =
n—+oo N,

1 _ "t 2
Pour n assez grand, on a By n)—Byn)—n = Z b, < A Z E / - = Aln < 2n ) —
n2—n n—mn

k=n2-n+1 k=n2-n+1
0

i 1
+o00 Bn +oo C'ln (n)

E. La marche aléatoire simple sur Z? : un théoréme d’Erdss et Dvoret-
zKy

19. Posons B! = (S, =0) ,B} = (S, =0,Sk+1 #0,..., S, # 0), alors :
P(By) =P(Sk = 0)P(s,=0)(Sk41 # 0, ..., 5, #0)

D’autre part P(g,—0)(Sk+1 # 0,...,5, # 0) =P(g,=0)(Sk41 — Sk #0,...,5, — Sk #0).
Pour j > k41,5, =Sy = Xit1+ ...+ X,,, les variables Sy 1 — S, ..., S, — Sk sont des fonctions de

Xki1,- -+, X, et donc indépendantes de Sy, = X + ... + X puisque les variables aléatoires (X;)
sont mutuellement indépendantes, donc

P(SkZO)(Sk:-i-l 750’>Sn 7é 0) :]P)(Sk-i-l _Sk 7&077‘971 _Sk 7&0)

Avec un raisonnement analogue a celui de la question 7., on a alors

P(Sk+1_sk #07-",511—5167&0) - Z P(Sl :C’/ly-”aSn—k:an—k) :P<Sl #07---75n—k7é0))

A1, Oy — 1 F0
Donc P(S; #0,...,5,-x #0)) =P (R >n — k) ce qui donne:
P(By) =P(S, =0P(R>n—k)

D’apres la question 17, on a a,,

1EN*

OnaB!NBE =0sik#k et ByUB}U...U B! =, donc:

1= iIP’(B,?) - ip(sk — 0)P(R > n — k)



20. Si on pose X; = < if > avec (g;,¢,) € A=4{(0,1),(0,-1),(1,0),(—1,0)}

21.

i
E1+ ... + Eapn

- 0 ,
gt = o etlene) e

alors (X7 + ... + Xo, = 0) si et seulement si {

e1+...+¢ey, = 0
On note C,, = {8 = (e1,€l, ..o €n, 65,) tel que (g;,¢)) € A et { 5,1 . +€zn — 0 }
(SQn = 0) = ]P)(Xl + ...+ X2n = 0) = 86% (Xl = (8178/1) 7X2 = (6278/2> "'7X2n = (€2n7‘€l2n>>

Par indépendance mutuelle des variables aléatoires (X;),, on a:

P(Sgn = 0) = P(Xl T Xgn = 0) = Z]P)(Xl = (6175/1))]?()(2 = (52,8,2)) P (Xgn = (527175,2”))

eeChp

Les (X;), sont mutuellement indépendantes et de méme loi que X, donc:

P (Sa, = 0) = G)Qn d 1= (}1)% Card (C,) .

EEC’FL

Il s’agit donc de dénombrer I’ensemble C,.
Pour avoir €1 + ... + €9, = 0, on doit choisir k cases pour la valeur 1 et k cases pour —1 puis le reste

2n\ (2n —k
doit étre des zéros, ce qui donne ( ) ( > Pour un tel choix on a :

k k
k élts égaux 1 k élts égaux -1 2n—2k élts égaux 0
7\ AL AL
Vs ™~ Vs N ™~
T]..]1 T[..[-1][0[0]---]---] 0
0 0 0 0
-~ o N —~ — ~ —

Les ¢/ ici sont imposés Les ¢ ici sont imposés Ici il faut autant de 1 que de -1

(€5,€) € A, doncsie; =1 oug; = —1, alors €, = 0. Les 2k cases choisis avant imposent des valeurs

pour les &) | pour les 2n — 2k cases restantes on a ¢; = 0 donc ¢, € {—1, 1} ce ce qui impose de de
choisir n — k cas pour 1 et n — k cases pour —1 , donc le nombre de choix possibles est

(O CR) e () - S0 G - GG

Il suffit donc de varier k£ pour avoir,

20\ o (1 on\ >
Card (C,,) = ( > (k) = ( ) ( d’apres la question 1).
k=0

n n

o () ()

Par un raisonnement analogue a a question précédente on a IP (Sy,.; = 0) = 0, donc:

Donc

1= QZHIP’(S% = 0)P(R > 2 (n — k))

k=0

En posant by, = (Sor, = 0) et ap, = P (R > 2k).



On a

n n 2n
> agbuk =Y P(Syu=0PR>2n-2k)= >  P(S;=0)P(R>2n-j)
k=0 k=0 7 pair ,0<5<2n

D’autre part, on a P (S;4+1 = 0), donc

n 2n
Zakbn_k = ZIP’(Sj =0)P(R > 2n — j) =1 ( d’apres la question 19)
k=0 =0

La suite (ay), est strictement positive et décroissante et la suite (by), est strictement positive et
vérifie les hypotheéses de la partie D.

b_lzn2n2 m 2><i_i
" \4 n ) +oo \\/mT/1 42n '

™ ™

D’autre part, on a:

Donc, d’aprés la question 18, on a a,, = P (R > 2n) ol ) ol o)
o In(n) +oo In(2n

OnaaussiP(R>2n+2)<P(R>2n+1) <P(R>2n), donc

™

(F>2n+ >+oo In(n) +oo In(2n + 1)

On en déduit que P (R > n) ol 7<T R
% In (n

1 1
Pourn >2,0< — <
In (n)

E(N,)=1+Y P(R>k) N (Zﬁ) .
k=2

k=1

donc la série ) diverge . Par les relations de comparaison, on a:

In (n)

3

D’autre part, la fonction t — est continue, décroissante et positive sur [2, 400, de plus

1
In (t)

o dt .
f;r 07 diverge, donc

— 1 nodt n
~Y —_— ~U d7 \ 1 t. 4 )
,;m (F) noo Jy Tt ntoo In (| APIOS Ia question 4)

Finalement, on a:
n

E (N,

" nﬂfjroo ﬂ-ln (n) ’



