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Un corrigé

1 Etude de la fonction ¢.

1.1. d € C®°(R) et Vt, d'(t) =1 —sin(t) > 0. d est donc croissante sur R. La croissance est méme
stricte car d’ ne s’annule que sur J + 27Z. d réalise ainsi une bijection de R dans son image
d(R) = R. On remarque que

YVt >0, d(t) > d(0) >0

En particulier (quand on divise par ¢ > 0 on ne change pas le sens des inégalités)

— cos(t)

1
vt > 0, <1

et bien sur kcfos(t) > 0 provient (pour ¢ > 0) de la positivité des numérateur et dénominateur.
1.2. § est de classe C2 sur R et
vt, 8'(t) =t —sin(t) et §(t) =1 — cos(t)
En particulier §” est positive, ¢’ croit et est positive sur RT et
vt >0, 5(t) > 6(0) >0
On conclut comme plus haut que

1 — cos(t)

Vi >0, 0<
t2

<

N =

2. t— 1_(;725(” est continue sur R™ et on a des problémes d’intégrabilité aux voisinages de 0 et de

+00. Au voisinage de 0%, la fonction est bornée (on vient de le voir ; on montrerait aisément que
la fonction est prolongeable par continuité par la valeur 1/2) et donc intégrable. Au voisinage
de 400, elle est O(1/t?) et donc aussi intégrable. Elle est finalement intégrable sur RT et son
intégrale sur R* existe a fortiori.
Siz>0,t— 172738(15)6_9“ est continue sur R™ et dominée par t 17(;735@) dont on vient de voir
l'intégrabilité. Par comparaison, elle est intégrable sur RT et ¢(x) existe a fortiori.

3.1. On a too 1

o) —plan) = [ G ity g
0

Si 1 < g, la fonction intégrée est positive sur RT et on a donc ¢(z1) > ¢(z2). ¢ est ainsi
décroissante sur RT. Comme elle est minorée (par 0) elle admet une limite finie en +oo (théoréme
de limite monotone).

3.2. D’apres 1.2 on a (en vérifiant que les quantités écrites existent)

+o0 /3
Vx>0,0§90(33)§ﬁ/ e—ﬂmfdtzE
0

Par encadrement, on en déduit que
li =0
Jm ()
4.1. 11 s’agit d’utiliser le théoreme de continuité des intégrales a parametres.

1—cos(t) .
-V >0, t— %()e 2t est continue sur RT*

-Vt>0, x— “ji‘gs(t)e*xt est continue sur RT



1—cos(t)

L‘f(t) Tt < — Le majorant est indépendant de x et est intégrable

- Vx>0, Vt >0, Z e

sur R,
Ainsi, ¢ est continue sur R*.
4.2. 11 s’agit d’utiliser le théoreme de régularité des intégrales a parametres.

-V >0, t— 1*37‘;5(%—“ est intégrable sur R

1—cos(t) _ e

- V>0, x— %()e 2 est de classe C' sur RT* de dérivée x — —
1— _

C?S(t)e at

1— t) —
cos(t) ot

-V >0, t— — est continue sur RT*.

- Va >0, Vz > aq, ‘—1_%’5@6_“
sur Rt (car a > 0).

¢ est ainsi de classe C! sur RT* et

too 1 _
Vo >0, ¢ (z) = —/ Ctos(t)e_xt dt
0

< ae™ ™. Le majorant est indépendant de x et est intégrable

4.3. D’apres 1.1 on a (en vérifiant que les quantités écrites existent)

+oo Q
Vo > 0, OS—(p'(ac)Soz/ e gt = =
0 X

Par encadrement, on en déduit que
lim ¢'(z) =0

T——+00
4.4. 11 s’agit a nouveau d’utiliser le théoréeme de régularité des intégrales a parametres.
-V >0, t— —1_%05('5)6_” est intégrable sur RT (conséquence du théoréme utilisé en 4.2)
-Vt>0, x— —1_%05('5)6_“ est de classe C! sur R™* de dérivée x +— (1 — cos(t))e !
- Vz >0, t— (1 —cos(t))e " est continue sur R**.
- VYa >0, Yo > a, |(1— cos(t))e ™| < 27", Le majorant est indépendant de x et est intégrable
sur R (car a > 0).
@ est ainsi de classe C? sur R et

+o0
Vz >0, ¢'(z) = / (1 —cos(t))e ™" dt
0
4.5. On a 1 — cos(t) = Re(1 — e%) et donc (par linéarité du passage & I'intégrale)

Ya > 0,/ (1 —cos(t))e ™ dt = Re </ (e~ — et(i_;,;))>
0 0

) t=a
_ Re et 6t(7,—x)]

+

x 1P —x

t=0

FEn faisant tendre a vers +o0o pour x > 0 fixé, on obtient

1 1 1
Vx>0,<,0”(x):Re<+, >=—
xr i—x
4.6. Il existe donc une constante c telle que

1
Ve >0, ¢/(z) = In(z) — 5 In(1+ 2% +¢

En faisant tendre x vers 400, on obtient ¢ = 0 et donc

Vz > 0, QDI(IIE) =In (\/1:—5’_7>

2



On remarque que
lim ¢'(z) = —o00

z—0t

Comme ¢ est continue sur R™, un corollaire des accroissements finis indique que ¢ n’est pas
dérivable en 0 mais que sa courbe présente en 0 une demi-tangente verticale.

5.1. On a )
1 1
zln _r =—zln|l+ — ~ —— —= 0
2 +1 22 ) a—+oo x x—+oo

5.2. Une intégration par parties donne

:rn 9 _ N 9 x_ x
/01(1+t)dt [tIn(1+¢%)] 2/0

et ceci représente une primitive de la fonction continue t — In(1 + ¢?) sur Pintervalle R par
théoreme fondamental.

t2

e dt = z1n(1 + ) — 2(z — arctan(z))

5.3. On en déduit, avec I’expression de ¢’, I'existennce d’une constante c telle que

1
Ve >0, p(r) = zln(r)—z— §xln(1 + %) + = — arctan(z) + ¢
x 22
= 3 In <1 +x2> — arctan(z) + ¢

Avec 5.1 et 3.2 et en faisant tendre x vers 400, on obtient ¢ = 7/2 et donc
Ve >0, p(z) = g — arctan(x)
5.4. @ étant continue en 0, on obtient

p(0) = lim o(z) =

z—0t

N[N

2 Etude de l'existence de J,,.

1.t +— %@) est continue sur |0, 7/2] et équivaut a ™! au voisinage de 0. Pour m > 1, elle

est donc prolongeable par continuité en 0 et finalement intégrable sur [0, 7/2] (et a fortiori, son
intégrale existe).
2. Une intégration par parties donne

w<a<h [ Smt<t>dt:[1<;os<ﬂ b [,

t2

L’intégrale du membre de droite ainsi que le terme tout intégré admettent des limites en 0 et
+00. En opérant les passages a la limite a — 0 et b — 400, on a donc

T 1 — cos(t T
J1=/ tg()dt:¢(0)22
0

3. t +— et est continue sur [7/2, +oo et t — 1/t est de classe C! sur cet intervalle. On peut opérer
une intégration par parties pour obtenir

o ' , a ikt ] cikt a ikt ]
> t = t
#0, Ya > 7/2, /ﬂ/2 ; |:ikt:|7r/2+/7r/2ik‘t2

ikt
| < T
une limite quand a — co. De méme, le terme “tout intégré” est de limite nulle en +00. On peut
donc faire tendre a vers +oo pour obtenir I'existence de Ij.
Si k = 0 alors la fonction & considérer est t — 1/t et c’est une fonction de Riemann non intégrable

au voisinage de 0. Comme elle est positive, son intégrale n’existe pas. Finalement,

Comme

7 est intégrable au voisinage de +00, I'intégrale du membre de droite admet

1
|



I;; existe si et seulement si k& # 0

sin(t) = (eit _ eiit)m = 1 (™ _ kei(m—Qk)t

k=0

4.1. On a

Par linéarité du passage a l'intégrale, on a donc

Vo € [g, +oo[, /Tr; sin’:(t) dt = (221)m i (7;) (=1)* Lo ()

4.2. Sim = 2p—+ 1, on obtient

. T g2t (4) 1 T rp+d i
Va e [574-00[7 /ﬂ/?t dt = m kz_: < k )(—1) Iyp—ty+1()

2(p — k) + 1 étant impair est non nul et tous les termes de la somme admettent une limite

quand x — 4o00. On peut ainsi passer a la limite aussi dans le membre de gauche ce qui donne
s 2p+1

I'existence de 7:;30 M Avec la question 1, on a finalement 'existence de Jop1.

4.3. Pour m = 2p, on a cette fois

. 2p

s T sin?P(t) 1 2p i
™/ k=0

Dans le membre de droite, tous les termes admettent une limite quand x — 400 sauf celui pour

k = p qui tend vers +o0o (en rentrant le facteur dans la somme et puisque Iy(x) — +o0o quand
x — +00). On a donc

T 302D t
lim M dt = 400
o=too fupp b

et Jo, n'existe pas.

3 Calcul de Jy,y;.

1.1. La fonction h, est paire (le raccord se fait bien en —) et ainsi,
vn, bn(h:p) =0
De plus

2 ™
Vn, an(hy) = / oS (Et) cos(nt) dt
™ Jo s

Comme 2 cos(a) cos(b) = cos(a + b) + cos(a — b), le calcul de I'intégrale est aisé (n & £ est non

nul par hypotese sur x) et donne
(—1)"zsin(x)
22 _ n2n2

Vn, an(hg) =2

1.2. Comme h, est de classe C' par morceaux et continue, sa série de Fourier est normalement
convergente sur R vers h, et donc (avecla convention de ’énoncé, c’est ag/2 qui intervient dans
la série de Fourier)

sin(x) 2z sin(z)
Pour ¢t = 0, on obtient
sin(z) = 2z sin(x)
e A |
x + nz:l( ) 22 — n2n?



2.1. f étant continue sur le segment [—1, 1] est bornée sur ce segment et

S+nm dt T 4w
il <l [* % et (2
Z4+(n—1)mw 13 2 + (n )7’['

2

La quantité dans le logarithme est de limite 1 quand n — +o0 et donc

lim v, =0

n—-+0oo
2.2. Le changement de variable u = ¢t — nm donne (compte-tenu de l'imparité de f)

/2 —1)"sin(u /2 f(sin(u
o [ IS g gy [ S0,

—r/2 U+ nmw —rj2 U+ nT

Par ailleurs, en posant v = —u, on a

[ dn // fsin@)

—mj2 U+ NT —v+nm

On en déduit que

o = (—1)" /0”/2 (f(sin(u)) B f(Sin(U))> du = (—1)" /0”/2 : —2uf(sin(u))

u+nm —u + nm u~+ nm)(—u+ nm)

ou encore

™/2 94 f (sin(u
%:(_m/o 2uf(sin() o, _

w2 — n2n2
2.3. On a

)|l
Vt € [0,7/2], Jun(t)] < o
Le majorant est le terme général d’une série convergente (il est O(1/n2)). On a donc convergence
normale de ) (up) sur [0,7/2] (ce qui entraine la convergence simple sur cet ensemble).
2.4. Comme les u,, sont continues, la convergence normale prouvée indique que S € C°([0,7/2]).
2.5. Comme Y (uy) converge normalement sur le SEGMENT [0, 7/2], on est dans le cas simple
d’interversion. Y (u,) converge et

too +oo w/2
Z’Yn:ZNn:/O S(t)dt
n=1 n=1

s

2.6. Soit > 7/2 et ny I'unique entier tel que z € [§ + (ny — 1)m, 5 + nym[. On a alors, par
relation de Chasles,

gt S St
/2 t k=1 S+ (ng—1)7 13

Quand z — 400, ny — +o0 et Y 7y Y — foﬁ/Q S(t) dt. Par ailleurs,

z i gtnam g T4+ ngm
/ T ) < 7o [ L=l (20 0

S+(ne—1)7 T+ (ng—1)m % + (nz — 1)71' T—+00

On en déduit que

T—-+00

o fsne) [
lim /7r/2tdt_/() S(t) dt



2.7. ¢ - LEn)

sin(t)

@ = %:g(o) — f’(0) quand u — 0). Cette fonction est donc intégrable sur [0, 7/2].

t— M est continue sur |0, 7w/2] et prologeable par continuité en 0 (par la méme valeur f/(0)
car t ~ sin(t) au voisinage de 0). Cette fonction est donc intégrable sur [0, 7/2].
2.8. On déduit des questions précédentes que

o0 f(sin(t)) T f(sin@t) [T flsin@®) | [ f(sin(?)) ™/ f(sin(t))
/0 dt—/o L dt /0 +/7r tdt_/o Tt

est continue sur ]0,7/2] et prologeable par continuité en 0 (limite f'(0) car

t sin(t) t /2 sin(t)
LR | [P [ fsin)
_ /O L /0 S(t) dt /0 n)
/2 sin sin
= / g(t) dt avec g(t)=S(t) + fsin(®) f(. ®))
B t sin(t)

g est continue sur |0, 7/2] et prolongeable par continuité en 0 avec g(0) = S(0) — f/(0) = —f(0).
3.1. Pour f = Id|_; ) (qui vérifie les bonnes hypotheses) on a (question 1.2)

“+o00

vt €]0,7/2], St) = (-1)

n=1

n 2tsin(t) 1 sin(t)
t2 — n2x2 t

et avec la question précédente,

- /OW sin(t) /07r/2 (1 _ sin(t) N sin(t) sin(t)) gt — 0

sin(t) t t sin(t)

c’est a dire

T
Jl - 5
3.2. On utilise cette fois f(t) = t3. On obtient
+0o0 . 3
) 2t sin(t) ) sin®(t)
_ 2 _ 2
S(t) = Sln (t);(—l)nw = Ssin (t) — ?
puis avec 2.8 (comme en 3.1, les termes se simplifient)
/2
J3 = / sin?(t) dt = T
0 4
3.3. On utilise plus généralement f(f) = t*P*1. On obtient
+o00 . s opa]
) 2t sin(t) _ sin“P (t)
_ 2 _ 2
S(t) = S1n p(t) ;(_1)nt2—7127r2 = Sin p(t) — f

puis avec 2.8 (comme en 3.1, les termes se simplifient)

w/2
J2p+1 = / sin2p(t) dt
0

Une intégration par parties done alors

w/2
Jopr1 = (2p — 1)/ cos?(t)sin®P~2(t) dt = (2p — 1)(Jap—1 — J2p+1)
0

ou encore oy 1
p J—
J: = Jop_
2p+1 % 2p—1
et on montre enfin grace a une récurrence que

(2p)! =
VpeN, J = —
P T (ph)? 2



