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A. Quelques exemples

1)

2)

3)

cos(@) sin(f)

sin(@) —cos(0)

S(6) est une matrice orthogonale et symétrique donc S(0)% = S(0)7S(0) =
I, alors I, possede une infinité de racines carrées.

Posons pour tout 8 € R, S(0) = (

Soit R une racine carrée de I, supposons 3P € C[X] tel que P(») = R,

0
alors dx € R tel que (x x) =R,doncx*=1

0
Les matrices cherchées sont I, et —I.

Soit %B(ey, ez, e3) la base canonique de C3 et u e L (C3) vérifiant u(e;) = 0,
u(ez) = xe; et u(es) = ey + yep ou x,y € C, alors uz(el) =0, uz(eg) =0 et
uz(eg) = yxe;.
0 x
00 vérifient R(x)> = Aot x € C*.
00

Soit R une racine carrée de A, supposons 3P € C[X] tel que P(A) = R.
On sait que A% = 0, donc Ja, b € C telles que al3 + bA = R, donc R =

a 0 b

0 a 0.

0 0 a

Ona R* = A% =0, donc R est nilpotente donc a = 0, alors bA = R.

Or R? = A et R? = b* A?> = 0 ce qui est absurde, par conséquent R n'est pas
un polynéme en A

Donc toutes les matrices R(x) =

OR | —=H—

Existence. A est symétrique réelle donc orthogonalement diagonalisable,
c’est a dire AP € @,,(R) et 3D = diag(A1,..., A,,) telles que A= PDP™!, po-
sons A = diag(\//l_, . \//l_n), carlesA; >0et R=PAP" ! onabien R>= A
et R est une racine carrée de A qui est symétrique car’P = P~ et elle est
définie positive car ses valeurs sont strictement positive.

Unicité. Supposons qu’elle existe Ry, R» € .4, (R) telles que R% = R% =Aet
R1, R, sont définies positives.

Soit A1 € Sp A, les polyndmes X — VA et X+VAsont premiers entre eux car
A >0, par application du théoréme de décomposition des noyaux, on a
alors : Ker(A— Al,) = Ker(R? — AI,) = Ker(R; — VAI,) @ Ker(R, + VAIL).



R; est définie positive, donc Ker(R; + \/Xln) = {0}, alors Ker(A—- A1) =

Ker(R; — \/Zln), par conséquent Ker(A—A1I,) = Ker(R; — \/%In) =Ker(R, —

VL)

Donc VX e Ker(A—AIL,), Ri X =Ry, X or €B Ker(A-AI,) =R" donc R, =
AeSpA

Ry, I'unicité en découle.

Existence et calcul d’'une racine carrée

n
4) Légalité U? = T est équivalentea Vi, je{l,..,n}, t; j = Z Ui pUp,j.
p=1
En tenant compte que ces matrices sont triangulaires supérieurs ie Vi >
j,tij =u;,;j=0.

n
2 _ 2 . N _ .2 . . _
Alors U” = T est équivalente a ¢; ; = Z UjpUp,i = U;; etpour i # j, tjj =
p=1

ui,iui,]- + ui,]-uj,]- + Z ui,pup,j

1=p=n

i<p<j
Donc U? = T est équivalente au systeme donné.
T est inversible donc les #, , # 0, ces nombres possédent deux racines

carrées opposées de la forme x, +iy,, —x, — iy, avec xp, yp €R.
Six,>0,onprend uy,,=x,+iy,

Si x, =0, on prend uy,, = i|yyl, évidement dans ce cas |y,| > 0.

Avec ce choixonaura Vi, je{l,..,n},u; ; + ujj#0.

On retrouve le terme général de U, en donnanta jlesvaleurs i +1,i+2,...,
dans la 2 emme équation du systeme.

5) x4 est scindé dans C, donc A est trigonalisable, alors 3P € GL,(C), 3T
triangulaire supérieure a termes diagonaux non nulles puisque A est in-
versible telle que A= PTP™L.

par application de la question précédente U € ./, (C) triangulaire supé-

rieure telle que U? =T, alors PUP™ )2 = PU?P ' =PTP ' = A, donc A

possede une racine carrée.

Si on suppose que les valeurs propres de A sont dans C, alors tous les

Lj,j € C, soit alors j € {1,...,n}, posons tjj= rjeief avec 0 €] —m, 7|, alors
9

\/Tje'? estuneracine carrée de ¢; ; de partie réelle strictement positive,
0
o0

onprend u;j;=./rje'?.

Donc A possede une racine carrée dont les valeurs propres sont stricte-

ment positive.



C. Algorithme de Newton

6)

7)

8)

9)

Soit (i, j) € {1,..., n}*, alors

Il
M= :
™M= —%

| AB|?

In In
M T
M= 1=

(5

< ||A||2||B||2

Alors |ABI < Al I BI.
Puisqu’on est dans C posons my = H (X —A)™, alors det(ma(B)) =
AeSpA

[] det(B-AIL,)"*. Donc
AESPA
m4(B) est inversible si et seulement si VA € SpA, det(B— AI,;) # 0 si et
seulement si VA € SpA, A ¢ SpB sietseulementsi SpANSpB=o0.
Supposons M # 0 telle que AM = MB, par récurrence Vp € N, APM =
MBP, donc VP € C[X], P(A)YM = MP(B).
En particulier ma(A)M = Mm4(B), donc Mm4(B) = 0, donc m4(B) ne
peut pas étre inversible car M # 0, alors SpANSpB=0.
Supposons que SpAN SpB # @, alors m4(B) est non inversible d’apreés ce
qui précede alors m4(*B) est non inversible, alors SpANSp’B # o.
Remarque On peut le faire directement car SpB = Sp’B.
Soit A € SpAn Spt B, alors 3X, Y des vecteurs colonnesnonnuls; AX =1X
et 'BY = AY, alors AX'Y = AX'Y et X'YB = AX'Y, la matrice carrée
M = X"Y est non nulle car elle posséde au moins un terme non nulle et
vérifie bien AM = MB.
Soit H € ., (C), alors F(X + H) — F(X) = XH + HX + H>.
Lapplication X — X H + HX est linéaire et || H2|| < |H|? par la ques-
tion 6, alors H> = o(| H|), donc F est différentiable en X € M5, (C) est
dFx(H)=XH+ HX.
Ker(dFx) ={He #,(C) | XH+ HX =0} et on a dFx est inversible si et
seulement si Ker(dFx) = {0} car dFx est un endomorphisme sur un es-
pace .4, (C) de dimension finie.



10)

11)

12)

Supposons que Sp(X) N Sp(—X) # 9, alors 3H # 0 telle que XH = H(—X)
c’est la question 8, donc Ker(d Fx) # {0}, donc d Fx est non inversible.
Réciproquement si d Fx est non inversible, alors 3H # 0 telle que XH =
H(-X), donc Sp(X) nSp(—X) # o c’est la question 7.

Donc d Fyx est non inversible si et seulement si Sp(X) N Sp(—X) # 0.
Donc dFy est inversible si et seulement si Sp(X) N Sp(—X) = o.
Supposons qu'’il existe x € .4, (C)\{0}, tel que X(x) = 0, alors —X(x) =0,
donc, 0 € Sp(X) N Sp(—X) ce qui est absurde. Donc X est inversible.

Les valeurs propres de v'A sont de partie réelle strictement positive, donc
Sp(X) N Sp(—X) # o et par application de la question 9, dFx~+ est inver-
sible.

Lapplication .#,(C) — #,(C); X — X? — A est de classe €' car ses
composantes le sont sur .4, (C), alors I'application :

D: #,(C) — L (M, (C); X — dFx est continue.

Lapplication det étant aussi continue, alors ¢ = detoD est continue, comme
@(X™) = det(dFx+) # 0 car dFx~ est inversible alors ¢ est non nulle sur
tout un voisinage de X*, par conséquent 3r > 0 tel que VX € B(X*, 1),
dFy est inversible.

Remarque : C’est facile de vérifier que VX, Y € 4, (C), VA€ C, dFx,)y =
dFx+ AdFy, doncl'application D : X — dFx est continue car .#,(C) est
de dimension fini.

Ona F(X*) = X*? — A=0 par définition de X*, donc G(X*) = X*.
Pour montrer I'égalité donnée on montre que d Fx+ .y (G(X™ + H) — G(X™))
H? puisque X* + H € B(X", r) et dans ce cas dFx«, y est inversible. On a:

dFx-n(G(X"+H)-G(X")) = dFx-u(GX"+H))—dFx-+n(G(X"))
= dFx+yq(X"+H) - F(X" + H) —dFx+u(X")
= dFx+,g(H)—-F(X* + H) cardFx-, g est linéaire
= (X*+H)H+H(X*+H)—(X*+H)2+A
= H? Calcul

Pour montrer I'égalité donné on inverse et on montre dFx+ g = dFx* +
dFy égalité évidente et on conclut par I'inverse car dans ce cas dFx+;p
et dFx+ sont inversibles.

Les applications X — dFy et g— g_1 sont continues, par composition
I'application ¢ : X — (dFx) ™'



LX)
sup
xz0 1XI

Sur 'espace £ (#,(C)) on définit une norme par |[|L]| =

Le L (M, (C)).(Cest hors programme).
Alors VH € 4,(C); ILCEDI < LI HII.
@ est continue et B(X*, ,1') est un compact donc (p(E(X *,r)) est un com-
pact alors 3C >0, VX € B(X", 1), lloX)|l = |||(dFX)_1||| < C.Donc
VX € BX*,1); ||GX) - X*|| = |GX) - GX™)| < ldEx)~ || X - X*||°
par la question 11 et 6.
Donc VX € B(X*,r); |GX)-X*|<C|x-x*|?

13) On ignore la comparaison du nombre C et de 1, donc I'inégalité donnée
n’est srement vraie pour k = 0.

Peut étre on doit montrer que Yk e N, || X.—-X* || <

(p \/E)Zkﬂ
C

Sous les conditions 0 < p < min(1, — —) (%), ona

\/_\/_
VO ok (pVO)?
c T WwVOT T

VkeN*; <p\/6p<r, car (%)
Linégalité donné est vraie pour k = 0.

(p \/E)Zkﬂ
C

Soit k € N* supposons que || X - X" = ,alors || X —X*|| = r

donc X € B(X™, r) et on peut calculer G(Xy), de plus;
(p \/E)2k+2 3 (p \/E)szrZ
C? B C '

X~ X[ = |60 - X*| < €[ X~ X* [P < C
La récurrence s’applique et le résultat est vraie pour tout k € N.

De plus pv/C < 1 avec la condition donné et par conséquent lim Xj =
k—+o0

X™*. La suite (Xj); converge vers X" I'un des points fixe de F.

Forme équivalente

14) Supposons que (Xj) est bien définie, alors Vk €N, dFx, est inversible.
Montrons que la suite (Uy) est bien définie et que Vk e N, Uy = Xj.
La relation est vérifié pour k = 0.
Soit k € N, supposons que Uy = Xy, montrons que Uy = Xg41-

On a alors dFy, = dFx, qui est inversible, alors I donne dFy, (Hy) = A—
U; donc Hy = (dFy) " (A-U}) = —(dFy) " (F(Uy)) = Ugs1 — Uy, donc
Ugs1 = Uk — (dFy) " (F(Xp) = Xi - (dFx,) ™ (F(Xp) = Xpq1.-



15)

16)

Réciproquement : Supposons que la suite (Uy) . est bien définie par X, =
Uy et la relation I et montrons par récurrence que Vk € N, X; est bien
définie et X;. = Uy.

La relation est vraie pour k = 0.

Soit k € N, supposons que X = Uy, 'équation Uy Hy + Hi U = A— U,‘%
s'écrit dFy, (H) = A— U,% qui possede une unique solution Hy = U4 —
Uk, donc dFy, est inversible, donc Xz = Xj — (dFXk)_l(F(Xk)) =Uk -
(dFy) ™ (F(UL) = Ugs1.

D’ou le résultat.

Les conditions de la question 14 sont vérifiées, donc Vk € N, dFx, est
inversible, d’apres la question 9 la matrice Xj est inversible et Xj = Uk,
donc Uy, est inversible.

Montrons par récurrence Yk € N, Vi est bien définie et que Vi = Uy.

La relation est vérifié pour k = 0.

Soit k € N, supposons que Vi = Uy commute ave A, alors Vi existe et
inversible de plus Vi, = E(Vk +V 1 A) existe, reste 2 montrer que Vii1 =
Ui+1-0Ona

1 1
UiGr + GUp = zUk(Uk_lA—Uk)+§(U,;1A—Uk)Uk
= A-U; car AUy = Ux A

Donc Uy = U + G = U + %(Vk + Vi A) = Vi + %(Vk_lA— Vi) = %(Vk+
V' A) = Vj41. Puisque Vi A = AV, alors AV, ' = V' A, donc Vi41A =
AV

Montrons par récurrence que Yk € N Vi € {1,...,n},3A;; >0, / Vi(e;) =
/lk,ie,-.

Pour k = 0larelation est vérifiée. Soit k € N, supposons Vi € {1,..., n}, 3N ; >

1
0, / Vi(e;) = Ak, ;e;, alors Vk_l(ei) = n
k,i
Vi est diagonalisable dans une BON donc symétrique et définie positif

car ses valeurs propres sont > 0, donc Vi est inversible et

1 _ 1 _
Vi€ {1, Vi (en) = S (Vile) + Vg YAley) = 5 Akiei+ Vg "(Aie) =

e; .

1 A o
> (Ak,iei + /l—le,-) qu’on peut écrire sous forme Vi1 (e;) = Ax41,;€; avec
k,i

A .
Ak,i+ —’) > 0 et le résultat est vraie pour k + 1.

1
A L= _
k+1,i 2 /1k,i



17) SoitkeNetfe{l,..., n}alors:

1 A 1 2
Aesre—VAr== (Ak,e + —Z) ~VAg=—— (Ak,[ - \/A_é)

2 Ak, 2A ke
1 A 1 2
et Ags1,0+ VA= > (Ak,é + H‘Z) +V A= T (ﬂlk,é + \/M)

Aeste =V Ae (ﬂk,é - \/17)2

Donc =
ﬂkyg + v/ ﬂ[

k1o + Ve -

La relation demandée est évidente pour k =0 car V = uI,,.
Soit k € N, supposons qu’elle vraie pour k, alors

Aer1,e— VA (Ak,z—\//l_z)z (,u—\//l_z

Merre+vVAz \ Ao+ Ae p+ /g

currence, et la relation est donc vérifié al’ordre k + 1
18) Les Ay et u sont strictement positifs, alors |u—1/A¢| < p+ /Ay, donc le

2k
=V

B+ A

2k12
) c’est’hypothese de ré-

rapport tend vers 0 a 'infini.

Mk+1,é - \//1_£| < |/1k+1,€ - \//1_€|
Ve Akrie + Ve

Or Vi = Pdiag(Ak,1,...» Ak,n) 'p, donc par continuité de I'application M —

PM'P, Jim V= Pdiag(v/A1,..., VA P etona [Pdiag(y/ A1, ..., V/An) P
—+00

A, alors (Vi) converge vers I'unique racine carrée de A.

Donc Ay41,,—V/ Ae tend vers 0 al'infini, car

Stabilité

19) On calcul pour cela (Vo+A) (Vg ' =V AV Y = I,-AVy ' +AV T +AV; TAV;
On doit montrer que (AVO_I)2 =0.0na AV, 'AV; ! =eAV; G C]-T |/

Or pour tout i € {1,...,n} C; est un vecteur propre de V) = VA associé a
1
la valeur propre v/A;, donc V,C; = \/A;C;, alors VO_ICZ- = \/_A_Ci donc

1

2
€
(AVO_I)2 =—C; C]-TCi C]-T VO_1 =0 car C]-TCi = 0 puisque les colonnes de

o

1
P forment une BON de R".
Alors (Vo +A) (V' = V' AVy Y = I, donc Vp + A est inversible et 1'égalité
demandée



20)

On alors:
]./\ —~—1
1 = E(V0+V0 A)
1
= E(V0+A+(VO+A)‘1A)
_ 1 -1 —1A1/-1
= SMo+A+(5 - 'AVTH A
1 17,2 . | 2

1
= Vo+;A- VoAVt A)

1 —
EtV; = E(VO + VO_IA) = Vp pour les mémes raisons. Donc A} = V; -V} =
l _y=1a1-1
2(A Vo AV, A).

On montre par récurrence que In € R, Yk e N, Ve=Vo+ nkA.

Légalité est vraie pour k = 0, c’est la définition de T/B.

Soit k € N supposons que le résultat est vraie a I'ordre k, alors

Ve =5 (Tt T )

Par application de la premiere équation de la question 19, on obtient
Ve = v ogRystavg

1
Or V0_1Ci =——0C;et CJ-TVO = (VWCj) T car W est symétrique, donc CjT Vo =

%

Ai
(VoCp" =/A;C] . Alors

—

1 _ e

Vil = 5(V0+n’<A+ WV L =nfvstavyh A
1

= S+ A+ Vo A= Vgt Avg A

1
= U+ z(n’CA —nfvylavyta)

€ E‘//lj
. -1 -1 4 _ -1, T _ T _
Mais V, "AV,, "A=E¢€V, C,C]- Vo——Cle Vo =
i

Vi Vi VA

— ’I]k /1]' . 1 A]'
Donc V41 =Vo+—=|[1-1/=|A.Doncsionprend = | 1—1/=| =1, 0n
2 /li 2 Ai

obtient Vir1 = Vo +n**1A.



21) (T/;) x converge si et seulement si n| < 1.

1 [A;
Cette condition est équivalente a > 1- )L_] <1.
i

Donc si le conditionnement est inférieur a 9 alors la suite (T/\k) k converge
etvers V= V A al'infini.

Pour vos remarques ... sadikoulmeki@gmail.com



