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Abauzit Gabriel

Partie I

1.(a) On effectue successivement les opérations élémentaires suivantes : Ly, < Ly, — A Ln—1,..., Ly < Ly — A1 L.
(b) On proceéde par récurrence sur n.

e Le cas n =1 est immeédiat puisque V(\) = 1 pour tout A € C.
e Soit n > 2 tel que

VL) = [T Ge=x)

1<j<k<n—1

pour tout (A1,...,An_1) € C"~1. Soit (A1,...,\,) € C", on développe le déterminant obtenu précédemment selon la
premiére colonne :

A2_>\1 ... )\n—Al n
VAL, ) = =V M) [Ji =2 = ] x—=x)
M2 = ADATT2 . (A = M)A 2 i=2 1<j<k<n

par hypothése de récurrence.
2. Soit (ay,...,a,) € C™ tel que
n
> afr=0
k=1

En dérivant cette égalité on a

> Aarfi =0

k=1
pour tout ¢ € [0,n — 1]. Comme fj ne s’annule pas pour tout k € [1,n], (aq,...,a,) est solution du systéme
o7 + ... 4+ Qp = 0
)\1&1 + ...+ )\nOln = 0
A?71a1 + oo+ Ala, = 0
Le déterminant de ce systéme est V(A1,...,A,), il est non nul car Aq,..., A, sont deux a deux distincts. Le systéme
admet donc une unique solution et, comme (0, ..., 0) est solution, alors (aq,...,ay) = (0,...,0) donc (f1,..., fn) est
libre.
Partie 11

1. Soit y € Ker K, alors BA*y = 0 pour tout k € [0, N — 1] donc y = 0 d’aprés [c], d’ott Ker K = {0}. D’aprés le
théoréme du rang rg K = N —dimKer K = N.

2. Supposons qu’il existe y un vecteur propre de A dans le noyau de B. Soient y € CV \ {0} et A € C tels que
Ay = My et By = 0. Alors BA*y = \* By = 0 pour tout k € [0, N — 1] donc Ky = 0. Ainsi Ker K # {0} et d’aprés le
théoréme du rang rg K = N — dim Ker K < N — 1 ce qui contredit [d].

3.(a) Soit k > N, la division euclidienne de X* par x4 s’écrit X* = y4Q + Py avec Qi € C[X] et P, € Cy_1[X].
D’aprés le théoréme de Cayley-Hamilton x 4(A) = 0 donc A* = P, (A). (Notons que le résultat reste vrai pour k < N—1
en posant P, = X*¥ € Cy_[X]).

(b) Supposons qu'il existe y € CV \ {0} tel que BA*y = 0 pour tout k € [0, N — 1], alors BA*y = BP,(A)y = 0 pour
tout k € N car P, € Cny_1[X] donc I'application ¢t — Bexp(At)y est identiquement nulle, ce qui contredit [b].



4. Soient Ay, ..., A, les valeurs propres (deux a deux distinctes) de A. A est diagonalisable donc
n
= @ Ker (A - N\In)
i=1

Soit i € [1,n] et y; € Ker(A — \Iy), alors A¥y, = AFy; pour tout k € N donc exp(At)y; = e*ity; pour tout
t € [0,400]. Soit y € CV tel que Bexp(At)y = 0 pour tout ¢ € [0,+oc], il existe y1,...,y, tel que y = Y1 | y; avec
y; € Ker(A — \;Iy) pour tout 7 € [1,n]. Ainsi

Vt € [0,+00[,0 = Bexp(At)y = ZBeXp (At)y Ze/\ 'By;
i=1

La famille (f1,..., fn) est libre d’aprés la question 2 de la partie I donc By; = 0 pour tout ¢ € [1,n]. Si y était non
nul, il existerait 7 € [1,n] tel que y; # 0, par suite y; serait un vecteur propre de A dans le noyau de B ce qui contredit
[a], donc y = 0.

5. On a montré les implications [b] = [c¢] = [d] = [a] et dans le cas ou A est diagonalisable, on a montré que
les propositions [a], [b], [c] et [d] sont équivalentes.

Partie 111

1. Soit X € CV, alors (AX, X) = {(AX)X =!X'AX = ' XAX = —(X,AX) = —(AX, X) donc Re (AX, X) = 0.
Soit A € C une valeur propre de A et X € CV \ {0} tel que AX = A\X, alors (AX, X) = \MX, X) = )| X||? donc
Re(A)||X||*> = 0 et comme X # 0, alors || X|| # 0 donc Re (A\) = 0 et \ est imaginaire pure.

2. Le systéme est un probléme de Cauchy, il admet donc une unique solution d’aprés le théoréme de Cauchy-Lipschitz.
Soit p(t) = exp(—(A — B*B)t) X (t), alors ¢ est de classe ¢! sur [0, +oo] et

vt € [0, +oof, 22(#) = exp(—(A — B*B)t)%(t) — exp(—(A — B*B)t)(A — B*B)X(t)

= exp(—(A — B*B)t)(A — B*B)X(t) — exp(—(A — B*B)t)(A — B*B)X(t)

Ainsi ¢ est constante et

Vt € [0, +00[, X(t) = exp((A — B*B)t)p(t) = exp((A — B*B)t)p(0) = exp((A — B*B)t)X,

3. Soit t € [0, 00|,

LIx P = X0, x0)
{2
(2

e 0 50
‘2+< X(0)

=2Re(AX (¢ , 2Re (B*BX(t), X (¢))
—
—(BX,BX)
_ s

Ainsi 4| X (t)[|> < 0 donc ¢ — || X (t)|| est décroissante. Finalement || X (¢)|| < ||X(0)|| pour tout ¢ € [0,+00], c’est &
dire || exp((A — B*B)t)Xy|| < || Xo]|- Ceci valant pour tout Xo € CV, on a ||exp((4 — B*B)t)|| < 1.

4. L’application ¢ — || X (¢)|| est décroissante et minorée par 0 donc admet une limite finie en +o0o0. Comme de
plus 0 < || X (¢)]| < || Xo]| pour tout ¢ € [0,+o0c[, on a 0 < L < || Xo.

5.(a) t — || X()]|? est constante donc 4[| X (¢)|? est nulle donc ||[BX(t)||? = 0 puis BX(t) = 0 pour tout ¢ € [0, 400]
d’aprés la question 3..



(b) BX(t) = 0 pour tout ¢t € [0,+oo[ donc 4X(t) = AX(t) puis X(t) = exp(At)X, pour tout t € [0,40c[. De

plus Bexp(At) Xy = BX(t) = 0 pour tout ¢t € [0, 400 donc ¢t — Bexp(At) X est identiquement nulle. Or A est diago-
nalisable donc [b] est vrai d’aprés la question 4. de la partie I, donc Xo = 0. Comme de plus 0 < L < || Xp|,ona L = 0.

6.(a) La suite (X (t,x)))ren est bornée d’aprés la question 4. donc admet une valeur d’adhérence d’aprés le théoréme
de Bolzano-Weierstrass.

(b) Soit t € [0, 400], alors
Vk € N, X (tym) +1) = exp((A — B*B)(tym) +1)) = exp((A — B*B)t) X (tyk)) W exp(t(A — B*B))& = £(t)
car (A — B*B)t,) et (A — B*B)t commutent.

(c) Soit t € [0,+o0[, Il
k—

limite. On peut alors appliquer la question 5. & £ qui fournit L = 0.

Ifoo(t‘p(k) +t) = +oo donc kEToo | X (tory +t)|| = L d’ou [[£(t)]] = L par unicité de la

7.(a) Supposons par absurde qu’il existe €9 > 0 et (£, )nen strictement croissante tels que ||exp((A — B*B)t,)|| = o
pour tout n € N. Ainsi pour tout n € N il existe y,, € CV tel que |ly,|| <1 et || exp((A — B*B)t,)ynll = ||ynllco car la
boule unité est compacte en dimension finie, donc la norme d’opérateur est atteinte. Quitte a considérer uzfin (Yn est
non nul), on peut supposer que |y, || = 1 pour tout n € N auquel cas || exp((A — B*B)t,)yn|| = €o pour tout n € N.
La suite (Y, )nen est bornée donc admet une valeur d’adhérence d’aprés le théoréme de Bolzano-Weierstrass, soit alors
Yoo € CN et o : N — N strictement croissante telle que ngrfoo Yop(n) = Yoo- Par suite, pour tout n € N,

| exp((A — B B)ty(n))Yooll = [l exp((A — B*B)tyn))ynll — || exp((A = B*B)tyn)) (Yoo — Ye(n)) |
> g0 — |[lexp((A = B*B)t ) ||| Yoo = Yot |
<1
>3

pour n assez grand, puisque [|Yoo — Yu(n)ll < B pour n assez grand. Cela contredit la question 6.(c) selon laquelle
lirf | exp((A — B*B)ty(n))Ysoll = 0 (en considérant Xy = yo. comme condition initiale).
—+00

(b) Soit k € [1,n] et yr, € CN \ {0} unitaire tel que My = Ay, alors || exp(Mt)yx|| = ||e*tye|| = eBe )|y || d’ou

(Re A)t _ || exp(M#)y |l

e
[yl

< llexp(MD)]| > 0
donc lim e®e )t = d’ott Re A\, < 0.
t——+o0

(c) On décompose xps sur C :
Xm = (X = A1) (X =A™

avec mq, . ..,m, € N*. D’aprés le lemme des noyaux on a :
n
chN = @Ker(M — XNIn)™
i=1

Soit i € [1,n] et y; € Ker(M — X\;In)™i, alors pour tout ¢ € [0, +00],

mifl k
t
exp(M — NIn)tyi = ) M= MIn) Yy = Qi(t)ys
k=0
avec QQ; = Z;gl Xk—,k(M — X In)*. Par suite, comme M et \;Iy commutent, on a :

exp(Mt)y; = exp(\iInt) exp(M — NIy )ty = e Qi(t)y;

Soit y € CV, il existe y1,...,yn, tels que y = > 1, y; et y; € Ker(M — \;Ix)™ pour tout i € [1,n]. Par suite

> exp(Mt)y,

=1

lexp(Mt)y|| =

> eQi(t)y:
i=1

< (max |yi||) SR,
=1

1<i<n



Notons tout d’abord que y +— maxjgi<n [|y:i|| est une norme, bien définie par unicité de la décomposition de y.
Il existe donc p > 0 tel que maxi<icn ||yil] < pllyl| pour tout y € CV par équivalence des normes en dimension

finie. De plus pour i € [1,n], ReA; < 0 et Q; est polynomiale donc 1131 e Tt t||Ql( )] = 0. Comme de plus

i(t)]]- On pose également

t|—>e o

c= f% min;¢;<, ReA; > 0, on a alors

;(t)|| est continue, elle est bornée sur [0, +0o, on pose M; = Sup;c(g 4 oo e it

| exp(Mt)y|| < uIIyHZMe = ||y||Ke!

avec K = pu> 1 | M; > 0. Ceci valant pour tout y € CV, on a ||exp(Mt)|| < Ke=“ pour tout ¢ € [0, +00].

8. Si A et B ne vérifient pas [a], alors il existe A € C et y € CN \ {0} tels que Ay = \y et By = 0 de sorte
que (A — My — B*B)y = 0. Ainsi pour tout ¢t € [0, 4o00[, comme A et A — B*B commutent, on a :

lexp((A = B*B)t)yll = eV exp((A — My — B*B))yll = ||y

car les valeurs propres de A sont imaginaires pures d’aprés la question 1., donc |[|lexp((A — B*B)t)|| > 1 et on ne peut
avoir la convergence (2).

Partie IV

1. (iA)* =(iA) = —iA* = —iA donc iA est antihermitienne, les résultats de la partie précédente pourront donc étre
utilisés ici avec 1A et B.

2. On effectue une double intégration par parties :

1 27

ck(wy) = o wo(z)e”F dx

e—ike 127 1 2™ dwo ik
- {w‘)(x)—zmkh ik A gy @e e

=0

dwy  e~ike]?T 1 T dPawg ik
B {dx(x) 27rk2]0 _27rk2/0 dx? (z)e ™ da

=0

1 d2w0
T2\ a2

Ainsi d’apres I'inégalité de Cauchy-Schwarz et sachant co(wp) =0 :
1/2 2\ 1/2
1 d2w0 1 d2w0 s 2
St X 1o (5)| < (S ) (S (G]) -V
kez* ke

kEZ kez*
d’apres 1’égalité de Parseval.
3. On pose pour (t,7) € [0, +oc[xR, fi(t,x) = exp((ikA — B* B)t)cy (w)e*®

d2w0

2 1/2

o |[f(t,2)ll = llexp((ikA — B*B)t)ck(wo)ll < [lexp((ikA — B*B)t)[[lck (wo)|l < [l (wo)ll et 3 [k (wo)]| converge
donc la série Y fi converge normalement sur [0, +0co[xR et w est bien définie.

afk

e De méme H A (¢, ) H < |ker(wo) | et Y [|ker(wo)|| converge donc la série ) | % converge normalement sur [0, +-0o[ xR

et ainsi w est derlvable par rapport a x.

o De méme

A fr

H (t,2)|| < llikA = B*Bl[|[ex(wo)[l < (IK[[[A]l + |B*BI[)[|ex (wo) |

et Y (|E||All + || B*B|)|lck(wo)|| converge donc la série > % converge normalement sur [0, +oo[XR et ainsi w est
dérivable par rapport a t.



e D’aprés ce qui préceéde :

ow

ow
bt =%

e (t,z) — B*Bw(t, x)

(t,z) = Z(ikA — B*B) exp((ikA — B*B)t)ci(wp)e™™
keZ

o w(t,r) = w(t,x + 27) car x +— e'** est 2m-périodique pour tout k € Z.

o La série Y fi(t,-) converge normalement (donc uniformément) sur [0,27], on peut donc permuter les symboles
série /intégrale :

27 ) 27 "
/O w(t,z)dz = exp((ikA - B B)t)ck(wo)/o e dy

kEZ

Or pour tout k € Z*, f027r e’k dx = 0 donc

/ ! w(t, z)dx = co(wg) =0
0

e Pour r € Ron a:

w(O, x) = Z Ck(wo)eikm _ wo(x)

keZ

4. Soit & > 0, > ||k (wo)||? converge donc il existe p € N* tel que

e
S llewwo) I < —

kEZ
|k|>p

Ainsi, pour tout ¢ € [0, +o0], on a :

) . . . €
> llexp((ikA — B*B)t)ex(wo)[|* < > |lexp((ikA — B*B)t)||* [lex(wo)[|* < =
\§|E>Zr |§\€>Z <1

Par suite :

/0 [w(t, )| dz S/O k%llexp((ikfl—B*B)t)ck(wo)ll dx
=21 ) | exp((ikA — B*B)t)cx(wo)||* + 2w > |l exp((ikA — B*B)t)ey(wo)||>

kEZ kEZ
|k|Zp |[k|<p

€ . «
<3 +27 Z | exp((ikA — B* B)t)cx (wo)||?

keZ
|kI<p

Soit k € Z, alors
lexp((ikA — B Bfjex (wo)” < llexp((ihA — B BY1) [ lex(wo) |, —» 0

Il existe donc t, € [0, +00] tel que || exp((ikA — B*B)t)cx(wo)||? < Tr@p—) Pour t = ty. Posons T' = maxy|<p ty, alors
pourt>T,on a:

> llexp((ikA = B*B)t)er(wo) |2 <
i '
| <p

Finalement, pour t > T, on a :

27
/ lw(t,z)||*dr <
0

. 2m 2 o
donc tL1+mOO Jo " Nw(t, 2)|[*de = 0.



Partie V

1. Soit N : Y = /|| BY |2 + |[BAY]]2, alors N est une norme sur C2. En effet les axiomes d’homogénéité et de
séparation sont immédiats et pour Y3, Yy € C2,

N(Y1+Y2)? = (B(Y1 + Ya),e1)? + (B(Y1 + Ya), €2)® + (BA(Y1 + Y2), €1)® + (BA(Y1 + Ya), €2)* = || Z1 + Zo]|3

ol (e, eq) désigne la base canonique de C?, et ot Z; = ((BY;,e1), (BY;, ea), (BAY;, e1), (BAY;, e3)) € C* pour i €
{1,2}. Comme || - ||2 est une norme, elle vérifie 'inégalité triangulaire donc

NY1+Y2) = Z1+ Zs|l2 < | Z1]l2 + [ Z2]l2 = N (Y1) + N(Y2)
ainsi N vérifie I'inégalité triangulaire, c’est donc une norme. Finalement, il existe C7, Cy > 0 tels que
VY € C2,Gi|[Y |2 < || BY|” + || BAY |2 < Co|[Y|J?

par équivalence des normes en dimension finie.

2.(a) X}, résout le probléme de Cauchy suivant :

% = (ikA — B*B)X),

Xk(O) = Ck(wo)

(b) Soit Y € C¥, alors d’aprés I'inégalité de Cauchy-Schwarz et 'inégalité arithmético-géométrique :

|BAY|[* + || BY|]®
2

[Im(BAY, BY)| < [(BAY, BY)| < [|BAY[[|BY ]| < < %HYII2

Posons g¢ = C% > 0, alors pour tout & €]0, go[, pour tout k € Z \ {0} et pour tout ¥ € CV :

ECQ

° Im(BAY, BY
km< < 2w

Y|?* < Y[*P<SIY)?

IV < 2|7<1|” (IS || I

done 3[[Y[[? < Lk (Y) < SV

(c) Xy est dérivable donc t — L. ;[X%(t)] est également dérivable et de plus d’aprés la question 3. de la partie

I, ona:

w = 2| BX,(¢)|* + = Tm <BAdX’“( )7BXk(t)> +—Im <BAXk(t)7de)?€(t)>

= 2| BX, ()| + %Im(BA(ikA — B*B)Xx(t), BX(t)) + %Im(BAXk(t), B(ikA — B*B)Xx(t))

(d) On a d’apres 'inégalité de Cauchy-Schwarz :
| Im(ik BA* X (t), BXk(1))| < [K{BA*Xy(t), BXw(t))| < kI BA Xk (1) [|BXk(8)]| < k||| BA?|[[| X5 ()| BXw (2)]]
De méme :
[ Im(BAB* BX(t), BXi(t)| < IBAB*B|[[| Xk ()| BXk (1)l < K[| BAB B|[| X1 (8) [ | BXk ()]l
| Im(ikBAX},(t), BAXy(t))| = k||BAX(t)]?
De plus A étant hermitienne, (BAXy(t), BB*BX(t)) = (X (t), AB*BB*BX(t)) donc :
I Tm(BAXy(t), BB*BX(t))| < [[AB" BB™|[[| X () [ | BXk(t)[| < K[| AB" BB*|[[| X () || BX ()]
Ainsi, en posant Cs = |||BA?||| + || BAB*B|| + || AB*BB*||, on a

dLe k[ Xk (t)]
— < —2||BXy(t)|* — e BAX(t)|* + £C3 || X (8) ||| BX (1)
(e) D’aprés la question 1., | BAX(t)|| = C1 || Xk (t)||>— || BXk(t)||? et d’aprés la question (b), L. x [ X5 (1)] < 2| X5 (t)[|*
Soit Cy > 0 quelconque et £ €]0, o[, alors d’aprés la question précédente,

AL ;[ Xk(t)]

oo < ixopr (0

Xk (@)l



avec P. = (¢ — 2)X? +eC3X +¢ (%C4 — Cl). Le discriminant de P. est A, = (Cg —6C, +401)e? + (12C4 — 401 )e.

Posons Cy = $C1 < 3C et €1 = min (%, %0) €0, [, alors pour ¢ €]0,&;1[, on a A, < 0 donc P est de

signe constant sur R. De plus P.(0) =« (%C’4 — C’l) < 0car O < %Cl, donc P. est négatif sur R. Finalement

Vit € [0, +ool,

M + eCyLe k[ Xi(8)] <0

(f) On pose pour t € [0, +o0|
(1) = Lo [ Xu(t)]e™ "

Alors @ est dérivable et

%(t) _ <d£s,kc[lfk(t)] (t) + 504£5,k[Xk(t)]) 65C4t <0

d’aprés la question précédente. Ainsi ¢ est décroissante et pour tout t € [0, 400/,

Le [ Xk(1)] = p(t)e = < p(0)e™=" = Lo [Xk(0)]e =

3. D’aprés la question 2.(b), on a :
X017 < 2L k[ Xk (6)] < 2L, [X5(0)]e ™" < 3] Xk (0)] 26~

Ainsi, en posant K = /3 et ¢ = 2eCy > 0, on a || X5 (t)|| < Ke™||cx(wo)].-

4. D’apreés ’égalité de Parseval, on a :

Lo 2 2 2 —2ct o KPem o 2
3 | o oPde = S IX01 < K22 Y )P = S5 [ Juo(a) e

keZ kEZ

(/02“ |w(t’$)|2dﬂ«“> < Ke ¢ (/027r ||wo($)||2dx)

d’oll

1/2 1/2



