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EXERCICE 1
1. Ona:
z—0 X
“ 0 0,0
y—0 Y y—>0
e : N of of

donc f admet des dérivées partielles premieres en (0,0), et 6—(0 0) = 9y —(0,0) = 0.

2. Onalf(z,y)| <y* <|(z,9)||3 ot ||(x,y)]2 = /22 + y2. Donc pour tout couple (z,y) non

nul, 1yl < Va2 4y A1ns1 lim S@y) = 0, donc f est différentiable en (0, 0)
Iz, )ll2 z.y)—(00) [[(2,y)]2
et df(o’o) = 0.
EXERCICE 2

1.

Une partie A d’un espace vectoriel normé est un compact si et seulement si de toute suite
de points de A, on peut extraire une sous-suite convergente dans A.

Soit (yn)nen une suite d’éléments de f(A). Pour chaque n € N, il existe z,, € A tel que
yn = f(x,), comme A est une partie compacte et (x,)neN est une suite d’éléments de A4,
il existe une sous-suite (7,(,))neN qui converge vers un élément a de A. Puisque f est
continue, la sous-suite y,(,) = f(7,(n)) converge vers b = f(a) € f(A), donc f(A) est un
compact.

L’'image réciproque d"un compact n’est pas nécessairement un compact, comme le montre
'exemple de I'application f définie sur R par f(z) = e'®. En effet, le cercle unité C est un
compact de C, mais f~!(C) = R n’est pas un compact.

PROBLEME : PHENOMENE DE GIBBS
Partie préliminaire

1.

. sint | . e
a) La fonction t — —— étant continue sur |0, 7] et se prolonge par continuité en 0,
p gep

donc elle est intégrable sur |0, 7].

(b) Ona:
oo & t2k+1
R, sint = 1)
vVt € R, sint ;( )(2k+1)!

sint . .
La fonction t —— % est développable en série entiere en 0, en effet, V¢ # 0, on a:

+2k

Z 2k:+ 2k +1)!

t=0
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et comme le second membre vaut 1 en 0, alors on peut écrire :

tQk
(2k + 1)!

Comme toute série entiere est uniformément convergente dans l'intérieur de son
disque de convergence, alors, en particulier, la série précédente est uniformément

convergente sur [0, 7| et par conséquent :

o0 [e.9]

. Slnt 2% . _ k
I_/ ZO 2k+1 /t dt = " (=1)Fuy,

k=0
7T2k+1

AVEC Uk = ok 1).(2k + 1)1

n

(a) La suite <7T

n!
,n.n—i—l_
On a (n+1).(n+1)! nm
" n2+2n+1
. n.n!

T
< ‘> est décroissante.

nnl), <

n

n.n.

) est convergente ; c’est le terme général d'une série convergente.
n>0

< lcar (3n < n? 4+ 2n + 1), donc la suite

. ) T .. . "
(b) Puisque la suite <'> est décroissante et (u,, ),en est une sous suite de < ') ,
>1 1) p>1

alors E (—1)uy, est une série alternée et on peut donc écrire :
kEN

7T2n+3

(2n+3)(2n + 3)!

|Rn| < Unp+1 =

Pour avoir une valeur approchée a 1072 prés il suffit de choisir un entier naturel n

7T2n+3

tel <1072 0nt I~11
el que Gn T 32 £3) = 07~. On trouve 789.

Premiére partie : Phénomene de Gibbs

. La fonction f étant impaire, ses coefficients de Fourier sont :

2 ™
an =0, b, = 7T/ sin(nt)dt,
0

d’ot1 b, = 0 si n est pair et b,, = — si n est impair, donc la série de Fourier de f s’écrit :
nmw

7Zsm 2k+1
2k +1

apres le théoreme de Dirichlet, la suite de fonctions (S,,),>1 est convergente et on a :

xt T~ >, sin
B, fia) = SEDHIET) 4S5 vk 4 1)
k=0

La convergence ne peut pas etre uniforme sur R, puis les fonctions ¢ —

sont continues sur R alors que f est discontinue sur R.

sin(2k + 1)t

2k +1
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4. Pres de 0, le maximum de la différence des sommes partielles et de la fonction f ne tend
pas vers zéro, et cette phénomeéne se produit en tout point de 7Z, I'ensemble des points
de discontinuité de f.

Il N\ X A A
‘,“ \\//\/\/\/\f\/\f \/\/" | “‘V\/\ "/\'\’\"”'“‘\"‘\”“"“"V“'V’\/\j"\
| | | |
I |
\ \ \
PSfrag replacements PSfrag rep}acements |
|
1 ‘ 1 \
t y y
T ‘ !
- | -
2 [ 2
| f
-1 Al -1 n
SAAAS 2 e AAAATH] 2
Courbe de S19 v Courbe de Sa0 v

5. (a) Soitn € N*, alorsona:

n—1 n—1
2sin t7T,( Z 2sintsin[(2k 4+ 1)t] = Z(cos 2kt — cos(2(k + 1))t) = 1 — cos 2nt,
k=0 k=0

donc si de plus ¢ € R\nZ , alors

sin? nt

T,() = .

n(t) sint

(b) La fonction T), est bien définie sur [a, b] et comme 0 < sin?nt < 1, alors il existe une
constante M, qui ne dépend pas de n tel que Vt € [a,b], |T,(t)| < M.

(c) Pour cette question il suffit de montrer que la suite de fonction (.S,,),, converge uni-
formément vers f sur [a, b]. Pour cela, montrons que cette suite vérifie le critere de
Cauchy.

Soit n et p des entiers naturels non nuls et ¢ € [a, b], alors

n+p—1

™ B sin(2k + 1)t
Z\Smp(t) = Su(t)] = kz;z Tkl
n+p—1 n+p—1
_ +Z Ten(t) *Z Ty ()
= 2k +1 = 2k +1
n+ n+p—1
_ i’ Ti(t) i Ti(t)
2k —1 2k +1
k=n-+1 k=n

T, nipll 1 1 T (¢
= n+p —i—ZTk < - >— n()

2(n+p) —1 2k—-1 2k+1 2n +1
+p-1
_ Mw"ﬁ IR0
2(n+p)—1 W 4k -1 2n+1
1 n+p—1 1 1
< M| o7~ +2 +
- (2(n+p)—1 k;rlllk‘2 2n+1

Le dernier terme tend vers 0 quand n tend vers l'infini, ceci permet de conclure.

6. (a) Pour toutt €]0, 3], ona: S (¢t Zcos [(2k + 1)t]. Mais

n—1 n—1 itn 1 1
. : —1 sinnt  sin(2nt)
92 1 - R 2 : it 2ikt | _ R int € ‘ —_ — .
kz—o cos[(2k +1)t] € ( €e e\ et — 1 cos i sint 2sint

k=0
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k
Ainsi S, (t) = 0 si et seulement si il existe k € Z tel que t = 2—7T, donc o, = 21
n n

(b) D’apres ce qui précede et puisque S,(0) =0,0ona:

xr 2 T o3 2
- / S'n(t)dt = = / sin(2nt)
0 ) sint

Splan) = 1 /% sin(2nt) )
0

T sint

et

puis par le changement de variable u = 2nt, on obtient

Sp(am) = 1/ bjm:f du.
0

nm S1n 50
n

(c) On a pour toutn € N*:

2 [Tsi 1 T 1 1
Sn(an)—/ smudu:</ sinu( — —>>du
™ Jo u nm 0 Sln% n

La fonction ¢ : ¢t — SSW -3 etant continue sur R et se prolonge par 0 en 0 par

continuité, dong, elle est ma]oree sur [0, 7]. D’out :

2 [*"sinu 1 ™ 1 1
S(a) — = du| = |— i : ——))d
(Oé ) /0 u‘ nm </0 Slnu(SIHSﬁL 2n>> Y

™ u

< — sup |p(t ]/ sin udu,
NT tefo,7]

donc

7. Pourtoutme]o,g[,ona:

sup [Sn(z) — f(2)| = |Sn(an) — 1|

xE]O,%
2
et lim |Sy(ay) —1| = =1 —1~0,1789 # 0, d’apres la question 2.(b) de la partie prélimi-
n—oo ™

naire. Donc la suite ( sup |Sp(z) — f (m)) ne tend pas vers 0.
z€]0,5 [

Deuxiéme partie : Démonstration du théoréme de convergence normale

8. Si f est une fonction continue par morceaux de R dans C et 2w-périodique, alors la série

§ len(F)? + [c—n(f)]?] est convergente et

n=1
1 2
ol r2+z leal D) +len(0)P] = 5= [ 15 )P

+oo
SiVn € Z, ¢, (f) = 0, d’apres la formule de Parseval, on a alors ||[f|3 = Y |en(f)]? =0
n=—oo
et par conséquent f = 0.
Le résultat n’est pas vrai si est seulement continue, par exemple si f est la fonction 27
péridiodique nulle partout sauf en 0 ou1 elle prend une valeur non nulle, alors ¢, (f) = 0,

mais f est non nulle.
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9. (a) Puisque la série de Fourier de f converge normalement sur R vers g, alors g est
continue et 2r-périodique et on peut intégrer terme a terme sur [0, 27|, d’ot1 :

2m
i) =5 [ o)t = en(f)

[ee]

1 27 . X .
en(9) A eo(f) + 3 ey ™ 4 ep(F)e | e = enl(f).

T oom
p=1

(b) Lethéoreme de Parseval appliquée a la fonction f —g, dont les coefficients de Fourier
sont nuls, montre que || f — g||2 = 0, donc g = f.

10. (a) Alaide d'une intégration par parties, on obtient Vn € Z, ¢, (f') = inc,(f).

(b) Ona: .
|Cn(f)\::;;|cn(f@\,

etVteR,ona:

[un ()OI < len(H] + le-n ()]

7 N

1
D’autre part, remarquons : Vu,v > 0, uv < 3 (u2 + UQ), d’otu:

e Z feulf) = a5 (5 + e

—2\n

ce qui entraine :

R, un (0] < 5 (55 +lenlP +lenl P )

1
(c) Comme E — converge et E (len(F)? + lc—n(f")]?) converge ( théoréme de Parse-
n
n>1 n>1

val), on en déduit que la série de Fourier de f, co(f) + > un(f), est normalement
n=1

convergente sur R vers une fonction g et d’apres la question 9.(b), f = g.

(d) On vient de montrer le résultat suivant: Si f : R — C est 2m-périodique, continue, et
de classe C! par morceaux sur R, alors la série de Fourier de f converge normalement
sur R et a pour somme f.
Le phénomeme de Gibbs ne peut pas se produire pour cette fonction puisque pour

tout intervalle [a,b] de R, ona: lim sup |S,(f)(z)— f(x)| =0, ou S,(f) estla série
=00 1€(a,b]
de Fourier de f.

M.Targi-Centre Ibn Abdoune des classes préparatoires-Khouribga. Maroc
E-mail : medtargi@yahoo.fr

CCP2010IC.tex - page 5



