Corrigé de ENSAI 2001 (M.P.) Math 2 e vecuers

Lycée Daudet Nimes

Note : ce corrigé est basé sur I'hypotheése d’une erreur d’énoncé a la question IIT 2 a) ou 1’on suppose qu’il
+oo

—+oo
faudrait lire : h(x) = Z nlap,z™ et non h(zx) = Z nla,z"
0 0

Partie I

n 1
1. a. La somme partielle de la suite géométrique est U, = 5. (=1)" = 3 [1 +(=D)"P?let0<U, <1
k=0

: : : Un o .
La série entiere de coefficients a,, = — est donc de rayon de convergence infini, d’ailleurs on reconnait :
n!

1 too n 1
Ulx)== > [1+(-1)"] T [e* +e "] donc U(z) =ch(z) et lim e *U(x)=1
2 720 n! 2 T—+00
1
La suite ((—1)"),,cy est B-sommable : U est définie sur R, U(z) = ch(z) et Sp(u) = 3

- N . Un, . .
1. b. La série entiere de coefficients a,, = — est encore de rayon de convergence infini :

n!
+oo n Y 1
u(z) =Y (=1)" x_' =e 7 et / e u(z)de =< [1—e 2]
n=0 n 0 2
1
La suite ((—1)"), oy est C-sommable et Sc(u) = 3

n
2. a. La somme partielle de la suite géométrique est U,, = >_ a*
k=0

1
Sia # 1 alors U, = - [1—a™*!], on retrouve un rayon de convergence infini et :

—a
1 te0 z" 1
U(z) = - ngO [1—a.a™] 114 [ — a.e®]

donc e U(z) a une limite réelle si et seulement si a < 1 et cette limite vaut

-a
Sia=1lalorsU,=n+1let U(zx)=e"+2x.e" donc e *U(x) =142
1
(la suite (a"), oy est B-sommable) <= (a < 1) et alors Sp(u) = n
—a
Y 1 Y
2. b. u(z) = e* doncpoura #1 : / e Pu(x)de = ] [1 - e(“_l)y} et poura=1: / e Pu(x)de =Y
0 —a 0
1
(la suite (a"), oy est C-sommable) <= (a < 1) et alors Sc(u) = .
-a

Partie 11

1. Notons que si la suite (un)neN est un polynéme, c’est a dire constamment nulle a partir d’un certain rang,
alors u(x) est aussi une fonction polynéme, définie sur R.

M
Si la suite (un), oy est bornée par M # 0, la série entiere de coefficient b, = — est de rayon de convergence

n!
. . bn+1 1 s 5 N . 1
infini (car = — £ =0 et le critere de d’Alembert s’applique, donc R = -).
by, n+1 14
Par majoration Up— | < M—|, la série (Z —'x") est absolument convergente pour tout x € R,

la série entiere u est définie (et C'*°) sur R.
2. Si la série (> uy) est convergente, par la condition nécessaire de convergence, la suite (un)neN tend vers 0,
donc comme toute suite convergente est bornée : avec II.1. la fonction u est définie sur R.
De méme la suite (Up),, oy est aussi convergente (définition de série convergente) donc bornée, et II.1. appliquée
a (Un), ey assure que la fonction U est définie sur R.

—+oo
3. Sila série (> uy) est convergente, U est définie sur R, et si > w, =0, alors : U,, — 0 et donc :
n=0

Ve >0,3ng e N,VneN, (n=ng) = (|U,| <e)

, +no :L'n +oo |.’L'|
on peut alors décomposer : e™".U(z)| < e |} Up—|+e "e. 3 —-
n=0 n: n=ng n:
. , . , —x e |‘T| —x |z
Le second terme est majoré, indépendamment de z > 0 car: 0 <e *.e. > =e el =¢
n=ng
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Le premier terme est le quotient de I’exponentielle (x — e%) et d’un polynéme, la limite quand x — oo est donc
nulle, ce terme est donc inférieur a € pour x suffisamment grand.
Ainsi : Ve > 0,3z9 € RT, Vo € RT, (2 > 29) = (le™*.U(x)| < 2¢)

La suite (un), oy est ainsi B-sommable et Sp(u) =0

oo 47

x
Dans le cas général, on peut reprendre le raisonnement ci-dessus, avec U = U e " Y — et donc
n=0 T
+oo " +no .T" +00 |n
lem*.U(x) = Ul=e""|3 (Un—U) | <e ™|} (Un— U) +e ".e. ) — - et lereste suit.
n=0 n: n=0 n=ng

On peut aussi varier les arguments, et utiliser une linéarité : con51der0ns la suite de terme général v, = U, —U.
On utilise le résultat précédent pour la suite (vy,), y convergente vers 0, et ainsi B-sommable avec :
Sp(v)= lim e *V(x)=0
r——400
V(z) =U(z) —U.e” donc e *.U(z) = e *.V(x) + U tend vers U quand & — oo
Si la série (D uy,) est convergente de somme totale U, la suite est B-sommable et Sp(u) = U
4. Une série absolument convergente est convergente et avec I1.2., la fonction U est définie sur R.
Rappellons un théoreme d’intégration des séries de fonctions sur un intervalle :
Si la série de fonctions (Y f,,) constituée de fonctions continues par morceaux, et intégrables sur I intervalle de

R, converge simplement vers sa somme totale S sur I, si S est continue par morceaux, si la série (Z / | fn|>
I

—+oo
est convergente, alors la fonction S est intégrable sur I et / S = Z / fn

n

Appliquons le aux fonctions : f,(x) = unx—| e *
n!
o0
- elles sont continues sur I = [0, oo[ et intégrables, d’ailleurs : 2" "dx=T(n+1)=

0
- la somme totale est le produit de deux séries entiéres (avec 11.2.), continues sur [
1
- et / Ifnl = / |[un| —2"e”" dz = [u,| est justement le terme général d'une série convergente.
I O n.

Donc S définie par x — e " u(x est intégrable sur I, ce qui assure que (uy, est C-sommable,
P neN

+oo +oo
[ee) (e o) o0 1
0 : n=0 /0 ’ n=0
(tn), ey est C- sommable, et SC( )y=U

5. Pour u, = (—1)", la série est grossicrement divergente, mais on a vu en L.1.b. qu’elle était C-sommable.
6. a. B est le produit de deux fonctions sommes de séries entieres. Si la série (D u,) converge, la suite

xn
(Un—-1),cn est convergente donc bornée et la série entiere (Z Un_l—'> est de rayon infini (avec I1.1.), de
n!

méme que la série exponentielle,
B est donc définie et de classe C'*° sur R.
n

T .
6. b. La série entiere | > Un_1—| est de rayon infini, sa somme totale T'(z) est nulle en z = 0, et se dérive

n—1

terme & terme T (z) = Z Up1—— z

(n—1)!
assure que

Ve eR, B(x)=e" / U(t)dt
0

= U(z), puisque T est C! sur R, le théoréme fondamental de I’analyse

:L.’Il

=)
- ngl Un—l F

xr :L.’Il
‘nl

Par dérivation : Vo € R, B'(z)=e"" |U(z) — / Ut)dt| =e™* [ U,

0 n=0 T
. x| & z" R -
dou B'(z)=e* |Y., (Up—Un-1) —| =7 | Y up—| =e T u(x)
n=0 n! n=0 n!
Ainsi B(z) / -t Z un— dt = / e " u(t)dt puisque B(0) =0
6. c. La suite (uy), ¢y est alors C-sommable si et seulement si hI-&I-l B(z) existe dans R.
Et B(x) = e * T(x) a la forme adéquate pour qu’on lui applique un résultat de B-sommabilité, en choisissant

une suite telle que U,,—1 soit son U,,. Ainsi, si on pose : t, = u,_1 et to =0, la somme T, = > t, = Up_1
k=0
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n

et T'(z) = Zo T"F = Zo U"_lﬁ est bien la fonction dont on parle ci-dessus. La série (D t,) est convergente
n= : n= :

de somme totale T' = U et avec I1.3. Sg(t) = U donc lirf e *T(x) = lirf B(z)=U.
La suite (un), oy est alors C-sommable et S¢(u) = U
+oo
7. La série entiere (> a,z™) est de rayon de convergence R > 0, et de somme totale f(x) = > a,z™. Ce qui
n=0

nous permet de majorer la suite (a,,) Par exemple en z = p, avec 0 < p < R, la série converge absolument,

neN-
M

donc la suite tend vers 0 et est bornée : IM >0, Vn € N, |a,|p" < M donc |a,| < —
p

Ainsi : V& >0, Vn €N, |ay] — < — — nhotons wy, le terme général de cette série majorante.
n! = p" n!
Ona:VneN w,>0et ntl — 0 quand n — oo donc avec le critere de d’Alembert la série

wn  p(n+1)

:L.’Il
majorante () wy,) est convergente, et la série positive (Z |an] —'> est donc convergente pour tout x > 0
n!

La série entiere (Z an, x_> est donc de rayon R = oo
n!
8. La fonction somme totale est donc C* sur R , G(0) = ag = f(0)

+00 foo gm0 I oo (1)
On a, pour z fixé tel que |z| < R : flx)= > apa™ = > an—'/ t"e~tdt = Z/ an( ') e tdt
n=0 n=0 T Jo 00 n:
Pour légitimer l'interversion des deux sommations, utilisons le méme théoreme qu’en II. 4. avec les fonctions
at)" s
gn(t) = an( ') e~ ! continues sur I = [0, o[, la somme totale est ®(t) = e~* G(xt) continue sur I, et la série
n

! ~
des intégrales (Z/ |gn|> est convergente car / |gn| = |an] |x|"/ e_t—' dt = |an||z|" et |z| < R.
I I 0 n:

Donc la somme totale t — e~ G(zt) est intégrable sur I
o0

et Vo € R tel que [z] <R on a : f(ac):/ D (t) dtz/ e ' G(xt) dt
0 0

Partie III
1. Avec le développement en série entiére sur R de cos(z), on a :
+o0 2k +o00 2p
k+1 T 2 p_ =T
Vz € R, 1 — cos(x) = -1 =2* | Y (-1)) —————| avecp=k—1
() =2 D7 Gy L—o @+ 2)
1 — cos(x) - = p_ T
Donc pour z # 0 : H(x) = ————= est la somme totale de la série numérique . (—1)" -——— convergente
.’11'2 p=0 (2p + 2)'
1
(on a multiplié une série convergente par le scalaire A = —)
x
+o0 2P
On obtient une série enti¢re de rayon R = oo, I’égalité est aussi vraie en z =0 et H(z) = > (—1)" )
p=0 p .

(=1

e lay, = —— 2
2. a. Selon que nest { P07 2p alors  nlay (2p+2)(2p+1)
impair: n=2p+1 nla, =0
x2P

1 [
pour z € [—1,1] on a z, < — la série (> z,) est convergente, et

et si on pose z, = 12

(2p+2)(2p+1)
grossierement divergente pour |z| > 1.
La série entiere (> nla,z™) a donc un rayon de convergence R = 1.

—1)P 1 1
2. b. De plus : # = (-1)" — et les séries restent de rayon R =1
(2p+2)(2p+1)

2p+1) (2p+2)
e (1P

+oo (_1)P p2p 1 +oo _1101.217
On a, sur |1, 1[ Iégalité : > =3 (G 5 3 w

p=0 (2p + 2) (2p + 1) p=0 2p +1 p=0 p +1
Arctan(z) In(1+ 2?) 1
donc pour = # 0 : h(z) = . e et h(0) = ag = 3
—+oo
3. a. Nous sommes dans la situation étudiée au II. 8. avec f(z) = h(z) = > byz™ ou b, =nla, et R=1.
n=0

D’ot le résultat : Vo € |-1,1[ h(z) = / e ! H(zt) dt
0
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3. b. Pour z > 0, le changement de variable affine : (u = zt, t € [0, 0[) < (t = ﬁ, u € [0, oo[) conserve
x

o0 o0 u
I'intégrabilité et les intégrales sont égales. Ainsi / e ' H(xt) dt = / e = H(u)—du
0 0 x

o u
et Vo €10,1[ zh(x) = / e = H(u) du
4. La fonction H continue sur [0, co[ (c’est la somme d’une série entiére) est majorée :

2
H(u) < 3 sur 10, o0, elle est donc intégrable sur [0, col.

Considérons (1), une suite de J0, oo tendant vers 400 , (yn ),y la suite des inverses : y, = — — 0% et la
Tp
u
suite des fonctions ¥, (u) = e *n H(u) =e " H(u).
Ces fonctions sont continues sur [0, co[ et dominées par H (car |1, (u)| < |H(u)| sur [0, oo[) qui est intégrable. La
suite de fonctions converge simplement vers H sur [0, oo[. Ces fonctions sont donc intégrables, et par le théoréme

o0
de convergence sous domination, la limite des intégrale égale 'intégrale de la limite : lim e Y H(u)du =
n—oo
- 0
/ H(u)du
0
Par la caractérisation séquentielle de la limite : lim ¥ (x / H(u)du
r—0o0

5. a. Soit 9 la fonction de deux variables : ¢ (z,u) = e v H(u), elle est définie et C'*° sur ]0, oo[ x [0, ool.
3} u 0? -2 2 u
On a: %(m,u) = %e_z H(u) et a—;g (x,u) = [ xgu + %] e = H(u)
Pour 0 < a < b fixés, plagons nous pour z € [a, b] alors les dérivées sont dominées :
0 1
Y (z,u) € [a,b] x [0,00], w(m u)‘<w1(u)=—2 bH( )
6% u?] _u
et o= 2]

et wy et wa sont continues sur [ et majorees sur ]0, oo

2 _u 4 21 _ L
wi(u) < —— e b etws (u) < [T + —4] e 0 elles sont donc intégrables
a’u adu  a
u
(Pexponentielle absorbera les puissances : P e b < 2 pour u assez grand, de méme 'autre)
Par le théoréeme de dérivation des intégrales a parametre sous domination :

U est de classe C? sur tous les intervalles [a, b] donc finalement sur ]0, 0o]
e u > [-2 2 u
De plus : \I/'(x)z/ %e_z H(u)du et \I/”(x)z/ [ u+%] e” = H(u)du sur 0, oo
o 0
2

u u

°° u 1 [ u
ainsi 20" (x) + 29 (z) = / —e @ H(u)du= —3/ [1 —cos(u)] e” = du
o T = Jo

x3

On peut calculer cette derniére intégrale : / [1 — cos(u)] e~z du= / [1 - i] e~z du
0 0

> 1
et / M du = —5, pour tout A € C tel que Re(\) < 0

0

e _u 1 1 1 x 1 1 x
DODC/O [1—COS(’U,)} e zdu=x+§ [@4‘_27_%] :1‘—5 [m‘i‘ 1+i.’L‘:| :x—m
1 s 1
Ainsi sur ]0,00[on a 2P (z) +2¥' (x) = s [1 f_ xQ] =152 et (]0, 00|, ¥) solution de (E)

5. b. (F) est linéaire du premier ordre en z = 3/ et le théoréme de Cauchy linéaire s’applique sur I = ]0, co],
(Péquation est sous forme résolue, & coefficients C'*°) il assure l’existence d’un plan de solutions maximales
C*®sur I.

2 1
Les solutions maximales de (e) : 2/ = ——z constituent la droite dirigée par (I , —2> et par la méthode de
x x
. . N k/’(fl;) /. ’ x 5 N 1 2
Lagrange, une solution particuliere de la forme 2(z) = —5~ vérifie k'(z) = 522 d’olt k(z) = 3 In(1 + 22)
x x
A 1
Les solutions de (E) vérifient donc : 3\ € R, y/(z) = == st 53 5> In(1+2?)

Primitivons par parties, les fonctions étant C' sur le segment [1 x], il existe Ay € R tel que :

T ~1 =g 1
— In(1+t*)dt = | — In(1 + ¢ dt = Arct — —In(1+2%) + A
/1 572 n(l+t%) [Qt n(1+ )]t_l +/1 e rc tan(z) o n(l+z%) + Ao
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Les solutions de (E) sont les couples (I,y) tels que :
1
J(c1,c2) € R?, y(x) = Arctan(z) — o In(1+ 22) + T,
x x

5. c. Appliquant les questions précédentes :

oo 1 _ o0
Avec TIL. 4. / 0728(“) du :/ H(u)du = lim ¥ (z)
0 u 0 T —00
Arct In(1+ 22 In(1+ 22
et avec III. 2. b. ¥ (z) =z h(z) == re tan(z) - n( +27) = Arctan(z) — M
T 222 2z

ce qui est confirmé avec la question précédente III. 5. b.

oo
1—
On obtient : / ci(f(u) du = T
0 u 2
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