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Partie 1
IA

1. (a) I est un intervalle contenant R, doncsiz € [ et n € N alors x +n € I.

(b) f(z+1)—f(x) = g(z+1)—g(x)) donc: f(x)—g(z) = (=1)(f(x+1)—g(x+1)). Par récurrence
élémentaire : f(z) — g(z) = (=1)"(f(x +n) — g(x +n)) Clest a dire :

f@) = g(x) + (=1)"(f(z +n) — g(z +n))

2. Par passage a la limite n — oo, on obtient f(x) = g(x).

IB

1. La suite (p(z+k))ren est décroissante et tend vers 0. La série est Y, .y(—1)* (24 k) donc alternée,
convergente par le théoreme des séries alternées.

2. On a
Fla) =) (=1)fo(x+ k)

keN

(a) flz+1)+ f(2) = Xpan (1) o(x + k) + 2pcn(=DFp(z + k) = p(x)
(b) La série >, n(—1)"¢(z + k) étant alterné et de premier terme positif, sa somme f(z) est
comprise entre son premier terme et sa deuxieme somme partielle. C’est a dire :

plz) —o(z+1) < fz) < p(z)

(c) Par le théoreme des gendarmes, il s’en suit que f(z) — 0 en +o00 et donc que f est bien une
solution du probleme (1) qui a finalement une et une seule solution.

Partie 11
I A

1. L’application 6 est visiblement linéaire et associe a un polyndéme réel un polynome réel. C’est donc
un endomorphisme de R[X].

2. Si a, X" # 0 est le terme dominant de P alors celui de 0(P) est a, (L +1)X™ # 0.

L’application 6 préserve donc le degré.
3. 6 est injective car son noyau est réduit a {0} d’apres la question précédente.
4. 0 préservant le degré, R,[X] est stable par 6 et on a un endomorphisme induit 6,,.

5. 0 étant injectif et R, [X] étant de dimension finie, 6,, est un automorphisme de R, [X].
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6. Pour tout @ € R,[X] , il donc existe un unique @ € R,[X] tel que :

6,(P) = 0(P) =

Q

7. Sip(x) = Q(x). exp(—z), P vérifie : (P) = Q et f(x) = P(z)exp(—x) alors :

Fla 4 1)+ f@) = Plet1)exp(—z 1)+ P(r) exp(—a)
= exp(—x) (*P(x;_ D + P(ZL‘))
fle+1)+ f(z) = exp(—x)

De plus, par croissance comparée :
f(@) 24500 0

f est donc 'unique solution du probleme (1).

II1B

P, est tel que :

éPn(X+1)+Pn(X) _ X", 6(P,) = X"

1. (a) En dérivant la relation précédente, on a : §(P') = nX""! = §(nP,_,). Par injectivité de 6, on

en déduit :

P/L:npn,1

(b) Par récurrence élémentaire, on obtient alors :

P® = n(n -

)...(n—k+1).P 4

2. Par la formule de Taylor entre X et X + 1, P, étant de degré n :

(k) (n)
P (X +1) = Pn(X)+P,§(X)+---+2’! +---+P;!
= P, (X)+4nP, (X)+- n(n—1). k,(n LA 1)Pn—k(X) +
P(X+1) = 3 (Z)Pnk(X)
3.
P(X) = X"— 1Pn(X +1)
- X" é <; (Z) Pn_k(X)>
L1 I~ (n
= X"——P(X) -~ 3 (k> P,_1(X)
Donc : .
Po(X) = i % <X” - é > (Z) Pnk(X)>
e n 1 " /n
P.(X) = paE R —— (k;l (k>Pn—k(X)>



4. Sin=0 alors P,(z) =¢/(e+1).
Sinon : s := 0.
Pour k = 1..n faire : s := s+ binomial(n, k) % P,_j.
Retourner P,(z) = %™ — —=s.

Partie 111

Onal=]—1,+o0et ¢(z) =

1+x

IIT A

Ly dt
f(z) = /O o

1. Siz eI alors : f—jt ~ t* pour t — 0 et fol t*dt est absolument convergente si z > —1. D’autre part,
4

1+ est définie et continue sur |0, 1]. f est donc bien définie sur 1.

2. Sizel:

1 4z T
f@) + flet+1) = /Oﬂdt

t+1
1
= / t*dt
0
1
1 =
fa)+fa+1) = —
3.Sixelet0<t<1, alors0< lt—it < t* donc par intégration :
! 1
0< < ttdt =
S
C’est a dire : )
0< <
< f@) < —

4. La fonction ¢ est décroissante sur I et tend vers 0 en +o00. D’apres ce qui précede, f tend vers 0 en
+o00 et vérifie la premiere condition demandée.

f est donc 'unique solution du probleme (1).

II1 B

1. Par application de la partie I.B.2), on a :

— (-D*
(Ve el) f(x) :Zm

k=0



2. Pour x = 0, on obtient :

+
8

—DF (=DM /1 dt
k o L+t

o
+

k=0 k=

—

Autrement dit :

3. De méme pour x = n, la formule du I.B.2), par un changement d’indice, donne :
—+o0 k
(=) —n—-1
fln)y=> ——F——

4. Siz el et N € N.

(a) La série étant alternée, I’écart entre la somme et la somme partielle d’ordre n est inférieure au
n-ieme terme de la série. Autrement dit dans notre cas :

) P
f(x)_§x+k:+1 =2+ N 12

(b) N := Ent(f —z —2)+1 (Ent : partie entiere), s := 0.
(=DF

Pour £k =0..N faire s ;=5 4+ ———————.
z+k+1

Retouner s.

On trouve f(1.5) ~0.2.

5. Sia’ > x, x et 2/ étant dans I alors :

/ — k 1 1
f@) = fa) = 3 (=) (x—i—k—l—l_x’—i-k—l-l)

k=0

+o0

- ;(—1)’“($ +k+ 1)@' +k+1)

oo k
= (x'—:c)z( (=1)

— r+k+1)(a+k+1)

La suite de terme général <( L

m>kEN étant décroissante et tendant vers 0, la série de terme

f s (=1)*
général <—(m+k+1)(m’+k+1)

suite, f(z) — f(a') est négatif. Autrement dit, la fonction f est décroissante sur I.

) est alternée de premier terme positif donc sa somme est positive. Par
keN

6. D’apres la question précédente, si x > 0, donc x — 1 € [ alors :

fla) + flz+1) _ f(o) < flz—1)+ f(z)
2 - - 2
A <y < PEZD
C’est a dire : ] ]
20 +1) — fz) < 2



7.

1
On a 2(@+1) +1) Nar—oo 3p-

L’inégalité précédente et le théoreme des gendarmes donne donc :

On a ainsi : f(n) ~p_oo 2 . C’est a dire : (—1)”“% ~oo 2 et donc :

+oo _1k; —1)nt1
3 (k) (=1

~n—oo
2n
k=n+1

La suite (f(n))nen est décroissante et tend vers 0. La série de terme général ((—1)"*!f(n)), oy est

. , . - L. —1)k
donc une série alternée et donc convergente. Autrement dit, la série de terme général ( ;ijl 4 ( k) )
eN
converge.

IIT C

1.

3.

On a f(x fo 1 pour z € I.

La fonction (x,t) — 1—; est continue sur | — 1, +00[x]0,1]. Si K = [a,b] avec —1 < a < b < o0 et

(x,t) € [a,b]x]0,1] alors : 0 < 1—+t < t% et fo tedt est une intégrale (absolument) convergente. Le

théoreme de continuité donne alors la continuité de f sur K.

Par extension, f est continue sur I.

Ona: siz el alors f(z) =¢p(z) — f(z+1).
D’apres la question précédente : f(z + 1) — f(0)=1In(2). Deplus : p(x) = -5 — +oo.
z——1

1

Il s’en suit que f(x) —, oo et f(x) st
T—>—

rz——1
(a) Six €l etk e N alors la fonction t — t*(In(t))* est continue sur ]0, 1].
De plus, si —1 < 2/ < et 2’ < 0alors t*(In(t))* = O,_,(t*'). L'intégrale fol t*'dt est absolument
convergente. Du coup, fol t%(In(t))*dt est (absolument) convergente.

(b) Par intégration par parties, si 0 < a <1 :

/a 1tx(ln(t>)k o {t’:”l (m@))kI_ /al o1 .k(ln(z))k_l

! r+1
/altw(ln(t))’fdt = (;tll (hl(a))k;) B /al ;tll-k(ln(?)k_l

En faisant tendre a vers 0, on obtient :

/0 £ (In(#))Fdt = — /0 x’“zl.k(ln(t))“dt

Autrement dit : h

1 = — Iy
k(@) = -7 (@)
Par récurrence élémentaire, on obtient : Ij(z) = ((;Jlr—)lk)lflo(x). Or Iy(x) = fol t*dt = —5. Donc :
(—1)*K!
_[ = —
w(2) (z + 1)k



4.

6.

7.

SizeletkeNalorst — %tw est continue sur |0, 1]. De plus, si on choisit z > 2’ > —1, alors :

QD e vy ()8 = 000t

Spk(ta :L') =

et t — ¢ est absolument intégrable sur |0, 1].

Donc t — %tw est absolument intégrable sur |0, 1].

Fixons 2/ > —1, et k € N.

o) )
@@(%t) = oi(t, ) et [pr(t,z)| < [or(t, 2')].

La fonction t — ¢k (t, 2’) est absolument convergente sur |0, 1] donc on a ’hypothese de domination
sur intervalle [/, co[. f est donc C* sur [z, co[ pour tout k € N et tout 2’ > —1.

Finalement f est C*° sur [ et :
1 k
fe) /0 1+1

Si—1<a' <z, alorson a :
b

(a) On fixe k € N.
On a

Siz>0,et0<t<1:

1 k k
14+t |7 |1+t
Or fol (lf Ek dt est convergente. On a donc I'’hypothese de domination pour z > 0.

Int)*
Orsi0<t<1,alors (1n )t t* — 0. Donc :

t—o00

lim f®(z) =0

T—00

(b) Fixons k € Net x > 1.

Ona: fO(z4+1)+fP(2) = ¥ (z) = % (récurrence élémentaire) et f*)(x) —, .. 0. De
plus la fonction @ — ——— est décroissante. On est donc (au signe pres) dans les conditions
(z+1)

du probleme (1). Par unicité de la solution et d’apres la partie I :

“+00

fP@) = Y (-1 + )

Jj=0

Sy U

= (.I' "‘] + 1)k+1

A I

j=0

(a) La fonction h est 2m-périodique, C'! par morceaux et est donc développable en séries de Fourier.



Sin € N* h étant paire : b, =0 et :

ay — — h(t)dt

ag —

Sin e N*:

a, = i/ﬂ h(t) cos(nt)dt

2 ) .

1 s
= —/ t. cos(nt)dt
T Jo

_ % ({tsinim)r_ / siny(lnt) dt)
t)odt O

B 1/7r sin(n
=

_ 1 cos(mf)n’r
=

™ n? |,
1(—-1)" —
BN V|
T mn
Autrement dit, ag = 7, a1 = —ﬁ et aggo =0si ke N.

(b) On a h(0) =0 et h est continue en 0 donc égale a sa série de Fourier en 0. Autrement dit :

2

h(0)=0=ag+ > ays cos((2k+1)0) =~ =) 2k + 12r

o
™

4
k=0 k=0

Finalement :
2

ié_ﬂ_
~(2k+1)* 8

(c) Par application des formules obtenues, en séparant la somme des termes d’ordres pairs et im-

pairs:
1O = (UG
- ki: (211{)2 - i (2k -1+ 1)2
B iki:% _kil (Qk—lkl)Q
Or :




Donc :

Finalement :

. Ona f(0) =1In(2) et f(0) = —7{—;. L’équation de la tangente a 'origine est donc y = In(2) — x% f
est continue et décroissante, tend vers 0 en +oo.

De plus, f(z) = #1 — f(2) ~assq %H et donc f tend vers 400 en -1.

> fr:=x-—>int(t"x/(1+t),t=0..1);

1 tx
f:::c—>/ dt
o L+1
> plot(f(x),x=-1..6,y=0..10);

=
o
J

& o o

<
N
I L I I | I I I I | I I I I | I I I I | I I

. Soit n € N.

(71)"+1n!

On vu que (au signe pres) f(z) est la solution du probleme (1) pour ™ (z) = et sur 1.

D’apres la partie I, on en déduit :

[ (0) = "™ (D] < [F7(0)] < [¢™(0)]

C’est a dire :
: (n)
g = f7(0) <l

n! —



On en déduit :

10. Si0O<xz < 1letne N alors %x”

< 2" et la série ) 2™ converge.

D’autre part, si x > 1 alors : ’%x"

> — 4oo0.
n—o0

Le rayon cherché est donc égal a 1.



