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Le problème à pour sujet les théorèmes de Mertens et de Hardy et Ramanujan

Première partie
1 .

(1a) • Les matrices Mx sont symétriques réelles donc elles sont diagonalisables , en particulier M0 et −M0 sont
diagonalisables.
• Remarquons que In + M0 est de rang 1 donc 1 est valeur propre de −M0 d’ordre supérieur ou égal à n − 1, par suite
−M0 admet au plus une autre valeur propre λ , et on sait que tr(−M0) = (n − 1) × 1 + λ = 0 ainsi λ = 1 − n et 1 est
valeur propre de −M0 d’ordre égal à n − 1.

Finalement Sp(−M0) = {1, 1 − n} .

• E1(−M0) est l’hyperplan de Rn d’équation x1 + ... + xn = 0 et E1−n(−M0) = E1(−M0)⊥ = vect(


1
...
1


(1b) Soit x ∈ R, posons Mx = (ai j)1≤i≤n

1≤i≤n
. Le polynôme caractéristique de −M0 est donné par

χ−M0(x) = det(Mx) = (x − 1)n−1(x + n − 1)

par définition du déterminant on a

χ−M0(x) =
∑

σ∈Sn

ε(σ)
n∏

i=1
ai σ(i)

remarquons que pour σ ∈ Sn
n∏

i=1
ai σ(i) =

n∏
i=1

σ(i)=i

ai σ(i)

n∏
i=1

σ(i)6=i

ai σ(i) = xν(σ)

d’où
χ−M0(x) =

∑
σ∈Sn

ε(σ)xν(σ) = (x − 1)n−1(x + n − 1).

2 .

• Pour x = 1 on obtient
∑

σ∈Sn

ε(σ) = 0 .

• Par dérivation on a
dχ−M0

dx
(x) =

∑
σ∈Sn

ε(σ)ν(σ)xν(σ)−1 = n(x − 1)n−2(x + n − 2).

Pour x = 1 on obtient
∑

σ∈Sn

ε(σ)ν(σ) =
{

0 si n ≥ 3
2 si n = 2

.

• On a par intégration ∫ 1

0
χ−M0(x)dx =

∑
σ∈Sn

ε(σ)
ν(σ) + 1

=
∫ 1

0
(x − 1)n + n(x − 1)n−1dx

=
[

(x − 1)n+1

n + 1 + (x − 1)n

]1

0
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ainsi
∑

σ∈Sn

ε(σ)
ν(σ) + 1 = (−1)n+1 n

n + 1 .

3 . D’après 2 on a
∑

σ∈Sn

ε(σ) = 0 , et on a

∑
σ∈Sn

ε(σ) =
∑

σ∈Sn

ε(σ)=1

ε(σ) +
∑

σ∈Sn

ε(σ)=−1

ε(σ)

=
∑

σ∈Sn

ε(σ)=1

1 −
∑

σ∈Sn

ε(σ)=−1

1

= Card {σ ∈ Sn : ε(σ) = 1} − Card {σ ∈ Sn : ε(σ) = −1}

d’où
Card {σ ∈ Sn : ε(σ) = 1} = Card {σ ∈ Sn : ε(σ) = −1}

Posons A = {σ ∈ Sn : ε(σ) = 1} , on a Sn = A ∪ A et Card A = Card A = n!
2 , ainsi la probabilité qu’une permutation

de Sn tirée uniformément au hasard soit dans A ( ou dans A) est 1
2 .

4 . Soit σ ∈ Sn, on a évidement σ ∈ Dn si et seulement si ν(σ) = 0, on a . Dans la question 1b on a

χ−M0(x) =
∑

σ∈Sn

ε(σ)xν(σ) = (x − 1)n−1(x + n − 1).

le coefficient constant est donné par ∑
σ∈Dn

ε(σ) = (−1)n−1(n − 1)

et on a ∑
σ∈Dn

ε(σ) = Card {σ ∈ Dn : ε(σ) = 1} − Card {σ ∈ Dn : ε(σ) = −1}

d’où
Card {σ ∈ Dn : ε(σ) = 1} = Card {σ ∈ Dn : ε(σ) = −1} + (−1)n−1(n − 1).

5 . Soit m ∈ N. On considère la matrice M = (ai j)1≤i≤m+1
1≤j≤m+1

avec ai j =
{ (

i−1
j−1
)

si j ≤ i

0 si i < j

(5a) Les familles (1, X, . . . , Xm) et (1, (X − 1), . . . , (X − 1)m) sont de degrés strictement croissants , donc elles sont libres
dans Rm[X], de plus elles ont m + 1 éléments , donc elles forment deux bases de Rm[X].

(5b) Soit j ∈ [[1, m]] on a

Xj = (X − 1 + 1)j

=
j∑

i=0

(
j

i

)
(X − 1)i

donc la j ieme colonne de la matrice, N , de l’application linéaire identité dans les bases (1, X, . . . , Xm) au départ et
(1, (X − 1), . . . , (X − 1)m) à l’arrivée est 

(
j
0
)

...(
j
j

)
0
...
0


qui est la transposée de la j ieme ligne de la matrice M , d’où N = tM .
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(5c) N est inversible car elle est la matrice de l’application identité qui est bijective et N−1 est la matrice de l’application
linéaire identité dans les bases (1, (X − 1), . . . , (X − 1)m) au départ et (1, X, . . . , Xm) à l’arrivée , comme N = tM

donc M est inversible .
De la relation

(X − 1)j =
j∑

i=0

(
j

i

)
Xi(−1)j−i

on a la j ieme colonne de la matrice N−1 est 

(−1)j
(

j
0
)

...
(−1)0(j

j

)
0
...
0


et

M−1 =



(0
0
)

0 · · · · · · · · · 0

−
(1

0
) (1

1
)

0
...

...
...

. . . . . .
...

(−1)i
(

i
0
)

(−1)i−1(i
1
)

· · ·
(

i
i

) . . .
...

...
...

. . . 0
(−1)m

(
m
0
)

(−1)m−1(m
1
)

· · · · · · · · ·
(

m
m

)


Ainsi M−1 = (bi j)1≤i≤m+1

1≤j≤m+1
avec bi j =

{
(−1)i−j

(
i−1
j−1
)

si j ≤ i

0 si i < j

(5d) Soit (u0, . . . , um) , (v0, . . . , vm) ∈ Rm+1, posons U = t (u0, . . . , um) et V = t (v0, . . . , vm)

si ∀k 6 m, uk =
k∑

`=0

(
k

`

)
v`

qui s’exprime par U = MV donc V = M−1U par suite on a

∀k 6 m, vk =
k∑

`=0
(−1)k−`

(
k

`

)
u`.

appelée Formule d’inversion de Pascal .

6 . Écrivons Sn =
⋃

0≤k≤n

{σ ∈ Sn : ν(σ) = k} , c’est une réunion disjointe donc

n! = CardSn =
n∑

k=0
Card {σ ∈ Sn : ν(σ) = k}

Pour tout k ∈ [[1, n]] , posons Pk l’ensemble des parties à k élément de [[1, n]] , on établie une bijection par :

{σ ∈ Sn : ν(σ) = k} → Pk × Dn−k

σ 7→ (F (σ), σ′)

avec F (σ) = {i ∈ [[1, n]] : σ(i) = i} et σ′ la restriction de σ sur F (σ) le complémentaire de F (σ) dans [[1, n]] (support
de σ ) .

On en déduit
Card {σ ∈ Sn : ν(σ) = k} =

(
n

k

)
Dn−k
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Ce qui revient à dire : pour déranger n − k éléments dans un ensemble à n éléments, il faut choisir les n − k éléments

devant être dérangés, soit
(

n

k

)
possibilités, puis effectivement déranger ces n − k éléments, soit Dn−k possibilités. Il y

a donc
(

n

k

)
Dn−k façons de déranger n − k éléments dans un ensemble de n éléments.

On a donc

n! =
n∑

k=0

(
n

k

)
Dn−k =

n∑
k=0

(
n

k

)
Dk

la formule d’inversion de Pascal donne

Dn =
n∑

k=0
(−1)n−k

(
n

k

)
k! = n!

n∑
k=0

(−1)n−k

(n − k)! .

Ainsi pour tout entier naturel n non nul , Dn = n!
n∑

k=0

(−1)k

k! .

7 .

(7a) On a Yn (Dn) = {−1, 1} et P(Yn = 1) = Card {σ ∈ Dn : ε(σ) = 1}
Dn

, or on a

Dn = Card {σ ∈ Dn : ε(σ) = 1} + Card {σ ∈ Dn : ε(σ) = −1}

et d’après 4
Card {σ ∈ Dn : ε(σ) = 1} = Card {σ ∈ Dn : ε(σ) = −1} + (−1)n−1(n − 1).

donc
Card {σ ∈ Dn : ε(σ) = 1} = Dn + (−1)n−1(n − 1)

2

par suite P(Yn = 1) = 1
2+ (−1)n−1(n − 1)

2Dn
et P(Yn = −1) = 1 − P(Yn = 1).

(7b) On a Dn = n!
n∑

k=0

(−1)k

k! donc Dn ∼
n→+∞

e−1n! et (−1)n−1(n−1)
2Dn

→
n→+∞

0 , d’où pour tout

ε ∈ {−1, 1}, lim
n→+∞

P (Yn = ε) = 1
2 .

8 .

(8a) On a Zn (Sn) = [[0, n]] , pour tout k ∈ [[0, n]] on a P (Zn = k) = Card {σ ∈ Sn : ν(σ) = k}
n! .

D’après la question 6 on a Card {σ ∈ Sn : ν(σ) = k} =
(

n

k

)
Dn−k donc

P (Zn = k) =

(
n

k

)
Dn−k

n! = 1
k!

n−k∑
i=0

(−1)i

i!

(8b) Pour tout entier naturel k 6 n (fixé et ne dépend pas de n ) on a lim
n→+∞

P (Zn = k) = e−1

k! .

Zn converge en loi vers la loi de Poisson de paramètre 1.

(8c) Le nombre moyen de points fixes d’une permutation aléatoire est égale à l’espérance de Zn, on a

E (Zn) =
n∑

k=0
kP (Zn = k) =

n∑
k=0

k

k!

n−k∑
i=0

(−1)i

i!

simplifions cette somme

E (Zn) =
n∑

k=0

(
k

k!

n−k−1∑
i=0

(−1)i

i! + (−1)n−k

(n − k)!

)

=
n−1∑
k=0

k

k!

n−k−1∑
i=0

(−1)i

i! + 1
n!

n∑
k=0

k

(
n

k

)
(−1)n−k
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on a
n∑

k=0
k

(
n

k

)
xk−1(−1)n−k− = n(x−1)n−1 donc

n∑
k=0

k

(
n

k

)
(−1)n−k = 0 , ainsi E (Zn) = E (Zn−1) , et on a E (Z2) = 1

d’où E (Zn) = 1

Le calcul de l’espérance de Zn se fait aisément en remarquant que Zn est la somme des variables aléatoires de Bernoulli
Zn =X1 + · · · + Xn, où Xk(σ) prend la valeur 1 si k est un point fixe de σ et 0 sinon . On a P (Xk = 1) = 1

n
d’où

E(Zn) = 1.

9 .

• n = 2 , dans S2 on a l’identité ( (1)(2) : 2 cycles ) et une transposition ( (12) : 1 cycle) .

Ce qui donne pour n = 2 , 1
n!
∑

σ∈Sn

ω(σ) = 3
2 .

• n = 3 , dans S3 on a l’identité ( (1)(2)(3) : 3 cycles) ,trois transpositions ((a)(bc) : 3 × 2 cycles) et deux 3-cycles (
(abc) : 2 × 1 cycles) .

Ce qui donne pour n = 3 , 1
n!
∑

σ∈Sn

ω(σ) = 11
6 .

• n = 4 , dans S4 on a l’identité ((1)(2)(3)(4) : 4 cycles) , six transpositions ( (a)(b)(cd) : 6 × 3 cycles), huit de
3-cycles ((a)(bcd) : 8 × 2 cycles), trois produit de deux transpositions disjointes ((ab)(cd) : 3 × 2 cycles) et six 4-cycles
(abcd) : 6 × 1 cycles).

Ce qui donne pour n = 4 , 1
n!
∑

σ∈Sn

ω(σ) = 50
24 .

10 .

• L’identité est l’unique permutation qui se décompose en produit de n cycles à supports disjoints , donc s(n, n) = 1 .

• s(n, 1) est le nombre des n−cycles de Sn , un n−cycle de Sn s’écrit (n, a1, ..., an−1) avec

a1, ..., an−1 ∈ [[1, n]] et
(

1 · · · n − 1
a1 · · · an−1

)
est une permutation de Sn−1 , ce qui établit une bijection entre l’ensemble

des n−cycles de Sn et Sn−1 , par suite s(n, 1) = (n − 1)! .

• pour 2 6 k 6 n − 1, posons E(n, k) l’ensemble des permutations de Sn qui se décompose en produit de k cycles à
supports disjoints.
Écrivons E(n, k) = A(n, k) ∪ B(n, k) avec A(n, k) = {σ ∈ Sn : σ(1) = 1 } et B(n, k) = {σ ∈ Sn : σ(1) 6= 1 } .

Soit σ ∈ E(n, k) , σ = c1c2...ck , on a deux cas :
I Si σ ∈ A(n, k) alors 1 est un point fixe ( on suppose c1 = (1) ) donc la restriction de σ à [[2, n]] est une permutations
de Sn−1 qui se décompose en produit de k − 1 cycles à supports disjoints, on etablit ainsi une bijection entre A(n, k) et
E(n − 1, k − 1) donc Card A(n, k) = s(n − 1, k − 1).
I Si σ ∈ B(n, k) posons σ(1) = j 6= 1 , 1 et j sont dans un des cycles ci posons c1 = (1, j, σ(j), , ..., σp(j)) ( il correspond
à l’orbite de 1 ) .
On a (1, j)c1 = (j, σ(j), , ..., σp(j)) donc (1, j)σ ∈ E(n−1, k) , ainsi l’application qui a σ associe le couple (σ(1), (1, σ(1))◦
σ) est une bijection de B(n, k) vers [[2, n]] ×E(n − 1, k) ce qui donne Card B(n, k) = (n − 1)s(n − 1, k), d’où la relation
s(n, k) = s(n − 1, k − 1) + (n − 1)s(n − 1, k).(1)

11 . Posons Pn(x) =
n∑

k=1
s(n, k)xk , la relation de récurrence (1) donne

Pn(x) = xn + (n − 1)!x +
n−1∑
k=2

s(n − 1, k − 1)xk + (n − 1)
n−1∑
k=2

s(n − 1, k)xk

= xn + (n − 1)!x +
n−2∑
k=1

s(n − 1, k)xk+1 + (n − 1)(Pn−1(x) − (n − 2)!x)

= xn + (n − 1)!x + x(Pn−1(x) − xn−1) + (n − 1)(Pn−1(x) − (n − 2)!x)

= (x + n − 1)(Pn−1(x)
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Donc Pn(x) = (x + n − 1)...(x + 2)P2(x) , avec P2(x) = x2 + x , d’où
n−1∏
i=0

(x + i) =
n∑

k=1
s(n, k)xk .

Les s(n, k) sont appelés les nombres de Stirling de première espèce « non signés » .

12 . On a Xn(Sn) = [[1, n]] et P(Xn = k) = s(n, k)
n! , donc E [Xn] = 1

n!

n∑
k=1

ks(n, k) .

D’après la question 11 on a :
n∑

k=1
ks(n, k)xk−1 =

n−1∏
i=0

(x + i).
n−1∑
i=0

1
x + i

(2)

donc
n∑

k=1
ks(n, k) = n!

n∑
i=1

1
i

et E [Xn] =
n∑

k=1

1
k

d’où E [Xn] =
n→+∞

ln(n) + γ + O
( 1

n

)
.

13 .

(13a) On dérive la relation (1) :
n∑

k=1
k(k − 1)s(n, k)xk−2 =

n−1∏
i=0

(x + i).

(n−1∑
i=0

1
x + i

)2

−
n−1∑
i=0

1
(x + i)2


pour x = 1 on obtient

1
n!

n∑
k=1

k(k − 1)s(n, k) =
n∑

i=1

n∑
j=1

1
ij

−
n∑

i=1

1
i2 .

(13b) On a
1
n!

n∑
k=1

k(k − 1)s(n, k) = 1
n!

n∑
k=1

k2s(n, k) − E [Xn]

ce qui donne
1
n!

n∑
k=1

k2s(n, k) = E [Xn] +

 n∑
i=1

n∑
j=1

1
ij

−
n∑

i=1

1
i2

 .

14 .

(14a) Écrivons

1
n!
∑

σ∈Sn

ω(σ)2 = 1
n!

n∑
k=1

∑
σ∈Sn

ω(σ)=k

ω(σ)2

= 1
n!

n∑
k=1

k2
∑

σ∈Sn

ω(σ)=k

1

= 1
n!

n∑
k=1

k2s(n, k)

par suite
1
n!
∑

σ∈Sn

ω(σ)2 = E [Xn] +

 n∑
i=1

n∑
j=1

1
ij

−
n∑

i=1

1
i2

 .

et on a
• E [Xn] =

n→+∞
ln(n) + γ + O

( 1
n

)
•

n∑
i=1

n∑
j=1

1
ij =

(
n∑

k=1

1
k

)2
=

n→+∞
ln(n)2 + 2γ ln(n) + γ2 + O

(
ln(n)

n

)
•

n∑
i=1

1
i2 = π2

6 −
+∞∑

i=n+1

1
i2 avec

+∞∑
i=n+1

1
i2 ∼

n→+∞
1
n donc

n∑
i=1

1
i2 = π2

6 + O
(

ln(n)
n

)
ce qui donne 1

n!
∑

σ∈Sn

ω(σ)2 =
n→+∞

ln(n)2 + (2γ + 1) ln(n) +
(

γ + γ2 − π2

6

)
+ O

(
ln(n)

n

)
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(14b) On a
1
n!
∑

σ∈Sn

(ω(σ) − ln(n))2 = 1
n!

∑
σ∈Sn

ω(σ)2 − 2 ln(n)
n!

∑
σ∈Sn

ω(σ) + 1
n!
∑

σ∈Sn

ln(n)2

et
• 1

n!
∑

σ∈Sn

ω(σ)2 =
n→+∞

ln(n)2 + (2γ + 1) ln(n) + c + O
(

ln(n)
n

)
• 1

n!
∑

σ∈Sn

ω(σ) = E [Xn] =
n→+∞

ln(n) + γ + O
( 1

n

)
• 1

n!
∑

σ∈Sn

ln(n)2 = ln(n)2

ce qui donne
1
n!

∑
σ∈Sn

(ω(σ) − ln(n))2 =
n→+∞

ln(n) + c + O

(
ln(n)

n

)
.

15 . Soit ε > 0 , remarquons que P (|Xn − ln(n)| > ε ln(n)) = P
(

(Xn − ln(n))2
> ε2 ln(n)2

)
, l’inégalité de Markov donne

P (|Xn − ln(n)| > ε ln(n)) 6
E
(

(Xn − ln(n))2
)

ε2 ln(n)2 .

On a

E
(

(Xn − ln(n))2
)

=
n∑

k=1
P(Xn = k) (k − ln(n))2

.

= 1
n!

n∑
k=1

(k − ln(n))2
.s(n, k)

= 1
n!

n∑
k=1

∑
σ∈Sn

ω(σ)=k

(ω(σ) − ln(n))2

= 1
n!
∑

σ∈Sn

(ω(σ) − ln(n))2

donc E
(

(Xn − ln(n))2
)

=
n→+∞

ln(n) + c + O
(

ln(n)
n

)
, il existe donc un n0 ≥ 2 tel que E

(
(Xn − ln(n))2

)
≤ 2 ln(n) pour

tout n ≥ n0 , posons C = max({2} ∪
{

E
(

(Xi−ln(i))2
)

ln(i) , i ∈ [[2, n]]
}

, alors pour tout entier n > 1, on a

P (|Xn − ln(n)| > ε ln(n)) 6 C

ε2 ln(n) .

le cas n = 1 est trivial.

Deuxième partie

16 . Soit (an)n>2 une suite de nombres réels. Pour t ∈ R, on pose A(t) =
∑

26k6t

ak. Soit b : [2, +∞[ → R une fonction de

classe C1.

Pour tout n > 2, on a

n∑
k=2

akb(k) = a2b(2) +
n∑

k=3
(A(k) − A(k − 1)) b(k)

= a2b(2) +
n∑

k=3
A(k)b(k) −

n−1∑
k=2

A(k)b(k + 1)

= A(n)b(n) +
n−1∑
k=2

A(k) (b(k) − b(k + 1)) ( A(2)b(2) = a2b(2) )
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remarquons que

A(k) (b(k + 1) − b(k)) = A(k)
∫ k+1

k

b′(t)dt =
∫ k+1

k

A(t)b′(t)dt

la relation de Chasles donne
n∑

k=2
akb(k) = A(n)b(n)−

∫ n

2
b′(t)A(t)dt.

Il s’agit d’une généralisation de l’intégration par parties, appelée formule sommatoire d’Abel .

17 .

(17a) On a
∏

p≤1
p premier

p = 1 ≤ 4,
∏

p≤2
p premier

p = 2 ≤ 42 ,
∏

p≤3
p premier

p = 6 ≤ 43.

On suppose à présent n > 4 et le résultat connu au rang k pour tout entier k compris entre 1 et n − 1.

(17b) Si n est pair alors
∏

p≤n
p premier

p =
∏

p≤n−1
p premier

p 6 4n−1 6 4n.

(17c)

• Soit n = 2m + 1 avec m ∈ N. Pour tout p ∈ [[m + 2, 2m + 1]] , p divise (2m + 1)! = m!(m + 1)!
(

2m + 1
m

)
et il est premier avec m!(m + 1)! donc il divise

(
2m + 1

m

)
par suite

∏
m+1<p62m+1

p premier

p divise
(

2m + 1
m

)
.

• On a
(

2m + 1
m

)
+
(

2m + 1
m + 1

)
6

2m+1∑
k=0

(
2m + 1

m

)
= 22m+1 comme

(
2m + 1

m

)
=
(

2m + 1
m + 1

)
alors(

2m + 1
m

)
6 4m.

(17d) Pour n > 2 posons P(n) =‹‹
∏
p≤k

p premier

p 6 4k pour 2 6 k 6 n ››.

P(2) est vrai et on suppose que P(n) est vrai , il résulte de ce qui précède que P(n + 1) est vrai .

Ainsi pour tout n > 2
∏
p≤n

p premier

p 6 4n .

18 . • Pour k suffisamment grand E

(
n

pk

)
= 0, la somme évoquée existe car elle ne comporte qu’un nombre fini de termes

non nuls.
On a n! = 1 × 2 × . . . × n, parmi les entiers allant de 1 à n, il y en a exactement E

(
n
p

)
divisibles par p, E

(
n
p2

)
divisibles

par p2, etc...donc

vp(n!) =
+∞∑
k=1

E

(
n

pk

)
.

• On a n

pk
− 1 < E

(
n

pk

)
≤ n

pk
donc

n

p
− 1 < E

(
n

p

)
≤ νp(n!) 6

+∞∑
k=1

n

pk
= n

p − 1 .

de plus n

p
+ n

p(p−1) = n
p−1 d’où n

p
− 1 < νp(n!) 6 n

p
+ n

p(p − 1) .

19 .

(19a) Soit k ≥ 2 , on a ln(k) ≤
∫ k+1

k

ln(t)dt ≤ ln(k + 1) et
∫ k

k−1
ln(t)dt ≤ ln(k) ≤

∫ k+1

k

ln(t)dt , donc

∫ n

1
ln(t)dt ≤

n∑
k=2

ln(k) ≤
∫ n+1

1
ln(t)dt

8



soit

0 ≤
n∑

k=2
ln(k) −

∫ n

1
ln(t)dt ≤

∫ n+1

n

ln(t)dt ≤ ln(n + 1)

et on a
∫ n

1
ln(t)dt = n ln(n) − n ainsi

n∑
k=1

ln(k) =
n→+∞

n ln(n) − n + O(ln(n)) (1).

(19b)
• Soit p ≤ n , on a νp(n!) = max {ν ∈ N : pν | n!} donc pνp(n!) | n! et pνp(n!)+1 - n! , ce qui donne

∏
p≤n

p premier

pνp(n!) | n!

.
Réciproquement si n! =

∏
q premier

qmq , la décomposition de n! en produit de nombres premiers , alors les q ≤ n et

mq ≤ νq(n!) par suite n! |
∏

p≤n
p premier

pνp(n!) , ainsi n! =
∏
p≤n

p premier

pνp(n!) .

• On a ln(n!) =
∑
p6n

p premier

νp(n!) ln(p) , l’inégalité de la question 18 donne

n
∑
p6n

p premier

ln(p)
p

−
∑
p6n

p premier

ln(p) < ln(n!) 6 n
∑
p6n

p premier

ln(p)
p

+ n
∑
p6n

p premier

ln(p)
p(p − 1) .

et
∑

p6n
p premier

ln(p) = ln

 ∏
p≤n

p premier

p

 , d’après la question 17 on a
∏

p≤n
p premier

p ≤ 4n

donc
∑

p6n
p premier

ln(p) 6 4 ln(n) , ainsi

n
∑
p6n

p premier

ln(p)
p

− 4 ln(n) < ln(n!) 6 n
∑
p6n

p premier

ln(p)
p

+ n
∑
p6n

p premier

ln(p)
p(p − 1) . (2)

(19c) On a ln(k)
k(k − 1) = o

(
1

k
3
2

)
donc la série

∑
k>2

ln(k)
k(k − 1) converge.

(19d) La relation (2) donne

ln(n!)
n

−
∑
p6n

p premier

ln(p)
p(p − 1) 6

∑
p6n

p premier

ln(p)
p

<
ln(n!) + 4 ln(n)

n

d’après la relation (1) de la question 19a on a

ln(n!)
n

=
n→+∞

ln(n) − 1 + O( ln(n)
n

)

de plus
∑

p6n
p premier

ln(p)
p(p−1) ≤

∑
k≤n

ln(k)
k(k−1) , la série

∑
k>2

ln(k)
k(k−1) converge donc

∑
p6n

p premier

ln(p)
p(p−1) est bornée par suite

ln(n!)
n

−
∑
p6n

p premier

ln(p)
p(p − 1) =

n→+∞
ln(n) + O(1) et ln(n!) + 4 ln(n)

n
=

n→+∞
ln(n) + O(1)

d’où
∑
p6n

p premier

ln(p)
p

=
n→+∞

ln(n) + O(1).

Ce résultat est le premier théorème de Mertens démontré en 1874 .

20 .
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(20a) Posons pour n ≥ 2 , S(n) =
∑
p6n

p premier

ln(p)
p

et an = S(n) − S(n − 1),on a

an =


ln(n)

n
si n est premier

0 sinon

écrivons ∑
p6n

p premier

1
p

=
∑
p6n

p premier

ln(p)
p

1
ln(p)

=
∑

2≤k6n

ak
1

ln(k)

d’après la question 16 on a, avec b(t) = 1
ln(t) ,

∑
p6n

p premier

1
p

= A(n) 1
ln(n) +

∫ n

2

1
t(ln(t))2 A(t)dt

On a A(n) =
∑

2≤k6n

S(k) − S(k − 1) = S(n) et S(t) = R(t) + ln(t) , ce qui donne

∑
p6n

p premier

1
p

= 1 + R(n)
ln(n) +

∫ n

2

1
t ln(t)dt +

∫ n

2

R(t)
t(ln(t))2 dt

= 1 + ln(ln(n)) − ln(ln(2)) + R(n)
ln(n) +

∫ n

2

R(t)
t(ln(t))2 dt.

d’où l’on a
∑
p6n

p premier

1
p = 1 + ln2(n) − ln2(2)+ R(n)

ln(n)+
∫ n

2

R(t)
t(ln(t))2 dt.

(20b) D’après la question 19d on a R(t) =
t→+∞

O(1) , donc R(t)
t(ln(t))2 =

t→+∞
O( 1

t(ln(t))2 ) ,

comme
∫ n

2

1
t(ln(t))2 dt = 1

ln(2)− 1
ln(n) alors la fonction t 7→ R(t)

t(ln(t))2 est intégrable sur [2, +∞[.

(20c) Écrivons ∫ n

2

R(t)
t(ln(t))2 dt =

∫ +∞

2

R(t)
t(ln(t))2 dt +

∫ +∞

n

R(t)
t(ln(t))2 dt

avec ∫ +∞

n

R(t)
t(ln(t))2 dt = O(

∫ +∞

n

1
t(ln(t))2 dt) = O( 1

ln(n) )

et R(n)
ln(n) = O

(
1

ln(n)

)
, ce qui donne

∑
p6n

p premier

1
p

=
n→+∞

ln2(n) + c1 + O

(
1

ln(n)

)

avec c1 = 1 − ln2(2)+
∫ +∞

2

R(t)
t(ln(t))2 dt.

Ce résultat est le deuxième théorème de Mertens

21 .

(21a) Soit x ≥ 1 et q ∈ N∗. On a

{n ∈ N ∩ [1, x] : n ≡ 0(mod q)} = {kq : k ∈ N ∩ [1,
x

q
] }

donc Card{n ∈ N ∩ [1, x] : n ≡ 0(mod q)} = E( x
q ) et on sait que

∣∣∣E( x
q ) − x

q

∣∣∣ ≤ 1 , d’où le résultat .
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(21b) Écrivons ∑
n6x

ω(n) =
∑
n6x

∑
p|n

p premier

1

=
∑
p≤x

p premier

∑
n6x
p|n

1

=
∑
p≤x

p premier

Card{n ∈ N ∩ [1, x] : n ≡ 0(mod p)}

=
∑
p≤x

p premier

E

(
x

p

)

Ce qui donne
1
x

∑
n6x

ω(n) =
∑
p≤x

p premier

1
p

+ 1
x

∑
p≤x

p premier

(
E

(
x

p

)
− x

p

)

et

1
x

∣∣∣∣∣∣∣∣
∑
p≤x

p premier

(
E

(
x

p

)
− x

p

)∣∣∣∣∣∣∣∣ ≤ 1
x

∑
p≤x

p premier

1 ≤ 1

d’après question 20c on a 1
x

∑
n6x

ω(n) =
x→+∞

ln2(x) + O(1)

C’est le théorème Hardy et Ramanujan, il donne ln2(x) comme un ordre moyen de ω(x) .

22 .

(22a) Écrivons
1
x

∑
n6x

(ω(n) − ln2(x))2 = 1
x

∑
n6x

ω(n)2 − 2 ln2(x)
x

∑
n6x

ω(n) + ln2(x)2 E(x)
x

d’après la question précédente on a

1
x

∑
n6x

(ω(n) − ln2(x))2 =
x→+∞

1
x

∑
n6x

ω(n)2 − ln2(x)2 + O(ln2(x)) + ln2(x)2 E(x) − x

x︸ ︷︷ ︸
O( ln2(x)2

x )

d’où 1
x

∑
n6x

(ω(n) − ln2(x))2 =
x→+∞

1
x

∑
n6x

ω(n)2 − ln2(x)2 + O (ln2(x)) .

(22b) Pour tout x ≥ 2 on a

∑
n6x

ω(n)2 =
∑
n6x

 ∑
p1|n

p1 premier

1


 ∑

p2|n
p2 premier

1


=

∑
n6x

∑
p1|n

p1 premier

∑
p2|n

p2 premier

1

=
∑

p1≤x
p1 premier

∑
p2≤x

p2 premier

∑
n6x

p1|n et p2|n

1

=
∑

p1≤x
p1 premier

∑
p2≤x

p2 premier

Card {n ∈ N∗ : n 6 x, p1 | n et p2 | n}
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(22c) On a ∑
p1,p2≤x

p1 6=p2 premiers

Card {n ∈ N∗ : n 6 x, p1 | n et p2 | n} =
∑

p1,p2≤x
p1 6=p2 premiers

Card {n ∈ N∗ : n 6 x, p1p2 | n }

=
∑

p1,p2≤x
p1 6=p2 premiers

E( x

p1p2
)

donc ∑
p1,p2≤x

p1 6=p2 premiers

Card {n ∈ N∗ : n 6 x, p1 | n et p2 | n} =
∑

p1,p2≤x
p1p2≤x

p1 6=p2 premiers

(
x

p1p2
+ O(1)

)

• La somme
∑

p1,p2≤x
p1p2≤x

p1 6=p2 premiers

O(1) est dominée par
∑

p1,p2≤x
p1p2≤x

p1,p2 premiers

1 et on a

∑
p1,p2≤x
p1p2≤x

p1,p2 premiers

1 =
∑

p1≤x
p1 premiers

∑
p2≤ x

p1
p2 premiers

1

≤
∑

p1≤x
p1 premiers

∑
k≤ x

p1

1

≤
∑

p1≤x
p1 premiers

x

p1

ce qui donne
∑

p1,p2≤x
p1p2≤x

p1 6=p2 premiers

O(1) =
x→+∞

O (x ln2(x)) .

• La somme
∑

p1,p2≤x
p1p2≤x

p1 6=p2 premiers

x
p1p2

s’écrit

∑
p1,p2≤x
p1p2≤x

p1,p2 premiers

x

p1p2
−

∑
p≤x
p2≤x

p premiers

x

p2

et
∑

p≤x
p2≤x

p premiers

x
p2 ≤ x

∑
n≤x

1
n2 ≤ π2

6 x donc elle est aussi dominée par x ln2(x) .

Remarquons que {(p1, p2) : p1, p2 ≤
√

x } ⊂ {(p1, p2) : p1, p2 ≤ x et p1p2 ≤ x} ⊂ {(p1, p2) : p1, p2 ≤ x } donc ∑
p≤

√
x

p premier

1
p


2

≤
∑

p1,p2≤x
p1p2≤x

p1,p2 premiers

1
p1p2

≤

 ∑
p≤x

p premier

1
p


2

et on a ∑
p6

√
x

p premier

1
p

=
x→+∞

ln2(
√

x) + c1 + O

(
1

ln(x)

)

=
x→+∞

ln2(x) + ln(1 − ln(2)
ln(x) ) + c1 + O

(
1

ln(x)

)
=

x→+∞
ln2(x) + c1 + O

(
1

ln(x)

)
ce qui donne ∑

p1,p2≤x
p1p2≤x

p1,p2 premiers

1
p1p2

=
x→+∞

ln2(x)2 + O (ln2(x))
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et ∑
p1,p2≤x
p1p2≤x

p1 6=p2 premiers

x

p1p2
=

x→+∞
x ln2(x)2 + O (x ln2(x))

d’où

 ∑
p1,p2≤x

p1 6=p2 premiers

Card {n ∈ N∗ : n 6 x, p1 | n et p2 | n}

− x ln2(x)2 =
x→+∞

O (x ln2(x)) .

(22d) D’après 22b∑
n6x

ω(n)2 =
∑

p1≤x
p1 premier

∑
p2≤x

p2 premier

Card {n ∈ N∗ : n 6 x, p1 | n et p2 | n}

=
∑

p1,p2≤x
p1 6=p2 premiers

Card {n ∈ N∗ : n 6 x, p1 | n et p2 | n} +
∑
p≤x

p premiers

Card {n ∈ N∗ : n 6 x, p | n }

or
∑

p≤x
p premiers

Card {n ∈ N∗ : n 6 x, p | n } =
x→+∞

O (x ln2(x)) donc

∑
n6x

ω(n)2 =
x→+∞

x ln2(x)2 + O (x ln2(x))

et de la question 22a on a 1
x

∑
n6x

(ω(n) − ln2(x))2 =
x→+∞

O (ln2(x)) .

23 . On pose S =
{

n > 3 :
∣∣∣∣ ω(n)−ln2(n)√

ln2(n)

∣∣∣∣ > (ln2(n))1/4
}

.

• On a Card(S ∩ [1, x]) = Card(S ∩ [
√

x, x]) + Card(S ∩ [1,
√

x]) et Card(S ∩ [1,
√

x]) ≤
√

x

donc Card(S ∩ [1, x]) =
x→+∞

Card(S ∩ [
√

x, x]) + O(
√

x).
• Remarquons que

1
x

∑
n∈S∩[

√
x,x]

(ω(n) − ln2(x))2 =
x→+∞

O (ln2(x)) .

et pour tout n ∈ S ∩ [
√

x, x] on a∣∣∣∣∣ω(n) − ln2(n)√
ln2(n)

∣∣∣∣∣ ≤

∣∣∣∣∣ω(n) − ln2(x)√
ln2(n)

∣∣∣∣∣+

∣∣∣∣∣ ln2(x) − ln2(n)√
ln2(n)

∣∣∣∣∣
et 0 ≤ ln2(x) − ln2(n) ≤ ln2(x) − ln2(

√
x) = − ln(1 − ln(2)

ln(x) ) donc∣∣∣∣∣ω(n) − ln2(n)√
ln2(n)

∣∣∣∣∣ ≤

∣∣∣∣∣ω(n) − ln2(x)√
ln2(

√
x)

∣∣∣∣∣+

∣∣∣∣∣∣ ln(1 − ln(2)
ln(x) )√

ln2(
√

x)

∣∣∣∣∣∣
par suite

(
ln2(

√
x)
)1/4 Card(S ∩ [

√
x, x]) ≤

∑
n∈S∩[

√
x,x]

∣∣∣∣∣ω(n) − ln2(n)√
ln2(n)

∣∣∣∣∣
≤

∑
n∈S∩[

√
x,x]

∣∣∣∣∣ω(n) − ln2(x)√
ln2(

√
x)

∣∣∣∣∣+ x

∣∣∣∣∣∣ ln(1 − ln(2)
ln(x) )√

ln2(
√

x)

∣∣∣∣∣∣
l’inégalité de Cauchy-Schwartz donne

∑
n∈S∩[

√
x,x]

∣∣∣∣∣ω(n) − ln2(x)√
ln2(

√
x)

∣∣∣∣∣ ≤
√

x

 ∑
n∈S∩[

√
x,x]

∣∣∣∣∣ω(n) − ln2(x)√
ln2(

√
x)

∣∣∣∣∣
2
1/2

=
√

x√
ln2(

√
x)

O
(√

x ln2(x)
)

= O(x)
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donc
∑

n∈S∩[
√

x,x]

∣∣∣∣ω(n)−ln2(x)√
ln2(

√
x)

∣∣∣∣ = O(x) ce qui donne (ln2(
√

x))1/4 Card(S ∩ [
√

x, x]) = O(x).

Finalement
Card(S ∩ [1, x]) =

x→+∞
Card(S ∩ [

√
x, x]) + O(

√
x) =

x→+∞
O(x

(
ln2(

√
x)
)−1/4)

ainsi

lim
x→+∞

1
x

Card{n 6 x : n ∈ S} = 0.

Fin
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