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Le probleme a pour sujet les théorémes de Mertens et de Hardy et Ramanujan
LY L
Premiere partie
1>

(1a) e Les matrices M, sont symétriques réelles donc elles sont diagonalisables , en particulier My et —M, sont

diagonalisables.

e Remarquons que I, + My est de rang 1 donc 1 est valeur propre de —Mjy d’ordre supérieur ou égal a n — 1, par suite
—Mj, admet au plus une autre valeur propre A , et on sait que tr(—Mp) =(n —1) X 1+ A =0ainsi A\=1—n et 1 est
valeur propre de —Mj d’ordre égal a n — 1.

Finalement Sp(—Mp) = {1,1 —n}.

e FE;(—Mjy) est 'hyperplan de R” d’équation z1 + ... + 7, = 0 et Ey_,,(—My) = E1(—Mp)* = vect(

(1b) Soit z € R, posons M, = (a; j)i<i<n - Le polyndme caractéristique de —Mj est donné par
1<i<n

Xy () = det(M,) = (@ = 1)" "z +n — 1)

par définition du déterminant on a

X—N&( 2: IIazaz

ceS,

[Taiow = Haw() Hach()—fﬂ”(")
=1

:1
(i)=i ol

remarquons que pour g € S,

d’ou

X—M,(x) = Z e(0)z" ) = (z — 1) Hx+n—1).
o€G,

e Pour z =1 onobtient| Y e(o)=0|
ce6,

e Par dérivation on a

dxdmeo (z) = Z (o))" = n(z — 1)"2(z +n — 2).

(A

Osin>3
Pour z =1 on obtient | > e(o)v(o) = S% "=
ocS, 2sin=2

e On a par intégration

! _ £(o)
/OX—MOUC)dx = Z W
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ainsi Z V(Ew) = (_1)"+1 _n

ceS,,

3> Dapres2ona Y, e(0)=0,etona

ceES,
Z e(o) = Z e(o) + Z e(o)

oe6, oS, SICIY
e(o)=1 e(o)=—1

= 2 1= 2!

oceS, oG,

e(o)=1 e(o)=-1

= Card{o €6, :¢(0) =1} — Card{oc € &, : ¢(0) = -1}

d’olt
Card{oc € 6, :¢(0) =1} = Card{oc € 6,, : e(0) = —1}

Posons A= {0 €&, :e(0c) =1} ,ona &, = AUA et Card A = Card A = %' , ainsi la probabilité qu’une permutation

de &,, tirée uniformément au hasard soit dans A (ou dans A) est 3 .

4 > Soit 0 € &, on a évidement o € D, si et seulement si v(o) = 0, on a . Dans la question 1b on a

Xoaro(@) = D e(@)a" ) = (z = 1)" Nz +n—1).
ceES,

le coefficient constant est donné par

et on a

Z g(o) =Card{o €D, :e(0) =1} — Card {o € D, : €(0) = —1}
gED,

d’ol
Card{o €D, :¢(0) =1} =Card {0 € D,, : e(0) = =1} + (=1)""*(n —1).

{ (o) sig<i

5 > Soit m € N. On consideére la matrice M = (a; j)i1<i<m+1 avec a; j = 0 -
<j< sii<j

1<5<m+1

(5a) Les familles (1, X,...,X™) et (1,(X —1),...,(X —1)™) sont de degrés strictement croissants , donc elles sont libres

dans R,,[X], de plus elles ont m + 1 éléments , donc elles forment deux bases de R,,[X].

(5b) Soit j € [1,m] on a

X = (X —-141)
J j '
- > (D
, i
=0
donc la j ieme colonne de la matrice, N, de Papplication linéaire identité dans les bases (1, X,..., X™) au départ et

(L,(X =1),...,(X = 1)™) a larrivée est

qui est la transposée de la j ieme ligne de la matrice M , d'ott N = *M .



(5c) N est inversible car elle est la matrice de 'application identité qui est bijective et N~! est la matrice de I'application
linéaire identité dans les bases (1,(X —1),...,(X —1)™) au départ et (1,X,...,X™) a l'arrivée , comme N = ‘M
donc M est inversible .

De la relation 4
J .
X -1y = X'(=1)"
-1y = 32 ()

on a la j ieme colonne de la matrice N1 est

0
0
et
(o) 0 0

()

Ainsi | M~1 = (b j)1gigm+1 avec b; j =
1<5<m+1

{ (-1 sig <

0 sii<j

i 0y++>Um), sees Um e, 3 = 0y -y Um = 055 Um
(5d) Soit (u Um) » (Vo V) € R™*L posons U = t (u Um) et V = t (v Um)

k
siVk <m, wuy Z (E)w

£=0

qui s’exprime par U = MV donc V = M~'U par suite on a

appelée Formule d’inversion de Pascal .

6 > Ecrivons 6, = |J {0€6, : v(o) =k}, c’est une réunion disjointe donc
0<k<n

n!=Card &, = Z Card{c €&, : v(o) =k}
k=0

Pour tout k € [1,n] , posons Py ’ensemble des parties & k élément de [1,n] , on établie une bijection par :

{c0€6, : vio)=k} — PrXD,_i
o —  (F(o),d)

avec F(o) ={i € [1,n] : o(i) =i} et ¢’ la restriction de o sur F (o) le complémentaire de F(c) dans [1,n] (support
deo) .
On en déduit

Card{o € &, : v(o) =k} = (Z)Dn_k



Ce qui revient a dire : pour déranger n — k éléments dans un ensemble a n éléments, il faut choisir les n — k éléments

devant étre dérangés, soit possibilités, puis effectivement déranger ces n — k éléments, soit D,,_ possibilités. 11 y

n
k

n
a donc ( k) D,,_ facons de déranger n — k éléments dans un ensemble de n éléments.

I

k=0 k=0

On a donc

la formule d’inversion de Pascal donne

Ainsi pour tout entier naturel n non nul , | D,, = n!

7>

(Ta) Ona Y, (D,) ={-1,1} et P(Y,, = 1) = Card{oc € ©, : (o) =1}

D,
D, =Card{c € D, :¢(0) =1} + Card{oc € D,, : e(0) = —1}

,0orona

et d’apres 4

Card{oc €D, :¢(0) =1} = Card{oc € D, : e(0) = =1} + (=1)" " (n - 1).
donc
Dy +(=1)""'(n—1)

Card{oc € ®, :¢(0) =1} = 5

1 _1 n—1 _ 1
par suite |P(Y,, =1) = =+ V1)

5 5D, t P(Y, =-1)=1-P(Y, =1).

(7b) OnaD,=n! > (_,€—1,)k donc D,, ~ e !nlet %w — 0, d’ou pour tout
k=0 "

—+00 n n—-+00

ee{-1,1}| lim P(Y,=¢)=

n—-+oo

DN | =

8>

(8a) On a Z, (6,) = [0,n] , pour tout k € [0,n] ona P(Z, =k) = Card{o € G : v(0) = k}.

n!

D’apres la question 6 on a Card{o € &,, : v(o) =k} = (Z) D,,_;. donc

n
Dn—k’ n—Fk ;
()Ps ey
PZn=k)= == 11 il

(8b) Pour tout entier naturel k < n (fixé et ne dépend pasden )ona| lim P(Z,=k)= —|

Z, converge en loi vers la loi de Poisson de parameétre 1.

(8c) Le nombre moyen de points fixes d’une permutation aléatoire est égale a l'espérance de Z,, on a

n n k n—k (_1)1
[E(Zn):ZkP(Zn:k):ZE g
k=0 k=0 =0 ’
simplifions cette somme
n n—k—1
k (-1° , (=y"-*
IE(Zn) = Z(k-l il + (nfk)'
k=0 =0
n—1 1




10 >

11 >

Le calcul de 'espérance de Z,, se fait aisément en remarquant que Z,, est la somme des variables aléatoires de Bernoulli
1

Zn =X1 + -+ X, o Xi(0) prend la valeur 1 si k est un point fixe de o et 0 sinon . On a P(X; =1) = — d’on
n

E(Z,) = 1.

e n=2 dans Sy on alidentité ( (1)(2) : 2 cycles ) et une transposition ( (12) : 1 cycle) .

. 1 3
Ce qui donne pour n = 2, o] GZG: w(o) = 3
o n

e n =3, dans S3 on a lidentité ( (1)(2)(3) : 3 cycles) ,trois transpositions ((a)(bc) : 3 x 2 cycles) et deux 3-cycles (
(abc) : 2 x 1 eycles) .

. 1 11
Ce qul donne pour n —= 3 y E EZG W(O') = E X
o n

e n=14,dans Sy on a lidentité ((1)(2)(3)(4) : 4 cycles) , six transpositions ( (a)(b)(cd) : 6 x 3 cycles), huit de
3-cycles ((a)(bed) : 8 x 2 cycles), trois produit de deux transpositions disjointes ((ab)(ed) : 3 x 2 cycles) et six 4-cycles
(abed) : 6 X 1 cycles).

. 1 50
Ce qui donne pour n =4 , — 626: w(o) = 5l

e [’identité est 'unique permutation qui se décompose en produit de n cycles a supports disjoints , donc m

e s(n,1) est le nombre des n—cycles de &,, , un n—cycle de &,, s’écrit (n,aq, ..., an—1) avec

n—1
a1y ...y n-1 € [1,n] et est une permutation de &,,_1 , ce qui établit une bijection entre I’ensemble
a‘l e anfl

des n—cycles de &,, et &,,_1 , par suite‘ s(n,1) = (n—1)! ‘ .

e pour 2 < k< n—1, posons E(n, k) 'ensemble des permutations de &,, qui se décompose en produit de k cycles a
supports disjoints.
Ecrivons E(n, k) = A(n, k) U B(n, k) avec A(n,k) = {0 €6, :0(l)=1}et B(n,k)={0 €6, :0(1)#1}.
Soit o € E(n,k) , 0 = c1¢3...ck , on a deux cas :
» Sio € A(n, k) alors 1 est un point fixe ( on suppose ¢; = (1) ) donc la restriction de o & [2,n] est une permutations
de &,,_1 qui se décompose en produit de k — 1 cycles a supports disjoints, on etablit ainsi une bijection entre A(n, k) et
E(n—1,k—1) donc Card A(n,k) = s(n — 1,k —1).
» Sio € B(n,k) posons (1) =j # 1, 1 et j sont dans un des cycles ¢; posons ¢; = (1, 4,0(5),,...,0P(j)) (il correspond
a lorbite de 1) .
Ona (1,5)c1 = (4, 0(4),,...,0P(j)) donc (1,5)0 € E(n—1,k) , ainsi 'application qui a ¢ associe le couple (o(1), (1,0(1))o
o) est une bijection de B(n, k) vers [2,n] xE(n — 1,k) ce qui donne Card B(n,k) = (n — 1)s(n — 1, k), d’ou la relation
‘s(n, kE)=s(n—1,k—1)4+ (n—1)s(n —1,k).(1) ‘

Posons P, (x) = s(n,k)z* , la relation de récurrence (1) donne

n

k=1
P,(x) = 2"+ (n— 1)!x+ni s(n—1,k—1)z* + (n — l)nis(n —1,k)z"*
k=2 k=2
n—2
= 2"+ (n—-1Dx+ Z s(n—1,k)z" 1 4 (n = 1)(Po_1(z) — (n — 2)!x)
k=1

= 2"+ (- Dz +2(P1(z) — 2" )+ (n—1)(P_1(x) — (n —2)lx)
= - 1)(Paa()



Donc P,(x) = (x +n —1)...(x + 2) Py(x) , avec Po(z) = 2% + 2 , d’ou

1:[ (x+1i) = Z s(n, k)z"
i=0 k=1

Les s(n, k) sont appelés les nombres de Stirling de premiére espéce « non signés »

k 1<
12 5 Ona X,(6,) = [1,n] et P(X, = k) = 275 gone £ [x = — > ks
nt k=1
D’apres la question 11 on a :
n n—1 n—1
1
k-1 _ .
> ks(n k)2t = H(Hz).zxﬂ (2)
k=1 =0 =0
d ks(n,k) =n! —-et E[X,] = —doul|E[X,] = 1 O ().
one 3 ka(m k) =n! 35 et ELX] =3  dou[E[X] 5 () +9+0(3)

13 >

(13a) On dérive la relation (1) :

pour z = 1 on obtient

] k(kfl)s(n,k)zzzf, 5
T k=1 i=1 j=1 J =
(13b) On a
1 & "
> k(k—1)s(n. k) = — > ks(n,k) — E[X,]
T k=1 k=1
ce qui donne
n n n 1 n 1
2
' k*s(n, k) = E[X,] + Z Tj_zz?
k=1 i=1 j=1 i=1
14 >
(14a) Ecrivons
1 5 1 — )
Sy w@)? = Sy Y wlo)
ceS, k=1 0c€6,
w(o)=k
_ 2
P ILED IR
k=1 ceG,
w(o)=k
Ly k?s(n, k
1 2 kst
k=1
par suite
TDIECELE I P I I
geS, i=1 j=1
et on a
¢« E[X,] = Im)+y+0(2)
. Zl Z 5= (kZI ,ﬁ) = _In(n)? +2yln(n) + 4 +O(1n))
i=1 j=1 =
n +oo +o0 n
d Zi%:’%* > i%avec > %2 ~ %donc Zi%:7§+0 lnfl"))
i=1 i=n+1 i=nt+1 T i=1
- 1 2 , w2 In(n)
ce qui donne ] Z n—>+oo In(n)*+ 2y+1)In(n) + (v ++° - T +0 -
€6,




(14b) Ona

LS ) -mmr = 2 3 w22 5 o) 4 LS
T oEeB, T oe6, ' oes, ‘oe6,
et
. # UEX‘L;»” w(o)? et In(n)?2+ (2y+1)In(n) +c+ O (lnin))
% 3 w(o) =E[X,] et In(n)+~v+0O (%)
UGGn
e L 3 In(n)? =In(n)?

oceS,
ce qui donne

% > (w(o)—In(n)? = In(n)+c+0 (hl(nn)> .

’ oceS,

15 > Soit € > 0, remarquons que P (| X, — In(n)| > eln(n)) = P ((Xn —1In(n))* > &2 ln(n)Q) , I'inégalité de Markov donne

E ((Xn - 1n(n))2)
P (| X, — In(n)| > eln(n)) < .

e21n(n)?
On a
E ((Xn - 1n(n))2) = Y B(X, = k) (k—In(n))*.
k=1
= nlz s(n, k)
k=1
= LSS o) iy
= (5)6 i
1 )2
= = Z
€6,
donc E ((Xn - 1n(n))2) e In(n)+c+0O (ln(")) , il existe donc un ng > 2 tel que E ((Xn - 1n(n))2) < 21In(n) pour

X;—In(2
tout n > ng , posons C' = max ({2} U {((m(l)())),z € [[2,71]]} alors pour tout entier n > 1, on a

C
— < -
P (| X, —In(n)| > eln(n)) < Zin(n)
le cas n =1 est trivial.
Deuxieme partie
16 > Soit (a,), >, une suite de nombres réels. Pour ¢ € R, on pose A(t) = ag. Soit b : [2,4+00] — R une fonction de
2<k<t
classe C*.
Pour tout » > 2, on a
> arb(k) = axb(2)+ Y (A(k) — Ak — 1)) b(k)
k=3
n n—1
= axb(2) + > _ A(k)b(k) — > A(k)b(k + 1)
k=3 k=2
n—1



remarquons que

la relation de Chasles donne

E:akdk):/MnWOﬂ—(/nU@Lﬂﬂdt
k=2 2

Il s’agit d’une généralisation de I'intégration par parties, appelée formule sommatoire d’Abel .

17 >
(17a) On a [I p=1<4 J[ p=2<4, J] p=6<4°
p<1 p<2 p<3
p premier p premier p premier
On suppose a présent n > 4 et le résultat connu au rang k pour tout entier k compris entre 1 et n — 1.
(17b) Sinest pairalors [[ p= [ p<4nt <4
p<n p<n—1
p premier p premier
(17¢)

2 1
e Soit n =2m + 1 avec m € N. Pour tout p € [m +2,2m + 1] , p divise (2m+1)!:m!(m+1)!< mt )
m

2 1 2 1
et il est premier avec m!(m + 1)! donc il divise ( met ) par suite H p divise ( me ) .
m m

m+1<p<2m+1
p premier

2m—+1
2 1 2 1 2 1 2 1 2 1
e Ona mt + m < E m = 22"+1 comme m — (" + alors
m m—+1 m m m—+1

k=0
<2m + 1> <4m.
m

(17d) Pour n > 2 posons P(n) =« H p<4F pour 2< k< n»n.

p<k
p premier

P(2) est vrai et on suppose que P(n) est vrai , il résulte de ce qui précede que P(n + 1) est vrai .

Ainsi pour tout n > 2 H p<4m|

p<n
p premier

n
18 > e Pour & suffisamment grand E <k> = 0, la somme évoquée existe car elle ne comporte qu'un nombre fini de termes
p

non nuls.
Onan!=1x2x...xn, parmi les entiers allant de 1 & n, il y en a exactement E (%) divisibles par p, E (%) divisibles

par p?, etc...donc

%m0:§§E<;>.

e Ona Z—1<E(nk)§72donc
p p p

= p—l
n n n n
de plus —+ =2~ = 2 dou| ——-1<p,(n) < —+ —.
p D e p P < T -1
19 >
k+1 k k41
(19a) Soit k> 2, onaln(k) < / In(t)dt <Iln(k+1) et / In(t)dt <lIn(k) < / In(t)dt , donc

k k-1 k



soit

n n n+1
0< > In(k) - / In(t)dt < / In(t)dt <1In(n+1)
k=2 1 n
et on a / In(t)dt = nln(n) — n ainsi In(k) = nln(n)—n+O0(0n(n)) (1).
[ ( > o), 5 nlan)
(19b)
e Soit p < n,onavy(n!)=max{reN:p’|n!} donc p»™ | nlet p»*+1 fnl ce qui donne [ p*r™) | n!
<n
p pfc_micr
Réciproquement si n! = IT ¢™ , la décomposition de n! en produit de nombres premiers , alors les ¢ < n et
q premier
my < vg(n!) par suite n! | [ p»™) | ainsi|n! = H pre(™)
p<n n
p premier P pIIzeSmier
e Onaln(n!) = Z vp(n!)In(p) , V'inégalité de la question 18 donne
psn
p premier
1 1 1
n Z n(p) _ Z In(p) <In(n!) <n Z a(p) +n Z M
= p = — P — plp—1)
pPsn PN 23 PN
p premier p premier p premier p premier
et > In(p)=In II »p| ,dapresla question 17 ona [ p<4"
PN p<n p<n
p premier p premier p premier
donc > In(p) < 4ln(n) , ainsi
<n
P pI;emier
In(p) In(p) In(p)
Z —4In(n) <In(n!) <n Z +n Z ———. (2)
p<n P p<n P p<n p(p B 1)
p premier p premier p premier
In(k 1 In(k
(19¢) Omn a lf(lI;()l) =0 ( k3> donc la série kz>2 k(z()l) converge.
(19d) La relation (2) donne
In(n!) Z ln(p)1 < Z In(p) < In(n!) + 41n(n)
n = =1 = p n
p premier p premier
d’apres la relation (1) de la question 19a on a
In(n! 1
nml) ) — 14+ o2,
n n—-+oo n
de plus 3 1(n(f)1) <> kl(lllf(f)l) , la série > kl(l;c(f)l) converge donc Y. l(n(f)l) est bornée par suite
p<n pip k<n k>2 p<n pip
p premier p premier
In(n!) In(p) In(n!) +41n(n)
e — = 1 O(1l)et ————= = 1 o1
n Y 1) e MO e S = () +0()
P pl;e\mier
In(p)
d’ot = 1 O(1).
ou Z P n—-4oo n(n) + ( )
psn
p premier

Ce résultat est le premier théoréme de Mertens démontré en 1874 .

20 >



1
(20a) Posons pour n > 2, S(n) = Z n(p) et a, =S5(n)—S(n—1),ona

p<n
p premier

{ In(n) . .
——= si n est premier
an = n

0 sinon
écrivons
> .- X =
=p = p b
p premier p premier
> gy
= k
i In(k)
d’apres la question 16 on a, avec b(t) = m ,
1 1 " 1
-=A ——A(t)dt
ey + | T
p premier

OnaAn)= > Sk)—Sk—-1)=S(n)et S(t)=R(t)+In(t), ce qui donne

1 _ Rn) (" 1 " R(t)
[gn P 1+1n(n)+/2 tlm(t)dt—'—/2 t(ln(t))th

L mn) -2 + 1 [* ROy
2

d’ott 'on a Z % =1+ Iny(n) — Ina(2)+ R(n) I / R(t) &t
2

< In(n) t(In(t))?
p premier
(20b) D’apres la question 19d on a R(t) = O(1), donc _R(H) = ( ;)
t—+00 ’ t(In(t))? t=+oo  t(In(2))2"’
comme / ' ! dt = L1 alors la fonction ¢ +— _R(b) est intégrable sur [2, +00]
5 t(ln(t))? In(2) 1In(n) t(In(t))? ’ ’

(20c) Ecrivons

" R(t) e R() e R(1)
/2t<1n<t>>2 dt:/Q H(in(0))? d”/n H(m() "

avec

1 1
R(n) _ . _
et fmmy = O <ln(1n)) , ce qui donne E PR Ing(n) +¢1 +0 ( ln(n))

PN
p premier

oo R(t)
=1-—1ny(2 — _ dt
avee e = 1= he(2) / t(In(?))?
Ce résultat est le deuxiéme théoréme de Mertens

21 >

(21a) Soit z > 1et g€ N*. Ona

{neNN[L,z]:n=0(modq)} = {kq :keNﬂ[l,g]}

<1, dou le résultat .

donc Card{n € NN [1,2] : n = 0(mod q)} = E(7) et on sait que ‘E(%) -4

10



(21b) Ecrivons

(]
€
g
|

PIEDIEE

n<x n<r  pln
p premier

- Y o

p<z n<x
p premier pln

= Z Card{n e NN [1,z] : n = 0(modp)}

p<z
p premier

Z T
p<x p
p premier

Ce qui donne

P = Y L Y (2(5)7)

n<e p<z p<z
p premier p premier

et

1 x x 1

v p<z p b v p<z

p premier p premier
d'aprés question 20 LS wn) = nfe) +0(1)
apres question 20c on a L w(n i na(x
n<T

C’est le théoreme Hardy et Ramanujan, il donne Ins(2) comme un ordre moyen de w(x) .

22 >

(22a) Ecrivons

d’apres la question précédente on a

é Z (w(n) —Iny(z))* oo % w(n)? — Ing(x)* + O(Ing(x)) + lng(as)QW
n<e n<e N———
o(2l)?)
don % > (w(n) = Ing(x))® S % w(n)? —Ing(x)? + O (Ing(z)) .

(22b) Pour tout z > 2 on a

Seor = Y| Y 1] X

n<x n<x p1ln p2ln
p1 premier p2 premier
=2 > X1
n<T p1|n p2|n

p1 premier po premier

D DD DENED DI

p1<z p2<z n<z
p1 premier pg premier py|n et pa|n

= Z Z Card{n e N*:n < z,p1 | n et pa | n}

p1<z p2<z
p1 premier ps premier

11



(22c) On a

E Card{n eN":n<z,p1|netpy|n} = E Card{n e N*:n < z,pip2 | n }
p1,p2<T p1,p2<T
p1#p2 premiers p1#p2 premiers
X
= > B
. p1p2
P1,p2<T
p1#£p2 premiers
donc
X
5 Card{n eN*":n < x,p |netpy|n}= g (+O(1))
b1p2
p1,p2<T p1,p25T
p1#£p2 premiers pip2<z
p1#p2 premiers
e La somme > O(1) est dominée par > letona
p1,p2<T p1,p2<w
p1p2<w p1p2<a
p1#£p2 premiers p1,p2 premiers
> 1= > X
p1,p2<w p1<z P2
p1ip2<z P1 premiers . remijers
p1,p2 premiers
DD
pi<z k<E
p1 premiers !
X
< X o
p1<w P
p1 premiers
ce qui donne E 0O(1) = O(zln(z)).
r—+00
P1,p2<T
p1p2<z
p1#p2 premiers
e La somme > L g’écrit
Pip2
p1,p2<T
p1p2<T

p1#p2 premiers

T T
Z P1p2 - Z Z?

p1,p2S2 p<x
p1p2<zT p?<z
P1,p2 premiers p premiers
2 . 7
et > Z<a ) 1 < Z 2 donc elle est aussi dominée par x Iny(z) .
p<zx n<x

p’<z
p premiers

Remarquons que {(p1,p2) : p1,p2 < V& } C{(p1,p2) : p1,p2 <@ et pipa <z} C {(p1,p2) 1 p1,p2 < x } donc

2 2
1 1 1
> Sl = X S DD
p<T p P1,p2<T P1p2 p<z p
p premier p1p2<zx b premier

p1,p2 premiers

et on a

1 1
Yo = = (Vo) +a+0

D T—r+00 In(x)
p<VzT

p premier

In(2 1
e—too s () +In(l - ln(x)) tato ( ln(x)>

= Iny(z)+c1+0 < nl)

T—+00

ce qui donne

Z 1 = Iny(2)* + O (Inz(2))

p1pa<z Pp1p2 Tz —>+oo
P2 <

pP1p2<T
p1,p2 premiers
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et

Z L = zIny(z)? 4+ O (zIny(z))
N
P1,p2<T Pipz #=vee
p1p2<z
p1#p2 premiers

d’ott > Card{n e N*:n<a,p1 [netpy|n} | —zlna(x)? = O(xlny(z)).
p1,p2<T TrFeo
p1#p2 premiers

(22d) D’apres 22b
Zw(n)2 = Z Z Card{n e N*:n < x,p; |netpy|n}

n<z p1<z p2<z
p1 premier ps premier

= Z Card{neN":n<z,p|netps|n}t+ Z Card{neN":n<azp|n}

P1,p2<T p<z
p1#p2 premiers p premiers

or > Card{neN*:n<zp|ln} = O(zln(x)) donc
p<z T—r+00
p premiers

Z w(n)? e zIng(2)? + O (zIny(x))

n<x

et de la question 22a on a
r—r+00
n<c

L3 () ~na(@)® = O(Ina()).

w(n)—Ina(n)

23 > On pose S = {n >3 () = (1I12(’I’L>)1/4}.

e On a Card(SN[1,z]) = Card(S N [Vx,x]) + Card(S N[1,/z]) et Card(S N[1,/z]) < Vz
donc Card(S N [1,z]) = Card(S N [vz,z]) + O(V/x).

x

e Remarquons que .
— > (@) =Ing(2))* = Of(ing(a)).

x xr——+00
neSN[yvz,z)

et pour tout n € SN[z, z] on a

w(n) —Iny(n) w(n) —Iny(z) Iny(z) — Ina(n)

lna(n) Ins(n) Ins(n)
et 0 <lng(z) — Ina(n) < Ing(x) — Iny(v/z) = —In(1 — Egig) donc
w(n) —Ina(n) w(n) —Iny(z) In(1 - izéi;)

Ina(v/z) Ina(v/z)

Ina(n)

par suite

w(n) — Iny(n)

(no(v@) 't Card(S N [Va,a)) < 3

neSN[vz,xz) In; (n)
In(2)
< Z w(n) — Ing(z) In(1 - ln(:E))
C esnivae | Ve (V) In (/)

I'inégalité de Cauchy-Schwartz donne

sﬁ( >

neSN[yz,z]

w(n) — Ing(x)

Iny (/)

w(n) — Ing(x)

Iny (/)

2.

neSN[vz,z]

o\ 1/2
NS
) = WO( xlnz(m)> = O(x)
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donc > @)@ — O(z) ce qui donne (1D2<\/E)>1/4 Card(S N [yx,x]) = O(x).
neSN[yz,xz) Inz (V)
Finalement
o - —1/4
Card(S N[1,z]) e Card(S N [Vz,z]) + O(Vz) e O(z (Inz(v/2)) )
ainsi

1
lim —Card{n<z:neS}=0.

r——+o00 I

Fin
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