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Centrale TSI 2011 - Mathématiques 2
I Préliminaires - endomorphismes nilpotents, trace d’un endomorphisme

I. A.1) 0€Sp(f) < Jze E\{0g}, f(z)=0g
& ker f £ {0p)

< f non injective.
Donc :

0 ¢ Sp(f) & f injective.

2) Comme F est dimension finie, f est injective si et seulement si f est bijective. Donc :

0 ¢ Sp(f) & f € GL(E).

3) Moyennant l'identification rappelée entre GL,(C) et GL(E), M est inversible si et
seulement si ’endomorphisme f, de matrice M dans la base B, est inversible, ce qui
équivaut a 0 ¢ Sp(f) ou encore 0 ¢ Sp(M). Donc :

M € GL,(C) < 0 ¢ Sp(M).

01 2 01 2 00 3
B.1) N?=| 0 0 3 003 |=[000]etN*=0. Donc:
0 00 000 0 00

k(N) = 3.

2) a) Comme M est semblable a N, il existe P € GL,(C) telle que M = P"'!NP.
On a alors Vp € N, M? = (P~'NP)? = P~'N?P. Donc :

’Vp €N, MP et NP sont semblables.‘

b) Si N est nilpotente et M est semblable & N, sous les notations précédentes,
VpeN, MP =P INPPetVpeN, MP =0« NP =0. On en déduit que :

M est nilpotente et k(M) = k(N).

3) Notons N = Matg(f) et M = Matp (f). Si P est la matrice de passage de B a B', P
est inversible, M = P7'NP et les matrices M et N sont semblables, donc :

Matp (f) est également nilpotente et de méme indice de nilpotence que Matg(f).

4) a) Soient i et j € [1,n] tels que j < i+ 1. On a alors :

2 n
iy =3 nang
k=1
= Y ngngjcar k <i=ny; =0
k=it1
i+1<k . B
_Ocar{j§i+1}:>j§ketnkj—0

Donc en particulier, N? € 7,(C) et ng) =0sij<i+1.
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b) Soit k& € N*. Montrons par récurrence que, si j < i+ k — 1, nz(f)
pour k=0 (N*=1,), 1et 2.
Supposons la propriété vraie au rang k.

k+1)
On a alors : ( ) Z nd nl]

= (. Cela est vrai

-Sii+k>mn,pourtout l € [I,n], I <i+k—1et n(l.“) =0, doncng“ﬂ) —0.
(h+1) — Z n, lk)nl] car pour | < i+ k —1, n(k) 0.
l=i+k

Orpouri+k<letj<i+k l'onaj<letn,;=0. Doun(kﬂ) 0.
La propriété est donc vraie au rang k + 1 et

en particulier, Vk € N, N*¥ € T, (C) et ngc) =0sij<i+k—1.

-Sii+k <n, n;j

¢) Pourk=mn, Vi,je[1,n], i+k—1=i+n—1>netj<i+k—1 Doncnl’ =0,
ce qui montre :

N"=0et N € N,,(C)

n

5) a) xp(X)=xn(X)=][(ny; —X). Donc :

i=1

Sp(f) = {nii/i € [1,n]}
b) Comme x est scindé, il existe B base de E telle que N = Matg(f) € 7,(C).

- L’on avuen I.LB.d.c) quesi Vi € [1,n], n; =0, c’est-a-dire si 0 est la seule valeur
propre de N, N € N,(C) et f est nilpotent.

- Réciproquement, si N € N, (C) et A est valeur propre de N, il existe X €
C"\ {0}, NX = AX. En outre, il existe k € N* tel que N* = 0.

On a alors N¥X = XX =0; d’ou A = 0.
Comme les valeurs propres de f sont celles de N, j’ai montré :

f nilpotent < Sp(f) = {0}

6) Soit N € T,(C). D’aprés I.B.5.b), N est nilpotente si et seulement si Sp(N) = {0}.
Comme d’aprés 1.B.5.a), Sp(N) = {n;;/i € [1,n]},

N est nilpotente < Vi € [1,n], n; = 0.

C. 1) Soient B et B’ deux bases de E. Soit P la matrice de passage de B a B’. Posons
M = Matg(f) et N = Matg (f).
On a alors N = P"'MP et Tr(N) = Tr(P~'MP) = Te(MPP~1) = Tr(M)
(car Tr(AB) = Tr(BA) si A, B € M,,(C)).
Donc, Tr(Matg(f)) est indépendant de 5.
2) L’on sait qu’il existe une base B de E telle que N = Matg(f) € T,(C).
On a alors Sp(f) = {nx/k € [1,n]} = {\e/k € [1,n]}. Donc :

k=1 k=1
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3)

Comme Tr(A) = 0, A admet deux valeurs propres opposées.
- Si elles sont non nulles, elles sont distinctes et A est diagonalisable.

- Si elles sont nulles, A est semblable & une matrice triangulaire supérieure B dont la
diagonale est formée des valeurs propres de A et ne contient donc que des 0.

D’aprés la question 1.B.4., B est nilpotente et d’aprés 1.B.2.b), A 'est aussi.

J’al montré :

A est soit diagonalisable, soit nilpotente.‘

11 0
Soit A= 01 0
0 0 -2

A n’est pas nilpotente puisque quelle est triangulaire supérieure et que 'un des coeffi-
cients diagonaux est non nul.

Ses valeurs propres sont 1 et —2.

y=20
—3z2=0"
Il est de dimension 1 alors que la valeur propre est d’ordre de multiplicité 2. Donc A
n’est pas diagonalisable.

Son sous-espace propre Ej(A) associé a la valeur propre 1 a pour équation :

’Lorsque n = 3, il existe des matrices ni diagonalisables, ni nilpotentes. ‘

II Exponentielle d’un endomorphisme

II. A.

1)

et (0)
a) |Matg(f) =
(0) et

det(Matz(f))

b) det(exp(f)) =

i

~ev(E)

#0
Donc : |exp(f) € GL(E).

Soit f I’endomorphisme de E de matrice M dans la base B.

Soient By et B; les bases de E telles que les matrices de passages respectives de B a B;
et de B a B, soient P; et Ps.

Alors, comme M = P,D, P et M = P,DyP; !, T'on a Matg, (f) = D, respectivement
Matg,(f) = Ds; ces matrices étant dlagonales, By et By sont des bases de vecteurs
propres de f.

D’ot, d’aprés la définition de exp(f),
Matg, (exp(f)) = exp(D;) et Matg,(exp(f)) = exp(D3), ce qui prouve :
Matg(exp(f)) = Prexp(D1)P; ' = Pyexp(Dy)P; ' Donc :

Pl(exp Dl)Pfl = P2 eXp(Dg)P{l
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B. 1) D’aprés la question 1.B.4.a), M* est triangulaire supérieure et ses termes diagonaux

k()1 ppp

sont nuls pour tout & € N*. D’ou les termes diagonaux de >’ — sont ceux de
p=0 b

MO

— =1,

0!

Les termes diagonaux de exp(M) sont donc tous égaux a 1.

Les valeurs propres de exp(f) sont celles de sa matrice dans la base B, égale a exp(M).
Or exp(M) est triangulaire supérieure et ses valeurs propres sont les coefficients de sa
diagonale ; d’ou :

Donc |Sp(exp f) = {1} (valeur propre d’ordre n).

Comme det(exp(f)) = 1 (produit des termes de la diagonale), |exp(f) € GL(E).

C. 1) a) Soit = vecteur propre de d associé a la valeur propre A.

2)

Montrons que exp(d)(z) = e*z.
x peut se compléter en une base (x,es,...,e,) de vecteurs propres de d; donc par
définition (indépendante de la base de vecteurs propres de d), exp(d)(z) = e*z.
Soit donc (e, ..., e,) une base de vecteurs propres de d associés respectivement a
ALy oy Ape
L'onaVie{l,...,n}, dog(e;) =god(e)

= g(Aie:)

= Nig(e:)

D’ou soit g(e;) = 0 ou g(e;) est vecteur propre de d associé a la valeur propre \;.
N _ ) Ogmsi g(e;)) =0p

On a alors exp(d) o g(e;) = { exp(As)g(e:) simon

Donc dans les deux cas exp(d) o g(e;) = exp(\;)g(e;).

De méme goexp(d)(e;) = glexp(A;)e;)

= exp(Ai)g(e;).
goexp(d) et exp(d) o g prennent les mémes valeurs sur une base de F : ils sont donc
égaux.
On en déduit, par une récurrence simple sur p € N que :
k(g) k(g)
Vp € N, g? oexp(d) et exp(d) o gP, puis que »_ g? oexp(d) = > exp(d) o gP, ce qui
p=0 p=0

k(g) k(g)
équivaut a (Z gp> o exp(d) = exp(d) o (Z gp> ou encore a :
p=0 p=0

exp(d) o exp(g) = exp(g) o exp(d)

b) L’isomorphisme canonique entre L(F) et M,,(C) montre que, d’aprés ['unicité de la
décomposition d'un endomorphisme de I',(E) comme somme d’un endomorphisme
diagonalisable et d’un endomorphisme nilpotent que :

D soit diagonalisable,
VM € T,(C), 3(D,N) € M,(C)? tel que { N soit nilpotente et
M=D+N

Posons M = D + N avec D diagonalisable et N nilpotente. On a alors PM P! =
PDP '+ PNP

PDP~! est diagonalisable car elle est semblable & une matrice diagonale, PN P~! est
nilpotente d’aprés la question 1.B.2.b).

m1llci2ca.tex

— Pierre BRON — Lycée Chaptal — 22000 St Brieuc —



Page 5 sur 10

Par ailleurs (PDP~')(PNP~') = P(DN)P~! = P(ND)~! = (PNP~')(PDP").
Donc | PM P~ €T, (C)|

L’on a alors :
exp(PDP™') = exp(PP,D,P['P~') ou D, est diagonale

définition de ’exponentielle d’un
_ -1
= (PR exp(D)(PF) endomorphisme diagonalisable )
= P(Pexp(Dy) Py H P!

= Pexp(D)P™!
et
k(PNP~') (p N P-1)p
exp(PNP™) = (PNPTP
p=0 p'
_ RN PNPP7L [ les indices de nilpotence de deux endomorphismes
it p! nilpotents semblables sont égaux
k(N) NP
=P — | P!
p=0 p'
= Pexp(N)P~!
D’ou :

exp(PMP™) =exp(PDP™ ') exp(PNP™)
= Pexp(D)P *Pexp(N)P!
= Pexp(D)exp(N)P~!
= Pexp(M)P!
J’al montreé :

exp(PMP™') = Pexp(M)P™"

III Le cas n =2
III. A. 1) Siles valeurs propres A et p de f étaient distinctes, f serait diagonalisable. Comme f

est supposé non diagonalisable, .

Si dim Ey\, = 2, alors £y, = E et f est une homothétie, diagonalisable. Donc 1 <

dim F, < 1, ce qui prouve .

La seule valeur propre de f — Al dg est donc 0 et d’aprés 1.B.5), f — A dg est nilpotent.
Il existe donc une base de F dans laquelle la matrice de f — Al dg est de la forme

M = ( 8 8 ) d’aprés la question 1.B.5).

Or M? = 0. Donc :

(f = Mdg)* =0

Puisque f(v) # A, u # 0.
flu) = f*(v) = Af(v)

= (2\f — N2Idg)(v) — Af(v) (car (f — Mdg)? =0)
=Af(v) = A%
= \u

D'ou |u € E\\{0g}.

Soient «v et € C tels que au + v = 0g (1). On a alors :

af(u) + BF(v) = 0 & adu+ BF(v) = 0 (2)

Par combinaison linéaire de (1) et (2), on obtient A\fv — ff(v) = 0 & —fu = 0.
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B.

E.

D'ou f=0et a =0; (u,v) est libre et comme dim E = 2,

(u,v) est une base de E.

On a alors f(u) = Au et f(v) = u+ v (par définition de u). Donc :

Soit A € My(C).
Si A est diagonalisable, A est semblable & une matrice du type D(a,b).

Al
0 A

Matss(u) = (

Si A n’est pas diagonalisable, soit (e, es) une base de E et f I'endomorphisme de F
de matrice A dans la base (e1,e3). Comme A n’est pas diagonalisable, f ne l'est pas et
d’apres la question III.A., il existe une base B dans laquelle f admet une matrice du type

( ())\ i\ ) = M()). Donc A est semblable & une matrice de J5(C). On a montré :

Tout élément de My(C) est semblable & une matrice de J,(C).

. Va,b € C, D(a,b) = D(a,b) + N avec N =0, donc N est nilpotente : D(a,b) € I'y(C).

01

0o )

On a alors aly est diagonale et N2 = 0, donc N est nilpotente; enfin (aly)N = N(aly) =
aN : M(a) € Ty(C). D’ou :

Va € C, M(a)—aIQ+NavecN_(

JQ(C) C FQ(C)

par définition de 'exponentielle d’une matrice diagonale.

(52D (4)
(52900
(5 £)

Donc

(@) = (

On a bien sur I'y(C) C M,(C).
Inversement, soit M € My(C). M est alors semblable a une matrice de J5(C), donc de
I'y(C). D’ou d’apres 11.C.2), M € I'y(C). D’ou :

['5(C) = M5(C).

1) Le polynome caractéristique de A(6) est x ) = X* + 6% et Sp(A(0)) = {i0, —i0}.
Ses deux valeurs propres étant distinctes, A(#) est diagonalisable. Ses deux sous-espaces
propres sont :

- Eip(A(0)) d’équation —ifz — 0y = 0 < y = —ix, Aot E;p(A(f)) = Vect {( _12 ) }
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- Eig(A(8)) = Vect { ( 1 ) }

D’oﬂA(@):P<i09 _ge)P_lavecP:< L 1.)et

emm@):(§1>(fe%)%(§f>

B l 62’9 e—i@ i =1
T2\ —ie? jem? i 1
1 2icosf —2isind >

:Z 2isinf  2cosf
[ cosf —sinf
~\ sinf cosé

Donec :

oo (A(0)) — ( cosf —sin )

sinf cos@

2) L’on a alors exp(A(0)) = exp(A(27)) = < (1) (1J )

Comme A(0) # A(27), exp n’est pas injective.
3) Une matrice M de J5(C) N GLy(C) est de la forme D(a,b) avec ab # 0 ou M(a) avec

a # 0.

- Si M est de la forme D(a,b); posons a = |a|e’™ et b= |b|e.
_( exp(In(|a] + i) 0

On a alors M = ( 0 exp(In([b] + i)
e In(|a|) + ic 0
- 0 In(|b]) + i3

= exp(D(In(la]) + ia;, In([b]) +5)).
- Si M est de la forme M(a); posons a = |ale™.

~( exp(In(|a| + i) 1 B exp(A) 1
On a alors M = ( 0 exp(In(|a| +ia) ) oXp 0 exp(A) )

Or la matrice ( exp(A) - exp(A) > n’est pas diagonalisable et ’on a vu II1.B. que cette

0 exp(\) )
exp(A) 1

matrice est semblable & une matrice de la forme
0 exp(A)

. [ exp(A) exp(A) \ A1
Donc M est semblablea( 0 exp(\) =oxp( gy = exp(M(N)).

J’al montré :

Tout élément de J5(C) N GLy(C) est semblable & I'exponentielle d’un élément de Jo(C).

4) Soit M € GLy(C); d’aprés la question II1.B. il existe P, € GLo(C) et M; € J5(C) telle
que M = PiM;P;'. Comme M est inversible, M; l'est aussi et M; € J5(C) NG Ly(C).
D’aprés la question IIL.E.2), il existe P, € GLy(C) et My € J5(C) telle que

My = Pyexp(M) Py '
Dou M = (PP,)exp(My)(P,P,)™! = Pexp(M;)P~! en posant P = P P,, matrice
inversible.
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F.

My € T9(C) : d’apres I11.C.2), PMyP~! € T'9(C) et P(exp My)P~! = exp(PMyP™1).
D’ott M = exp(PMyP™1) et

exp : My(C) — GLy(C) est surjective.

Soit M € My(C); alors M est semblable a une matrice M; de J2(C) C I'y(C).

Si M est de la forme D(a, b), Tr(M) = Tr(M;) = a+b; exp(M) est semblable a D(e?, e) ;
donc det(exp(M)) = et = exp(Tr(M)).

Si M; est de la forme M (a), Tr(M) = Tr(M;) = 2a; exp(M) est semblable d’aprés 11.C.2)

a exp(M;) = < Pg Z: ) : donc det(exp(M)) = €2* = exp(Tr(M)).

J’al montré :

VM € M5(C), det(exp(M)) = exp(Tr(M)).

1) - Les matrices de SLo(C) sont de déterminant non nul, donc inversibles.
- SLy(C) # 0 car I € SLy(C)
- Si My et My € SLy(C), det(M;My) = det(M;)det(Msy) = 1 et SLy(C) est stable
pour la multiplication des matrices.
-Si M € SLy(C), det(M~') =det(M)' =1et M~ € SLy(C).
Donc SLy(C) est un sous-groupe de G'Ly(C).
Si M € Ly(C), det(exp(M)) = exp(Tr(M)) = 1, donc exp(M) € SLy(C).
2) Soit M € Lo(C); d’apres 1.C.3), M est soit diagonalisable, soit nilpotente.

- si elle est diagonalisable, elle est semblable & une matrice D(a,b) de méme trace, qui
vérifie donc b = —a.

- si elle est nilpotente et non diagonalisable, elle est semblable d’apres la question II1.B.
a une matrice du type M(a) de trace nulle, qui vérifie donc a = 0.

D’ou :

Tout élément de Ly(C) est semblable & une matrice du type D(a) = < a 0 )

0 —a
01
avecaECouN—(O()).

3) det N'=1:|N' € SLy(C) |
Supposons N’ = exp(N;) avec Ny € Lo(C).

- Si NV; est semblable & une matrice du type D(a), exp(/N;) est semblable & ( 60 69(1 )
et N’ est diagonalisable, ce qui n’est pas le cas.

- Si N; est semblable & N, N’ = exp(N;) est semblable & exp(N) = ( (1) 1 ), d’ou

Tr(N') = Tr(exp(N)), ce qui est évidemment faux.

Donc N’ n’appartient pas a 'image de exp.

Par ailleurs, les matrices A(f) appartiennent a Ly(C); comme exp(A(0)) = exp(A(27))
et A(0) # A(2m), exp n’est pas injective. D’ou :

’5}25 n’est ni surjective, ni injective.‘
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IV Lecas n =3

IV. A. f admet 3 valeurs propres 2 a 2 distinctes; donc f est diagonalisable : il s’écrit f + 0 ou
0 représente 'endomorphisme nul qui est nilpotent et, par ailleurs, f et I’endomorphisme
nul commutent, donc :

[ eTs(E).

B. 1) Le polynéme caractéristique de f étant scindé, il existe une base B de E telle que

Matp(f) soit de la forme

o O >
S > Q
> o o

f — Mdg admet alors pour matrice dans B , matrice nilpotente d’aprés

o O O
o O 2
oo o

la question 1.B.4)c). D’ou :

’f — Mdp est nilpotent.‘

2) fs’écrit alors Aldgp+(f—Aldg). Comme Al dp est diagonalisable, f —AIdg est nilpotent
et AMldg et f — A dg commutent,

fels(E).

C. 1) Le polynéme caractéristique de f étant scindé, f est trigonalisable. Donc il existe une
base (e1, e, e3) telle que Mat,(f) soit triangulaire supérieure. Les valeurs propres de f
sont alors sur la diagonale et :

Aa b
da,b,c € C, J(ey, ey, e3) tels que Mat.(f) =1 0 A ¢
0 0 v
f(61 = )\61
c’est-a-dire : f(es) = aey + Aey
f(es) = bey + cey + ves

1
2) dete(eq,eq9,€5) =10 =1+ 0. Donc (ey, €2, €4) est une famille libre maximale :
0

o = O
— ™ Q

(€1, €2, €3) est une base de F.

3) v fleh) = fles) +af(er) + Bf(e2)

bey + ces + ves) + (aXey) + Blae; + Aez)
b+ aX+ fa)e; + (c+ fA)ea + ves

v vey = vaey + vfey + veg

On a alors f(e}) =vef {

=
=

b+ a\+ fa = va

c+BA=vp
o ca . b
PN S (v=A2 v—)
5= c
V—A

(On sait que A # v).
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On a donc pu choisir a et 3 tels que f(e}) = ve.

4) On a alors :

Aa 0
M = Mat(ehe%eg)(f) = 0 X0
0 0 v
A0 O 0 a O
5) Soient D la matrice [ 0 A 0 | et N la matrice | 0 0 0
0 0 v 000
On a alors M = D + N avec D diagonale et N nilpotente.
0 aXx 0
Deplus ND=DN=| 0 0 0 |.Donc:
0 0 0

M € T'3(C) ce qui montre aussi f € I's(E).

D. Soit f un endomorphisme de E. On a alors les possibilités suivantes :
v [ admet 3 valeurs propres deux a deux distinctes; d’aprés IV.A., f € I'3(E);
v' f admet 3 valeurs propres égales; d’apres IV.B.Q), ferls(E);
v’ f deux valeurs propres distinctes, dont une double, d’aprés IV.C.5), f € I's(E).
Donc :

I's(E) = L(E).

E. 1) Le polynome caractéristique de R(f) vaut :
Xr() = —X(X?+6?) et le spectre de R(0) est {i0,—i0,0}.
Par des calculs analogues a ceux de III.LE.1), on obtient :

9 0 0 1 10
RO)=P 0 —i# 0 |PltavecP=| —i i 0
0 0 0 0 01
On a alors :
e 0 0
exp(R(#) =P| 0 e 0 |P!
0 0 €
cos(f) —sin(d) 0
= [ sin(d) cos(d) 0
0 0 1
J’ai montré :

cos(f) —sin(d) 0
exp(R(A)) = | sin(d) cos(@) O
0 0 1

2) Comme exp(R(0)) = exp(R(27)) et que R(0) # R(27),

exp : L(F) — GL(F) n’est pas injective.

AAA
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