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1. Problème de logique.

Question 1.Il suÆt de rempla
er la porte \ET" du 
ir
uit synth�etisant la 
onstante 0 par une porte \OU"pour synth�etiser la 
onstante 1.
Questions 2 et 3.Si s0 = 0 alors r = d0 et sinon r = d1 don
 r = s0d0 + s0d1 = (s0 ∧ d0) ∨ (s0 ∧ d1)

s0d1d0 NON ET OU
ET

r

Questions 4 et 5.On re
onna^�t la fon
tion \xor" : r = x ⊕ y = xy + xy = (x ∧ y) ∨ (x ∧ y)
x y r0 0 00 1 11 0 11 1 0 y

x NON

s0d1d1
r

Question 6.On peut r�ealiser la fon
tion logique ou de la m^eme mani�ere que dans la question 4 en �xantles entr�ees d0, d1, d2 et d3 respe
tivement �a 0, 1,1,1. �Pour un 
on
entrateur M1 on a vu que (ave
 les notations 
lassiques du et et ou logique) :
r = s0d0 + s0d1.Don
 si s0 = x, d1 = x et d0 = y il vient r = xy + xx = xy + x qui est bien �egal y + x 
ar rvaut 0 si et seulement si x = 0 et xy = 0 i.e. si ets eulement si x = y = 0.Ainsi on peut bien r�ealiser la fon
tion logique ou ave
 un seul 
on
entrateur M1 (sans au
uneautre porte, mais ave
 un n�ud dupli
ateur 
e qui est bien permis par l'�enon
�e) en envoyant
x sur s0 et d1 et y sur d0. �

Questions 7 et 8.Il est imm�ediat que toute fon
tion bool�eenne �a n variables peut ^etre r�ealis�ee �a l'aide d'un
on
entrateur Mn :
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Il suÆt pour 
ela d'envoyer x1 sur l'entr�ee s0, . . ., xn sur l'entr�ee sn−1 puis de �xer les entr�ees

di de mani�ere ad�equat. De mani�ere pr�e
ise dk ave
 k = n−1∑

j=0 yj2j est �x�ee �a f(y0, y1, . . ., yn−1)en notant (y0, y1, . . ., yn−1) l'une des 2n distributions de v�erit�e de (x1, x2, . . ., xn).Pour l'exemple de la question 4, la fon
tion est nulle sauf pour les distributions (1, 0, 1), (0, 1, 1)et (1, 1, 1) qui 
orrespondent en binaire �a (attention la le
ture des bits se fait de droite �a gau
he)5, 6 et 7. Il suÆt don
 de �xer les entr�ees de 0 �a 4 �a la valeur 0 et les entr�ees de 5 �a 7 �a lavaleur 1.

Question 9.En remarquant, en liaison ave
 la question pr�e
�edente, que :

f(x1, x2, . . ., xn) = xn f(x1, . . ., xn−1, 0)

︸ ︷︷ ︸

f1(x1,x2,. . .,xn−1) +xn f(x1, . . ., xn−1, 1)

︸ ︷︷ ︸

f2(x1,x2,. . .,xn−1)ou (
e qui revient au m^eme) en notant que (ave
 les notations de l'�enon
�e bas page 2) :

k = n−1∑

j=0 xj2j = n−2∑

j=0 xj2j ou n−2∑

j=0 xj2j + 2n−1 suivant que xn = 0 ou 1, on obtient, 
ompte tenude l'�equation logique du 
on
entrateur M1, le s
h�ema de montage suivant :

s0 s10

sn−2 s1n−2

sn−1

d0 d10

dN−1 d1

N−1

dN d20

d2N−1 d2

N−1

s20
s2n−2

d00

d01

s00 r

Question 10.Il vient imm�ediatement que αn = 2αn−1 + 4 don
 (suite arithm�eti
o-g�eom�etrique �xant −4)

αn + 4 = 2n−1(α1 + 4) soit αn = 4(2n
− 1).
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2. Problème d’algorithmique et de programmation.

Première partie : fonctions de base pour l’algorithme de Huffman.

Question 11.

let indice_du_min F k =

if (k > F.nb_noeuds) or (k <= 0)

then failwith "Erreur dans indice_du_min"

else let min = ref 0 in

for i = 1 to k-1 do

if F.table.(i).poids < F.table.(!min).poids then min := i else ()

done;

!min

;;

indice_du_min : Forêt -> int -> int = <fun>

Question 12.

#let échange v i j =

if i <> j then let temp = v.(i) in

v.(i) <- v.(j);

v.(j) <- temp

else ()

;;

échange : ’a vect -> int -> int -> unit = <fun>

#let deux_plus_petits F =

if F.nb_arbres < 2 then failwith "Erreur dans deux_plus_petits !"

else

let min = indice_du_min F F.nb_arbres in

échange F.table (F.nb_arbres - 1) min;

let min = indice_du_min F (F.nb_arbres - 1) in

échange F.table (F.nb_arbres - 2) min

;;

deux_plus_petits : Forêt -> unit = <fun>

Question 13.L'algorithme est 
lair :1/ on pla
e les deux ra
ines de plus petit poids en derni�eres positions (indi
es a − 1 et a) dela partie r�eserv�ee aux ra
ines,2/ on re
opie la 
ase d'indi
e a − 1 en la 
ase d'indi
e n (o�u n est le nombre de n�uds) qui
ontenait initialement le n�ud vide,3/ on modi�e la 
ase d'indi
e a − 1 en lui attribuant la lettre `− `, le poids somme des poidsdes deux ra
ines de plus petit poids au d�epart, 
omme �ls gau
he le n�ud d'indi
e a et 
omme�ls droit 
elui d'indi
e n,4/ il reste �a d�e
r�ementer le nombre de ra
ines et �a in
r�ementer le nombre de n�uds.
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#let assemblage F =

let a = F.nb_arbres-1 and n = F.nb_noeuds in

deux_plus_petits F;

F.table.(n) <- F.table.(a-1);

F.table.(a-1) <- {lettre = ‘-‘;

poids = F.table.(a).poids + F.table.(a-1).poids;

fg = a;

fd = n};

F.nb_arbres <- a;

F.nb_noeuds <- n+1

;;

assemblage : Forêt -> unit = <fun>V�eri�
ation ave
 l'exemple donn�e (on prend i
i MAX=10) :

let forêt1 =

let table_forêt1 = make_vect MAX noeud_vide in

table_forêt1.(0) <- {lettre = ‘g‘; poids = 10; fg = -1; fd = 6};

table_forêt1.(1) <- {lettre = ‘a‘; poids = 20; fg = 4; fd = 3};

table_forêt1.(2) <- {lettre = ‘b‘; poids = 13; fg = -1; fd = -1};

table_forêt1.(3) <- {lettre = ‘e‘; poids = 9; fg = 5; fd = -1};

table_forêt1.(4) <- {lettre = ‘f‘; poids = 15; fg = -1; fd = -1};

table_forêt1.(5) <- {lettre = ‘c‘; poids = 12; fg = -1; fd = -1};

table_forêt1.(6) <- {lettre = ‘d‘; poids = 8; fg = -1; fd = -1};

{nb_arbres = 3; nb_noeuds = 7; table = table_forêt1}

;;

assemblage forêt1;;

- : unit = ()

forêt1;;

- : Forêt =

{nb_arbres = 2; nb_noeuds = 8;

table =

[|{lettre = ‘a‘; poids = 20; fg = 4; fd = 3};

{lettre = ‘-‘; poids = 23; fg = 2; fd = 7};

{lettre = ‘g‘; poids = 10; fg = -1; fd = 6};

{lettre = ‘e‘; poids = 9; fg = 5; fd = -1};

{lettre = ‘f‘; poids = 15; fg = -1; fd = -1};

{lettre = ‘c‘; poids = 12; fg = -1; fd = -1};

{lettre = ‘d‘; poids = 8; fg = -1; fd = -1};

{lettre = ‘b‘; poids = 13; fg = -1; fd = -1};

{lettre = ‘\000‘; poids = 0; fg = -1; fd = -1};

{lettre = ‘\000‘; poids = 0; fg = -1; fd = -1}|]}
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Deuxième partie : propriétés pour l’algorithme de Huffman.

Question 14.Soit un H arbre A optimal. Supposons que A poss�ede un noeud interne n admettant un seul �ls

m (pouvant ^etre une feuille ou un noeud interne). Alors en rempla�
ant n par m on obtient unH arbre ayant les m^emes feuilles et d'�evaluation stri
tement plus petite (la hauteur a diminu�ed'une unit�e pour toutes les feuilles issues de n don
 le gain d'�evaluation est p > 0 o�u p est lasomme des poids (stri
tement positifs) des feuilles issues du noeud n). Contradi
tion ave
 lefait que A soit minimal.Ainsi un arbre de Hu�man optimal est 
omplet.
Question 15.Imm�ediat sinon en �e
hangeant les feuilles f1 et f2 on obtiendrait un arbre B de m^emes feuillesque A et d'�evaluation stri
tement plus petite, 
e qui est en 
ontradi
tion ave
 le fait que Asoit optimal.

H arbre A ex

--`
`10 ----`a`8 `b`15 H arbre B exGain d'�evaluation : 23
--`
`10 --`a`8 `b`15 H arbre B exNouveau gain d'�evaluation : 5
--`b`15 --`a`8 `
`10

Question 16 et 17.Soit un H arbre A et deux feuilles f1 et f2 de plus petits poids ave
 poids(f1) 6 poids(f2).Soit B un H arbre optimal de m^eme feuilles (don
 
omplet).Notons qu'un tel arbre existe bien 
ar l'ensemble des �evaluations des H arbres de m^emes feuillesque A est un ensemble non vide d'entiers naturels don
 admet un plus petit �el�ement.
• Supposons que f1 ne soit pas de hauteur maximale dans B et soit alors f′1 une feuille de B dehauteur maximale.La 
ontribution des feuilles f1 et f′1 �a l'�evaluation de B est h(f1)poids(f1) + h(f′1)poids(f′1).En �e
hangeant 
es deux feuilles on obtient un arbre B′ pour lequel la 
ontribution est

h(f1)poids(f′1) + h(f′1)poids(f1).Don
 e(B) − e(B′) = (

h(f1) − h(f′1))(

poids(f1) − poids(f′1)) > 0 puisque f1 est de poidsminimal et f′1 de hauteur maximale.Comme B est optimal, 
ette quantit�e est nulle. Ainsi B′ est �egalement optimal et f1 en est bienune feuille de hauteur maximale.
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Ainsi il existe toujours un arbre optimal C (soit B soit B′) dont f1 est une feuille de hauteurmaximale.

• Comme C est 
omplet (
ar optimal) le p�ere de f1 admet un autre �ls f′2 qui est un n�ud dem^eme hauteur que f1 don
 maximale don
 qui est une feuille (sinon il admettrait une feuilledes
endante de hauteur stri
tement plus grande).Si f2 est di��erente de f′2, le m^eme raisonnement que pr�e
�edemment montre qu'en �e
hangeantles feuilles f2 et f′2 on obtient un arbre C′ en
ore optimal.

• En 
on
lusion, il existe toujours un arbre optimal de m^eme feuilles que A dans lequel f1 et f2sont deux feuilles s�urs et de hauteur maximale.

Question 18.Il est imm�ediat que e(B) = e(A) − (p1 + p2).

Question 19.

• Supposons A non optimal et soit A′ de m^emes feuilles et d'�evaluation stri
tement plus petite.Soit B′ obtenu �a partir de A′ par 
oupe de f1 et f2. Alors B′ a les m^emes feuilles que B et pour�evaluation e(A′)− (p1+ p2) < e(B) d'apr�es la question pr�e
�edente. Ce qui prouve que B n'estpas optimal.

• Supposons B non optimal et soit B′ de m^emes feuilles et d'�evaluation stri
tement plus petite.Soit A′ obtenu �a partir de B′ en rempla�
ant la feuille n par un n�ud ayant pour �ls les feuilles

f1 et f2. Alors A′ a les m^emes feuilles que A et pour �evaluation e(A′) = e(B′)+(p1+p2) < e(A)d'apr�es la question 18. Ce qui prouve que A n'est pas optimal.

• Ainsi A est optimal si et seulement si B l'est.

Troisième partie : l’algorithme de Huffman.

Question 20.Le seul d�e
oupage possible est (100)(00)(11)(011) don
 le texte est \fa
e".

Question 21.On v�eri�e fa
ilement que le 
odage donn�e en exemple est pr�e�xe.Le fait que le 
odage soit pr�e�xe implique 
lairement que l'appli
ation C : TI− > C(T ) estinje
tive don
 que le d�e
odage est possible !Sinon par exemple ave
 \a" 
od�e en 0, \b" 
od�e en 1 et \
" en 01, les textes \ab" et \
"auraient le m^eme 
ode !
Question 22.Il est imm�ediat que la longueur de C(T ) est �egale �a e(A) o�u A est le H arbre repr�esentant le
odage.
Question 23.Soit A l'arbre produit par l'algorithme de Hu�man �a partir de la for^et 
onstitu�ee des feuillesdes 
ara
t�eres \o

uren
�es" du texte T . Pour prouver que le 
odage asso
i�e �a 
et arbre estoptimal, il suÆt, 
ompte tenu de la question pr�e
�edente, de prouver que A est optimal parmiles H arbres ayant pour feuilles les feuilles qui 
onstituent la for^et de d�epart.On raisonne pour 
ela par r�e
urren
e sur le nombre k de feuilles de la for^et de d�epart.La propri�et�e est �evidemment vraie pour k = 2. Supposons qu'elle soit vraie pour k 6 n − 1(ave
 n > 3) et 
onsid�erons une for^et F de n feuilles.
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Soient f1 et f2 les deux feuilles de plus petit poids de F (au sens de la question 12) et soit F′la for^et de n − 1 feuilles 
ompos�ee des m^emes feuilles que F sauf f1 et f2 rempla
�ee par uneunique feuille α de poids poids(f1) + poids(f2).Par hypoth�ese de r�e
urren
e l'arbre A′ obtenu �a partir de la for^et F′ par l'algorithme deHu�man est optimal parmi les arbres ayant pour feuilles les feuilles 
onstituant F′.Or la premi�ere �etape de l'algorithme de Hu�man appliqu�e �a la for^et F 
onsiste �a rempla
er lesfeuilles f1 et f2 par un n�ud ayant f1 et f2 pour �ls.Il en d�e
oule que A′ est obtenu �a partir de A en simpli�ant A par 
oupe de f1 et f2.Comme A′ est optimal, la question 19 prouve que A est bien optimal. �

Question 24.On peut fa
ilement appliquer l'algorithme de Hu�man �a la main. On peut aussi demander au
al
ulateur de faire le travail :
let Huffam F =

while F.nb_arbres >= 2 do assemblage F done;

F

;;

Huffam : Forêt -> Forêt = <fun>

let MAX = 13;;

let forêt =

let table_forêt = make_vect MAX noeud_vide in

table_forêt.(0) <- {lettre = ‘a‘; poids = 10; fg = -1; fd = -1};

table_forêt.(1) <- {lettre = ‘b‘; poids = 6; fg = -1; fd = -1};

table_forêt.(2) <- {lettre = ‘c‘; poids = 8; fg = -1; fd = -1};

table_forêt.(3) <- {lettre = ‘d‘; poids = 3; fg = -1; fd = -1};

table_forêt.(4) <- {lettre = ‘e‘; poids = 12; fg = -1; fd = -1};

table_forêt.(5) <- {lettre = ‘f‘; poids = 2; fg = -1; fd = -1};

{nb_arbres = 6; nb_noeuds = 6; table = table_forêt}

;;

Huffamn forêt;;

- : Forêt =

{nb_arbres = 1; nb_noeuds = 11;

table =

[|{lettre = ‘-‘; poids = 41; fg = 1; fd = 10};

{lettre = ‘-‘; poids = 18; fg = 3; fd = 8};

{lettre = ‘-‘; poids = 11; fg = 4; fd = 7};

{lettre = ‘c‘; poids = 8; fg = -1; fd = -1};

{lettre = ‘-‘; poids = 5; fg = 5; fd = 6};

{lettre = ‘f‘; poids = 2; fg = -1; fd = -1};

{lettre = ‘d‘; poids = 3; fg = -1; fd = -1};

{lettre = ‘b‘; poids = 6; fg = -1; fd = -1};

{lettre = ‘a‘; poids = 10; fg = -1; fd = -1};

{lettre = ‘e‘; poids = 12; fg = -1; fd = -1};

{lettre = ‘-‘; poids = 23; fg = 2; fd = 9};

{lettre = ‘\000‘; poids = 0; fg = -1; fd = -1};

{lettre = ‘\000‘; poids = 0; fg = -1; fd = -1}|]}
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Ce qui 
orrespond �a l'arbre suivant :

-

41

-

18

-

23

‘c‘

8

‘a‘

10

-

11

‘e‘

12

-

5

‘b‘

6

‘f‘

2

‘d‘

3Lequel 
orrespond au 
odage suivant de l'alphabet pond�er�e :
ara
t�ere 
ode`a` 01`b` 101`
` 00`d` 1001`e` 11`f` 1000FIN
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