
CENTRALE	PSI	MATHS	1.	Corrigé.	
	
Q1.		
Les	variables	𝑋!, … , 𝑋! , 𝑋!!!  sont	mutuellement	indépendantes,	donc	par	le	lemme	des	
coalitions,	les	variables	𝑆! = 𝑋! + ⋯+ 𝑋!	et	𝑋!!!	sont	indépendantes.	
	
Q2.	

𝐺!! 𝑡 = 𝑡!𝑃 𝑋! = 𝑛
!!

!!!

	

	

𝐺!! 𝑡 = 𝑒!
!
!  

1
2

!
𝑡!

𝑛!

!!

!!!

= 𝑒!
!
! 𝑒

!
! = 𝑒

!
!(!!!)	

Q3.	
On	rappelle	que	si	deux	variables	𝑋	et	𝑌	sont	indépendantes,	alors		

𝐺!!! 𝑡 = 𝐺! 𝑡 ×𝐺! 𝑡 	
On	procède	par	récurrence	sur	𝑛.	
Initialisation.	Vrai	au	rang	𝑛 = 1.	
Hérédité.	Soit	𝑛 ∈ ℕ∗.	On	suppose	le	résultat	vrai	au	rang	𝑛.	
D’après	la	question	1,	𝑆!	et	𝑋!!! sont	indépendantes,	donc		

𝐺!!!! 𝑡 = 𝐺!!!!!!! 𝑡 = 𝐺!! 𝑡 ×𝐺!!!!(𝑡)	
Comme	𝑋!!!	et	𝑋!	suivent	la	même	loi,	on	en	déduit	que	𝐺!!!! 𝑡 = 𝐺!!(𝑡)	
Ainsi	par	hypothèse	de	récurrence	

𝐺!!!! 𝑡 = 𝐺!! 𝑡
!
×𝐺!! 𝑡 = 𝐺!! 𝑡

!!!
	

D’où	le	résultat	au	rang	𝑛 + 1.	
Conclusion,	le	résultat	est	vrai	pour	tout	𝑛 ∈ ℕ∗.	
	
Q4.	

𝐺!! 𝑡 = 𝐺!! 𝑡
!
= 𝑒

!
! !!!

!
= 𝑒

!
!(!!!)	

Et	si	on	note	𝒫 𝑛 2 	la	loi	de	Poisson	de	paramètre	𝑛 2,	alors	
𝐺𝒫 ! ! 𝑡 = 𝑒

!
!(!!!)	

Ainsi	
∀𝑡     𝐺!! 𝑡 = 𝐺𝒫 ! ! 𝑡 	

Donc	𝑆!	et	𝒫 𝑛 2 	suivent	la	même	loi.	
En	particulier	

∀𝑘 ∈ ℕ      𝑃 𝑆! = 𝑘 = 𝑒!
!
!  

𝑛
2

!

𝑘!
	

	
Q5.	

𝑛!
2
𝑛

!

𝑃 𝑆! > 𝑛 = 𝑛!
2
𝑛

!

𝑃 𝑆! = 𝑘
!!

!!!!!

	



	

𝑛!
2
𝑛

!

𝑃 𝑆! > 𝑛 = 𝑛!
2
𝑛

!

𝑒!
!
!  

𝑛
2

!

𝑘!

!!

!!!!!

	

Par	changement	d’indice	

𝑛!
2
𝑛

!

𝑃 𝑆! > 𝑛 = 𝑛!
2
𝑛

!

𝑒!
!
!  

𝑛
2

!!!

(𝑛 + 𝑘)!

!!

!!!

	

	

𝑛!
2
𝑛

!

𝑃 𝑆! > 𝑛 = 𝑒!
!
!

𝑛!𝑛!

𝑛 + 𝑘 !
 
1
2

!!!

!!!

	

Q6.	
𝑛

𝑛 + 𝑘

!
≤

𝑛!

𝑛 + 𝑘 𝑛 + 𝑘 − 1 … 𝑛 + 1
=

𝑛! 𝑛!
𝑛 + 𝑘 !

≤
𝑛 + 1 … 𝑛 + 𝑘  𝑛!

𝑛 + 𝑘 !
= 1	

Q7.	

∀𝑘 ∈ ℕ∗     ∀𝑥 ∈ ℝ!     0 ≤ 𝑢! 𝑥 =
1

1 + 𝑘𝑥 !  
1
2

!

≤
1
2

!

	

De	plus	
1
2

!

!!!

   converge	

	
Donc	la	série	de	fonctions	 𝑢! 	converge	normalement	sur	ℝ!.	
	
Q8.	
En	particulier	pour	𝑛 ∈ ℕ∗	fixé	la	série	numérique		 𝑢! 1 𝑛 	est	une	série	
convergente.	
C’est-à-dire	

1 +
𝑘
𝑛

!! 1
2

!

!!!

   converge.	

	
Comme	la	série	de	fonctions	 𝑢! 	converge	normalement	sur	ℝ!,	elle	converge	
uniformément	sur	ℝ!.	Par	le	théorème	d’interversion	des	limites		

lim
!→!!

𝑢!
1
𝑛

!!

!!!

= lim
!→!!

𝑢!
1
𝑛

!!

!!!

=
1
2

!!!

!!!

= 1	

Q9.	
D’après	la	question	6,	

𝑛
𝑛 + 𝑘

!
≤

𝑛! 𝑛!
𝑛 + 𝑘 !

≤ 1	

Donc	
1
2

! 𝑛
𝑛 + 𝑘

!
≤

𝑛! 𝑛!
𝑛 + 𝑘 !

1
2

!

≤
1
2

!

	

	



𝑢!
1
𝑛

≤
𝑛! 𝑛!
𝑛 + 𝑘 !

1
2

!

≤
1
2

!

	

On	somme		

𝑢!
1
𝑛

!!

!!!

≤
𝑛! 𝑛!
𝑛 + 𝑘 !

1
2

!!!

!!!

≤
1
2

!!!

!!!

	

	
lim!→!! 𝑢!

!
!

!!
!!! = 1			donc	par	le	théorème	d’encadrement	

	

lim
!→!!

𝑛! 𝑛!
𝑛 + 𝑘 !

1
2

!!!

!!!

= 1	

Or	

𝑒
!
! 𝑛!

2
𝑛

!

𝑃 𝑆! > 𝑛 =
𝑛! 𝑛!
𝑛 + 𝑘 !

1
2

!!!

!!!

	

Donc	

𝑒
!
! 𝑛!

2
𝑛

!

𝑃 𝑆! > 𝑛 ~1	
	

𝑃 𝑆! > 𝑛 ∼
𝑒!

!
!

𝑛!
 
𝑛
2

!
	

Q10.	
La	formule	de	Stirling	est	

𝑛! ∼
𝑛
𝑒

!
2𝜋𝑛	

Donc	

𝑃 𝑆! > 𝑛 ∼
𝑒!

!
!

𝑛
𝑒

!
2𝜋𝑛

 
𝑛
2

!
	

	

𝑃 𝑆! > 𝑛 ∼ 𝑒
!
!
1
2

! 1
2𝜋𝑛

 	

	

𝑃 𝑆! > 𝑛 ∼
𝑒
2

!
1
2𝜋𝑛

 	

En	posant	

𝛼 =
𝑒
2
< 1	

On	a	bien	
𝑃 𝑆! > 𝑛 = 𝑂 𝛼! 	

Q11.		
On	suppose	que	𝑥 ≥ 0.	



∀𝑖 ∈ 1,𝑛     𝐴𝑥 ! = 𝑎!"𝑥!

!

!!!

	

Or		
∀𝑖  ∀𝑗    𝑎!" ≥ 0     𝑥! ≥ 0    donc    𝐴𝑥 ! ≥ 0	

Soit	
𝐴𝑥 ≥ 0	

On	suppose	que	𝑥 ≥ 0	et	𝑥 ≠ 0.	
∃𝑗   tel que   𝑥! > 0   donc   𝑎!"𝑥! > 0	

Ainsi	
∀𝑖     𝐴𝑥 ! ≥ 𝑎!"𝑥! > 0	

Donc		
𝐴𝑥 > 0	

Q12.	
On	procède	par	récurrence	sur	𝑘.	
Initialisation.	𝑘 = 1.	
Par	hypothèse	𝐴 > 0.	Le	résultat	est	vrai	au	rang	1.	
Hérédité.	
Soit	𝑘 ∈ ℕ∗.	On	suppose	que	𝐴! > 0.		

∀𝑖, 𝑗     𝐴!𝐴 !" = 𝐴! !ℓ 𝐴 ℓ!

!

ℓ!!

	

Par	hypothèse	
𝐴! !ℓ > 0    et    𝐴 ℓ! > 0	

Donc	
𝐴!!! !" > 0	

Q13.	
On	suppose	que	𝜌 𝐴 = 0.	Donc	𝑆𝑝 𝐴 = 0 .	
Ainsi	le	polynôme	caractéristique	est	𝜒! 𝑋 = 𝑋!	
Par	le	théorème	de	Cayley-Hamilton	

𝐴! = 0	
Ceci	est	en	contradiction	avec	𝐴! > 0.	Donc	𝜌 𝐴 > 0.	
	
On	pose	

𝐵 =
𝐴

𝜌 𝐴
	

Soit	𝜆 ∈ 𝑆𝑝(𝐴),	tel	que	 𝜆 = 𝜌(𝐴).			∃𝑋 ≠ 0   𝐴𝑋 = 𝜆𝑋.	
	

𝐵𝑋 =
𝜆

𝜌 𝐴
𝑋	

Donc	

𝜌
𝐴

𝜌 𝐴
≥

𝜆
𝜌 𝐴

= 1	

	
D’autre	part	soit	𝜇 ∈ 𝑆𝑝(𝐵)	tel	que	 𝜇 = 𝜌(𝐵).	Soit	𝑋 ≠ 0 tel	que	𝐵𝑋 = 𝜇𝑋	



𝐴
𝜌(𝐴)

𝑋 = 𝜇𝑋	

	
𝐴𝑋 = 𝜌 𝐴 𝜇𝑋	

Donc	

𝜌 𝐴 𝜇 ≤ 𝜌 𝐴       𝜇 ≤ 1     𝜌
𝐴

𝜌 𝐴
≤ 1	

Q14.	
Comme	𝐴	est	diagonalisable.		

∃𝑃 ∈ 𝐺𝐿! ℂ      𝐴 = 𝑃!!
𝜆! 0 0
0 ⋱ 0
0 0 𝜆!

𝑃	

	

𝐴! = 𝑃!!
𝜆!! 0 0
0 ⋱ 0
0 0 𝜆!!

𝑃	

Comme	𝜌 𝐴 < 1.	∀𝑖   𝜆! < 1.	
∀𝑖    lim

!→!!
𝜆!! = 0	

Ainsi	
lim
!→!!

𝐴! = 0	
Q15.	
Comme	𝐴𝑥 = 𝜆𝑥	

∀𝑖    𝐴𝑥 ! = 𝜆𝑥! 	

𝑎!"𝑥!

!

!!!

= 𝜆𝑥! 	

En	passant	au	module	

𝑎!"𝑥!

!

!!!

= 𝜆𝑥 ! = 𝜆  𝑥! = 𝑥! 	

Par	inégalité	triangulaire	

𝑥! ≤ 𝑎!" 𝑥!

!

!!!

	

	
𝑥! ≤ 𝐴 𝑥 ! 	

	
𝑥 ≤ 𝐴 𝑥 	

Q16.	
On	pose	

𝑦 = 𝐴 𝑥 − 𝑥 	
Par	hypothèse	𝑦 > 0.	
Donc	

𝐴𝑦 > 0	
Ainsi	



𝐴! 𝑥 − 𝐴 𝑥 > 0	
Soit		𝜀 > 0	tel	que	

min
𝐴𝑦 !

𝐴 𝑥 !
, … ,

𝐴𝑦 !

𝐴 𝑥 !
> 𝜀 > 0	

On	a	bien	
𝐴! 𝑥 − 𝐴 𝑥 > 𝜀𝐴 𝑥 	

Q17.	
On	procède	par	récurrence	sur	𝑘.	
Initialisation.	𝑘 = 1	
D’après	la	question	précédente	

𝐴! 𝑥 > 1 + 𝜀 𝐴 𝑥  	
𝐴

(1 + 𝜀)
𝐴 𝑥 > 𝐴 𝑥 	

𝐵𝐴 𝑥 > 𝐴 𝑥 	
𝐵𝐴 𝑥 ≥ 𝐴 𝑥 	

Hérédité.	
Soit	𝑘 ∈ ℕ∗	tel	que	

𝐵!𝐴 𝑥 ≥ 𝐴 𝑥 	

𝐵!!!𝐴 𝑥 =
1

1 + 𝜀
𝐴 𝐵!𝐴 𝑥 ≥

1
1 + 𝜀

𝐴! 𝑥 > 𝐴 𝑥 	

D’où	le	résultat	au	rang	𝑘 + 1.	
Conclusion,	le	résultat	est	vrai	pour	tout	𝑘.	
	
Q18.	

𝜌 𝐵 =
1

1 + 𝜀
𝜌 𝐴 =

1
1 + 𝜀

< 1	
Donc	d’après	la	question	14	

lim
!→!!

𝐵! = 0	
Q19.	
On	obtient	

0 ≥ 𝐴 𝑥 	
Par	conséquent	 𝑥 = 0	et	c’est	impossible	car	𝑥	est	un	vecteur	propre.	
Donc	on	n’a	pas		

𝐴 𝑥 > 𝑥 	
On	pose	

𝑦 = 𝐴 𝑥 − 𝑥 	
On	a	

𝑦 ≥ 0	
	
Si	𝑦 ≠ 0,	alors	𝐴𝑦 > 0,	d’après	la	question	11.	
On	note	

𝐽 = 𝑗 ∈ 1,𝑛    𝐴 𝑥 ! ≠ 0 	
	

𝜀 = min
𝐴𝑦 !

𝐴 𝑥 !
 , 𝑗 ∈ 𝐽 	



Alors,	en	appliquant	exactement	le	même	raisonnement	qu’aux	questions	17	et	18,	
alors	on	obtient	encore	

0 ≥ 𝑥 	
Ce	qui	est	absurde.	
Par	conséquent	𝑦 = 0.	Soit	𝐴 𝑥 = 𝑥 .	Donc	1	est	une	valeur	propre	de	𝐴.	
	
Q20.	
Comme	1 ∈ 𝑆𝑝(𝐴),	il	existe	𝑥 ∈ ℂ!   𝑥 ≠ 0	tel	que	𝐴𝑥 = 𝑥		et	d’après	les	questions	15	à	
19,	on	en	déduit	que	𝐴 𝑥 = 𝑥 .	
Comme	 𝑥 ≥ 0	et	𝑥 ≠ 0,	par	la	question	11,	on	en	déduit	que	𝐴 𝑥 > 0.	Donc	 𝑥 > 0.	
	
Q21.	
Soit	𝜆 ∈ ℂ  tel	que	𝜆 ∈ 𝑆𝑝(𝐴)	et	 𝜆 = 1.	
On	note	𝑦	un	vecteur	propre	de	𝐴	associé	à	𝜆.	Alors	𝐴𝑦 = 𝜆𝑦	et		𝐴 𝑦 = 𝑦 .	
On	obtient	

      𝑎!! 𝑦!

!

!!!

= 𝑦! = 𝜆𝑦! = 𝑎!!𝑦!

!

!!!

	

Ainsi	
∀𝑗 ∈ 1,𝑛   ∃𝜆! ∈ ℝ!   𝑎!!𝑦! = 𝜆!𝑎!!𝑦!	

On	a	

𝑎!!𝑦!

!

!!!

= 𝜆𝑦!	

	

𝜆!𝑎!!𝑦!

!

!!!

= 𝜆𝑦!	

	

𝑎!! 𝜆!

!

!!!

= 𝜆	

Donc	𝜆 ≥ 0.	On	doit	alors	avoir	𝜆 = 1.	
	
Q22.	
Supposons	que	dim(ker 𝐴 − 𝐼! ) > 1.	
Soit	𝑥, 𝑦 ∈ ker (𝐴 − 𝐼!)	tel	que	la	famille	(𝑥, 𝑦)	soit	libre.	
Comme	𝐴𝑥 = 𝑥	et	𝐴𝑦 = 𝑦,	on	sait	que	 𝑥 > 0	et	 𝑦 > 0.	
On	pose		

𝛼 = −𝑦!    𝛽 = 𝑥!	
On	a	

𝛼𝑥! + 𝛽𝑦! = 0	
On	pose	

𝑧 = 𝛼𝑥 + 𝛽𝑦	
En	particulier	𝑧! = 0.	
On	a	



𝑧 ∈ ker 𝐴 − 𝐼!    𝑧 ≠ 0   𝐴𝑧 = 𝑧     et    𝑧  n!est pas strictement positif.	
C’est	absurde.		
Donc	dim(ker 𝐴 − 𝐼! ) = 1.	
	
Q23.	
On	pose		

𝐵 =
𝐴

𝜌 𝐴
	

Alors	
𝐵 > 0    𝜌 𝐵 = 1	

Montrons	que	𝜌(𝐴)	est	une	valeur	propre	dominante.	
Soit	𝜆 ∈ 𝑆𝑝(𝐴)	tel	que	 𝜆 = 𝜌(𝐴).	Soit	𝑋	un	vecteur	propre	de	𝐴	associé	à	𝜆.	

𝐴𝑋 = 𝜆𝑋 	
	

𝐴
𝜌 𝐴

𝑋 =
𝜆

𝜌 𝐴
𝑋	

	

𝐵𝑋 =
𝜆

𝜌 𝐴
𝑋	

	
Or	1	est	une	valeur	propre	dominante	de	𝐵,	donc		

𝜆
𝜌 𝐴

= 1	

𝜆 = 𝜌(𝐴).	
Ensuite	

ker 𝐴 − 𝜌(𝐴)𝐼! = ker(𝐵 − 𝐼!)	
Donc	

dim(ker 𝐴 − 𝜌(𝐴)𝐼! = dim(ker(𝐵 − 𝐼!)) = 1	
Q24.	
Comme	𝜌(𝐴)	est	une	valeur	propre	dominante,	on	en	déduit	que	

𝜆 < 𝜌(𝐴)	
∀𝑝 ∈ ℕ∗     𝐴!𝑌 = 𝜆!𝑌	

	

∀𝑝 ∈ ℕ∗     
𝐴!

𝜌 𝐴
! 𝑌 =

𝜆
𝜌 𝐴

!

𝑌	

Et	

lim
!→!!

𝜆
𝜌 𝐴

!

= 0	

Donc	
lim
!→!!

𝑌! = 0	

Q25.	
On	écrit	

𝑌 = 𝑌!
!∈!

+ 𝑌!(!)	

	



	
𝐴!𝑌 = 𝐴!𝑌!

!∈!

+ 𝐴!𝑌!(!) = 𝜆!𝑌!
!∈!

+ 𝜌 𝐴
!
𝑌!(!)	

	

𝑌! =
𝜆

𝜌 𝐴

!

𝑌!
!∈!

+ 𝑌!(!)	

Ainsi	
lim
!→!!

𝑌! = 𝑌!(!)	

On	suppose	que	𝑌!(!) ≠ 0		
On	sait	que	𝑌 ≥ 0.	Par	conséquent,	∀𝑝 ∈ ℕ∗    𝑌! ≥ 0,	et	par	passage	à	la	limite	𝑌!(!) ≥ 0.	
D’après	la	question	11	

𝐴𝑌!(!) > 0	
Or	

𝐴𝑌!(!) = 𝜌 𝐴 𝑌!(!)	
Donc	

𝑌!(!) > 0	
Q26.	
𝐴 ∈ ℳ!(ℂ),	et	comme	ℂ	est	algébriquement	clos,	le	polynôme	caractéristique	de	𝐴	est	
scindé.	La	matrice	𝐴	est	donc	trigonalisable	dans	ℂ.	

∃𝑃 ∈ 𝐺𝐿! ℂ   ∃𝜆!, … , 𝜆! ∈ ℂ  tels que	

𝐴 = 𝑃
𝜆! ∗ ∗
0 ⋱ ∗
0 0 𝜆!

𝑃!!	

Alors	
∀𝑘 ∈ ℕ∗	

	

𝐴! = 𝑃
𝜆!! ∗ ∗
0 ⋱ ∗
0 0 𝜆!!

𝑃!!	

	
La	matrice	𝐴! 	est	semblable	dans	ℳ!(ℂ)	à	une	matrice	triangulaire	dont	les	
coefficients	diagonaux	sont	les	puissances	des	valeurs	propres	de	𝐴.	
	
Q27.	
On	note		𝑚	la	multiplicité	de	la	valeur	propre	𝜌(𝐴).	Comme	𝜌(𝐴)	est	une	valeur	propre	
dominante,	on	en	déduit	que	

∀𝜆 ∈ 𝑆𝑝 𝐴   𝜆 ≠ 𝜌(𝐴)    𝜆 < 𝜌(𝐴)	
	

∀𝑘 ≥ 1      𝑡𝑟 𝐴! = 𝑚 𝜌 𝐴
!
+ 𝜆!

!!!(!)

= 𝜌 𝐴
!

𝑚 +
𝜆

𝜌 𝐴

!

!!!(!)

	

	

lim
!→!!

𝑡𝑟(𝐴!)
𝜌 𝐴 ! = 𝑚	



De	même	

lim
!→!!

𝑡𝑟(𝐴!!!)
𝜌 𝐴 !!! = 𝑚	

Donc	

lim
!→!!

𝑡𝑟(𝐴!!!)
𝜌 𝐴 !!!  

𝜌 𝐴 !

𝑡𝑟(𝐴!)
= 1	

Soit	

lim
!→!!

𝑡𝑟(𝐴!!!)
𝑡𝑟(𝐴!)

= 𝜌(𝐴)	

Q28.	

∀𝑖 ∈ 0,𝑁    𝑞!,!

!

!!!

= 𝑃 𝑋!!! = 𝑗 𝑋! = 𝑖
!

!!!

=
𝑃( 𝑋!!! = 𝑗 ∩ 𝑋! = 𝑖 )

𝑃(𝑋! = 𝑖)

!

!!!

 

 

𝑞!,!

!

!!!

=
1

𝑃 𝑋! = 𝑖
𝑃 𝑋!!! = 𝑗 ∩ 𝑋! = 𝑖

!

!!!

 

Comme la famille 𝑋!!! = 𝑗 !∈ !,!  est un système complet d’événements, on a 
 

𝑞!,!

!

!!!

=
1

𝑃 𝑋! = 𝑖
𝑃 𝑋! = 𝑖 = 1 

 
Q29.	

∀𝑗 ∈ 0, 𝑁     𝑄!𝛱! ! = 𝑄! !" 𝛱! !

!

!!!

= 𝑞!,! 𝛱! !

!

!!!

= 𝑞!,!𝑃 𝑋! = 𝑖
!

!!!

 

 

∀𝑗 ∈ 0, 𝑁     𝑄!𝛱! ! = 𝑃(𝑋!!! = 𝑗 𝑋! = 𝑖)𝑃 𝑋! = 𝑖
!

!!!

 

Par la formule des probabilités totales. 
 

∀𝑗 ∈ 0, 𝑁     𝑄!𝛱! ! = 𝑃 𝑋!!! = 𝑗 = 𝛱!!! !  
 
Q30.	
On	procède	par	récurrence	sur	𝑛	pour	obtenir	Π! = 𝑄! !!!Π!.	
La	loi	de	𝑋!	est	entièrement	déterminé	par	la	loi	de	𝑋! .	
	
Q31.	
𝐴(𝑡)	est	strictement	positive,	donc	par	la	proposition	1,	𝐴(𝑡)	possède	une	valeur	propre	
dominante	𝛾 𝑡 > 0.	
	
	
	
	



Q32.	
D’après	la	question	25	

lim
!→!!

𝑌 ! 𝑡

𝛾 𝑡
!!! = lim

!→!!

𝐴 𝑡
𝛾 𝑡

!!!

𝑍 𝑡 = 𝑈 𝑡 	

où	𝑈(𝑡)	est	un	vecteur	propre	de	𝐴	associé	à	la	valeur	propre	𝛾(𝑡)	et	comme	en	plus	
𝑍(𝑡)	est	positif,	on	en	déduit	que	𝑈(𝑡)	est	strictement	positif.	
	

lim
!→!!

𝐸(𝑒!!!)

𝛾 𝑡
!!! = 𝑈!(𝑡)

!

!!!

	

On	pose	

𝛼 = 𝑈!(𝑡)
!

!!!

> 0	

On	a	

lim
!→!!

𝐸 𝑒!!!

𝛾 𝑡
!!! = 𝛼        lim

!→!!
ln

𝐸 𝑒!!!

𝛾 𝑡
!!! = ln 𝛼 	

	

lim
!→!!

ln 𝐸 𝑒!!!
𝑛

= lim
!→!!

(𝑛 − 1)
𝑛

ln 𝛾 𝑡 +
ln (𝛼)
𝑛

	
	

lim
!→!!

ln 𝐸 𝑒!!!
𝑛

= 𝜆(𝑡)	
Q33.	
	
	
	
	
	
	
Q34.	
Le	programme	renvoie	une	valeur	approchée	de	𝜌(𝐴)	lorsque	𝑘	est	assez	grand.	
	
Q35.	
On	note		

∀𝑛 ≥ 1    𝑢! 𝑡 =
ln 𝐸 𝑒!!!

𝑛
	

Par	hypothèse,	la	suite	de	fonctions	(𝑢!)	converge	uniformément	vers	 𝑡 → 𝜆 𝑡 	sur	
ℝ!.	Donc	

∃𝑛!   ∀𝑛 ≥ 𝑛!    ∀𝑡 ∈ ℝ!    𝑢! 𝑡 − 𝜆(𝑡) ≤ 𝜀  	
	

∃𝑛!   ∀𝑛 ≥ 𝑛!  ∀𝑡 ∈ ℝ!    
ln 𝐸 𝑒!!!

𝑛
− 𝜆 𝑡 ≤ 𝜀     	

	



	
∃𝑛!   ∀𝑛 ≥ 𝑛!  ∀𝑡 ∈ ℝ!   ln 𝐸 𝑒!!! − 𝑛𝜆 𝑡 ≤ 𝑛𝜀	
∃𝑛!   ∀𝑛 ≥ 𝑛!  ∀𝑡 ∈ ℝ!      ln 𝐸 𝑒!!! ≤ 𝑛(𝜆 𝑡 + 𝜀)	

	
Q36.	
Par	rappel	si	𝑋	est	une	variable	aléatoire	positive	alors	l’inégalité	de	Markov	est		

∀𝛼 > 0    𝑃 𝑋 ≥ 𝛼 ≤
𝐸(𝑋)
𝛼

	
On	applique	l’inégalité	de	Markov	à	la	variable	aléatoire	𝑋 = 𝑒!!! 	et	𝛼 = 𝑒!"#$	
	

𝑃 𝑒!!! ≥ 𝑒!"#$ ≤
𝐸 𝑒!!!
𝑒!"#$

	
	

𝑃 𝑡𝑆! ≥ 𝑛𝑎𝑡𝑚 ≤
𝑒!(! ! !!)

𝑒!"#$
	

	
𝑃 𝑆! ≥ 𝑛𝑎𝑚 ≤ 𝑒!!"#$𝑒!(! ! !!)	

Q37.	
En	passant	à	l’inf	sur	𝑡	

𝑃 𝑆! ≥ 𝑛𝑎𝑚 ≤ inf
!!!

𝑒!"𝑒!! !"#!! ! 	
	

𝑃 𝑆! ≥ 𝑛𝑎𝑚 ≤ 𝑒!"𝑒
!! !"#

!!!
(!"#!! ! )

	
	

𝑃 𝑆! ≥ 𝑛𝑎𝑚 ≤ 𝑒!"𝑒!!!∗(!")	
Q38.	
Comme	indiqué	au	début	de	l’énoncé	𝑚 correspond	au	nombre	moyen	d’erreurs	à	
chaque	instant.		
L’inégalité	précédente	s’écrit	aussi	

𝑃
𝑆!
𝑛
≥ 𝑎𝑚 ≤ 𝑒!"𝑒!!!∗(!")	

Donc	

lim
!→!!

𝑃
𝑆!
𝑛
≥ 𝑎𝑚 = 0     avec    𝑎 > 1	

	

lim
!→!!

𝑃
𝑆!
𝑛
−𝑚 ≥ (𝑎 − 1)𝑚 = 0	

Et	la	loi	des	grands	nombres	nous	dit	que	

∀𝜀 > 0      lim
!→!!

𝑃
𝑆!
𝑛
−𝑚 > 𝜀 = 0 	

Les	deux	formules	sont	très	proches.	
	
	
	
	
	



Q39.	
On	a	

𝜆 𝑡! ≃ 𝜆 𝑡! 	
𝜆∗ 𝑥! = sup

!!!
𝑥!𝑡 − 𝜆 𝑡 	

	
𝜆∗ 𝑥! ≃ max

!!!!!
𝑥!𝑡! − 𝜆 𝑡! 	

	
𝜆∗ 𝑥! ≃ max

!!!!!
𝑥!𝑡! − 𝜆 𝑡! 	

	
𝜆∗ 𝑥! ≃ 𝜆∗(𝑥!)	

Q40.	
On	utilise	la	propriété	suivante	:	

𝜆∗ 𝑥 = 0   pour tout   𝑥 ≤ 𝑚
𝜆∗ 𝑥 > 0    pour tout    𝑥 > 𝑚	

Et	à	l’aide	du	tableau	on	trouve	que	4,70 ≤ 𝑚 < 4,75.	
	

4,70×1,1 = 5,17        4,75×1,1 = 5,225				5,17 ≤ 𝑎𝑚 ≤ 5,225	
𝜆∗ 5,17 ≤ 𝜆∗ 𝑎𝑚 ≤ 𝜆∗(5,225)	

−𝜆∗ 5,225 ≤ −𝜆∗ 𝑎𝑚 ≤ −𝜆∗ 5,17 ≤ −𝜆∗ 5,15 = −4,1×10!!	
	
Par	conséquent	

𝑃 𝑆! > 1,1𝑚𝑛 ≤ 𝑒!!(!,!×!!!!)	
Donc	

ℎ ≃ 4,1×10!!	
	

𝐹𝐼𝑁	
	


