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concours externe 
de recrutement de professeurs certifi6s 

deuxième composition de mathématiques 

1 'usage d'instruments de calcul, en particulier d'une calculatrice dlectronique de poche 
- Bventusllement programmable et alphanumerique - 6 fonctionnement autonome, non 
imprimante, est autorls6 conformement d la circulaire no 86-228 du 28 juillet 1986. 

La qualité de la rédaction, la clarté et la précision des raisonnements interviendront poirr iitie part 
importunte duns l'appréciation des copies. Les résicltats indiqués duris I'étioncé peir t'et r t être 
utilisés par les candidats pour la suite h r  problènle. 

Notations et objectifs du problème 

Dans le problème, E désigne un plan vectoriel euclidien, Cet w' désignent deux vecteurs 
unitaires et noxi colinCaires dc E ,  D et A désiguent les droites vectorielles orthogonales res- 
pectivenient à Üet à 5. On note s la réflexion d'axe Dy c'est-à-dire la syxnétxie orthogmale 
vectorielle par rapport ii D ,  et 1 la réflexion d'axe A. 

L'objet du problème est la recherche d'une condition ndcessaire et suffisante sur le 
produit scalaire G . d ,  pour que tout vecteur image de Cou de w' par un élément quelconque 
du groupe des isométrics engendré par s et t s'exprime dans la base (v',G) avec deux 
coefficients de même signe. Dans la partie 1, 011 étudie une suite qui sera un outil essentiel 
dans les parties suivantes. Dans la partie II, on trouve la condition suffisante cherchSe. 
Dans la partie III, on remplace le produit scalaire par une forme bilinéitire symétrique plus 
générale, et on résout complètement la question dans ce cadre. 

1 fitude d'une suite 

Dans cette partie cy désigne un nombre réel quelconque et on pose 

On considère la suite (un) définie pour tout entier 91 2 O par 

(a + 2; - (a - qn si a # fl 
u n = {  n s i a = 1  

(- 1)n-l n sicy=-l  

1) Calculer uo et ut ,  puis montrer qu'on a pour tout entier n 2 O 

En dCduire que (Un) est une suite de nombrev réels. 
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Montrer que si CI! 2 1 alors, polir tout entier 11 2 1 on a un > O. 
Montrer que si CI! 5 -1, on a u,,un+I < O pour tout entier n 2 1 (on pourra poscr 
(II! = -(II!’ et comparer la suite un avec la suite u : ~  construite de façon analogue à l’aide 
de CI!‘). 
On suppose lcrl < 1 et on écrit QI = cos9 avec O < 8 < ?r. 

a) Moritrer que si m = E(n/B) (o;i E clCsigne lu fonctioii partie entière), les iiiCgnlitds 
suivantes sont vérifiées : 

O < m9 5 7r < ( m +  l)9 < 27r. 

sin ne b) Montrer que pour tout n E IN on a un = *. 
c) Déduire de a) et b) que, si untin+l 2 O pour tout n E IN, alors il existe un entier 

d) Réciproquement démontrer que si 8 = r / m  avec m entier supérieur ou kgal à 2, 
m 2 2 tel que 8 = r / m .  

alors unun+1 2 O pour tout n E IN. 
5 )  Déduire des questions 2), 3), 4) l’équivalence des propriétés (*) et (**) ci dessous : 

II Application h un problème de gdométrie plane 

On suppose, dans toute cette partie I1,qu’on a i7.G = - cos(.lr/m), où m E IN - { O ,  l}, 
et OÙ 5.13 désigne le produit scalaire des vecteurs i7 et G. 

-h 

Montrer qu’on peut orienter E de manière que l’angle orienté (.‘,G) ait pour mesure 
‘IT - n/m. 
On supposera & orienté de cette manière dans toute la suite du II. 
On rappelle que la composée de deux réflexions vectorielles est une rotation vectorielle. 
On pose r = s O t .  

a) Déterminer une mesure de l’arigle de r .  
b) Montrer que r est d’ordre fini (C’est-à-dire qu’il existe au moins un entier d > O 

tel que rd = Id€) et déterniirier son ordre (c’est-à-dire le plus petit entier d > O 
tel que rd = Id€). 

Si p est une rotation vectorielle quelconque de E ,  montrer que p O s est une réflexion 
vectorielle qui peut encore ti’kcrire s O p-’ (on pourra décoiilposer p en 1111 produit de 
deux réflexions bien choisics). 
0 1 1  ilote G 1’eriseii~l)le &:Y isoiiidt,ricbs vectorielles de la forme rk cm s O rk avoc k E 22. 
a) En utilisant la questioii prdc&tlciite, inoritrer que G est un sous-groupe du groupe 

des isométries vectorielles de E.  

Tournez la page S.V.P. 
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b) Montrer que le groupe G est fini et préciser son cardinal. 

Soit 13 = ( 5 1 ’ 5 2 )  la base orthonormée directe de E telle que 3 1  = Ü. A tout vecteur de 
coordonnées ( z 1 , 2 2 )  dans la base 23 on associe son affixe XI + i x z .  

5) Quelles sont les affixes de C e t  de w’? 
6) Soit un entier n E IN, et soit Z le vecteur d’affixe einr/m. 

a) En reprenant les notations de la partie 1, démontrer l’égalité 

b) On pose 3 = aÜ+ bzS ( (a ,b)  E IR2). En faisant ce = cos(?r/m) dans l’égalité 
précédente, déterminer a et b en fonction de un et de U n + l ,  puis montrer que a 

et b sont de même signe (c’est-à-dire que a b  2 O). 
7) Soit X l’ensemble de tous les vecteurs Z dont l’affixe est une racine 2m-ième de l’unité. 

a) Montrer que tout élément de X est de la forme a5+ bw‘ avec a et b de même 

b) Donner les Ccritures complexes de r et de s. 

c) En déduire que r ( X )  = X, que s ( X )  = X, puis que g ( X )  = X pour tout élément 

= { g(G) 1 g E G} U { g ( 5 )  1 g E G};  montrer que tout Clément de 9 est de la 
forme av’+ bzu’ avec a et b de même signe (on pourra commencer par montrer que v’ et 
20’ appartiennent à X). 

signe. 

g de G. 
8) Soit 

III fitude du problème réciproque . 

Soit ‘p : E x E --+ IR une forme bilinéaire symétrique telle que ‘p(t7, .’> = ‘p(w’, ui)  = 1. 
On définit deux endomorphismes Q et r de E par 

pour tout vecteur Z de E (on ne demande pas de montrer que Q et T sont des applications 
lindaires). 

1) On suppose, dans cette question seulement, que cp est le produit scalaire euclidien de 
E. Préciser alors la nature de u et de r .  

Dans toute la suite du problème on utilise les notations de la partie 1, en prenant 

(: y ) *  (Y = -cp(v’,G). On pose 1 2  = 

2) Déterminer les matrices A et B respectives de Q et r dans la base (G,zS). 
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Démontrer les CgalitCs : 

et 

Calculer A2 et B2. Ex1 déduire que o et r appartiennent au groupe linCaire GL(E) 
des automorphismes de E ,  et que le sous-groupe I’ de GL(E) engendré par u et T 

(c’est-à-dire le plus petit sous-groupe de GL(E) contenant u et r )  est constitué des 
automorphismes (or)”, ~ ( o r ) ” ,  ( o T ) ” ~ ,  T(OT)”O,  OÙ n décrit IN. 
Calculer le polynôme caractéristique de AB. En dkduire que AB est toujours diago- 
nalisable sur C ,  sauf pour deux valeurs de a que l’on précisera. 
On suppose dans cette question que O L- cos(hr/m) avec (rn,k) E IN2, rn 2 2, 
O < k < m. Diagonaliser la matrice AB et calculer (AB)”.  
Eciproquement, on suppose qu’il existe un entier ni‘> O tel que (AB)’n = I2. Montrer 
qu’on a m 2 2, que A B  est diagonalisable sur C ,  et que ses valeurs propres sont des 
racines n-ièmes de l’uriité. En déduire que a = cos(k.lr/rn) avec k E IN et O < k < m. 

Donner une condition nécessaire et suffisante sur (Y pour que le groupe I‘ soit fini. 
Montrer que pour tout -y E l?, on a r(t7) = f ( u r ) ” ( q  ou ~(3 )  = kr(ar)”(q  avec 
n E IN, et que -y(;) = ~ ( o r ) ” ( G )  ou 7 ( 4  = kr(ur)”(G) avec 72 E IN (on pourra 
utiliser la question 4). 
On pose 

9 = {m Ir E r1 u {W) I r  E q. 
Montrer que tout Clément de 9 s’écrit uüi-bw’ avec a et, b de même signe si et seulement 
si l’une des deux conditions suivantes est satisfaite : 

p(G, w’) = - cos( n / m )  avec m E IN - { O ,  1) 

p(.’,w’) 5 -1 

a) Montrer que le groupe G défini dans la partie II est le sous-groupe de GL(E) 
engendré par s et t .  

b) Donner une condition nécessaire et suffisante sur le produit scalaire 5.5 pour que 
tout Clément de l’ensemble @ défini en JI. 8)s’écrive au’+ bw’ avec a et b dz même 
signe. 

FIN 


