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Préliminaire
P.1a) [X=PU.
P.1.b) SIOM =u.T +v.J alorsOM = 2u.i +Vv.j.

P.2)

P.3.a)

P.3.b)

P.4)

=R

o I & N 2 = . [ .
Onadonc @i +V.] =X.1 +V.] d'ou{vu:yX car la famille {, j) est libre.

=3 2
Par suite, {u et P :(O (D donne bien @ij=®)

V=Y

NI

SiB est une base orthonormée alofs+ v = OM? donc Mly = OM?=1 - OM=1.
| SiB est orthonormée aloysest le cercle de centre O et de raybn 1

. 2 3 . .
SiR :( ) alors det(f) = 4# 0 donc R est inversible.

1 2 0 . 12 -3
det(Fb) Om(%)‘z(—s 2) donc Q‘P°1‘4(o 2)'

_1(2 0Yy23
AO‘E(—s 2)[0 2) donc| A= 75( 6 13)-

La matrice A est symétrique a coefficients réels donc ellelizggonalisable
dans une base orthonormale de vecteurs propras de

PAO()\)=7\2—U(A0)-?\+det(/°o)=)\2—%)\+1_16:(7‘ —1—16)@-1) donc| sp(§ = {16’ }

Q=R"=

- (% Y)OEdAg) = x=2y. On choisitéi:%(z 1).

> (K Y)OE(Ag) = y=—2 On choisit & :% (-1, 2.

2 -1
Do =Ry LAo.Ry avec @ = 6(0 16) et F{):%[l 2)DO(Z).

La matrice de la forme quadratiqae® + by? + 2cxy dans la basei(j) est A :(2 g)

C'est une matrice symeétrique a coefficients réefe elles est diagonalisable dans une base
orthonormale de vecteurs propres de A.

Le produit de ses valeurs propres est donc égah aléterminanab—c® > 0.

Ses deux valeurs propres sont donc deux eéet non nuls et de méme signe.

Dans une base orthonormale de vecteurs propras, @=a pour équationoX? + BY? = 1.
- Sia<0et<0alorsC=0.
-  Sia =B >0 alorsC est le cercle de centre O et de ra%n

a

- Sia>0,B>0eta # alorsC est une ellipse.
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Partie |

1.1)

1.2)

1.3)

1.4)

1.5)

1.6)

.7)

Etude d'un exemple

m a pour coordonnées, (V) dans la basB signifie OM = u.T +v.J
s(m) ul—v.J caru. ETDD| et v.JOD,.

Donc | (I, V) = (u, —V)|.

M(u,v) Oy*

Done [y~ =s(y?)].

2 2 2
W+ =1 W+ (-v)?=1 _
{VZO < {—VSO = sM) Oy~

P+ =1 PHvi=1 PHvi=1
y {u ou{u -~ MOy Oy

M(u,v) Oy - {szousz v<0 v20
Donc |y=y~ Oyl

muv) Oy = wW+vV=1 donc m(uv) Oy = <1 soit —Ikus<l.
|Fﬁ(u,v)Dy :>uD[—l,1]|.

W+vV=1 « V=1-12 Siv=0 alors P +V =1 « v=+/1-1~
—1,1].- R
D : {[ ]

UJL\[l—U

Doncy " est la courbe représentative de la foncti

~  Les questions 1.1 et 1.2 indique que si on tydq@artie de la courbe au dessudye
on obtienyy™ (partie de la courbe au dessoudgepar symétrie (non orthogonale)
par rapport ®, dans la direction db;.

- Laquestion 1.3 indique quevariede -1 a 1.

~ Laquestion 1.4 dit qug" est la courbe représentative de la fonction

d: ud-1, 1] =0~ /1 —2

On trace alors le vectelir= 21 et le vecteurd = 3i + 2j.
On trace la représentation graphiquepdtans le repére non orthonormal (0Q,J).
On trace enfin la symétrie de cette courbe papod aD, dans la direction dB;.

_1.3
(x)_(Z 3)(11) ; (u) 12 -3)@ y U=2X73Y
y =lo 2\v onc a0 2 y ce quil donne _1

V=3Y

2

2.2 _ 1, 3 P, 1._ 1., 3 .9, 1,_
P+vV=1 - (Zx_4y) sp=1o 30 3 2pidpa
DansBy, une équation d\qz'estdonc%r g i y2 1.

On se place dans la base orthonormale dirzﬁte]eé) définie au P.3.b.

Dans cette base, une équatiory ést %z +%z =1.

On reconnait une ellipse de centre O, de grandiaig® pare; et de petit axe dirigé pas.

a=4etb=1 donnentc=\/a2—b2:\/f3 ete=§:3¥.
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Partie Il Détermination de la nature dedans le cas général

11.1) Yu=1- (u v)(3)=1 - UwW+V=1 Donc/mOy - WU=1.

11.2) Onnote P'=Q et A=Q.Q.
X=PU<- U=P.X = U=QX et 'U='X'Q.
Déslors'lUU=1 - X.'Q.0.X=1 - 'XAX=1.
Donc|mOy - XAX=1|.

11.3) -~ 'A=(0.0)='0/(Q)='Q.Q =A donc| A estsymétrigue

- A est symétrique a coefficients réels donc A esgahalisable
dans une base orthonormale de vecteurs propras d
Par suite, on peut trouver une matrice orthogoRaet une matrice diagonale D
telles que: A=P.[R (P car P est orthogonale don¢ B'P).
A O

SiD =( 0 )\2) et si X=P.X' (donc si X' P.X)
alors XAX=1 -« XPDPX=1 = (PX).D.PX)=1 < X.DX =1

: X
Si on note X' {y’j alors, dans la base orthonormBle@le vecteurs propres de A

correspondant a la matrice P, I'équatioly d&crit: | A:x2 + Ay = 1

avech; etA;, qui sont les valeurs propres de la matrice A.

11.4) Rappel X est un vecteur propre de A associé a la vgenpreA ssi X£ O et A. X =AX.
~  Dans ce casl|Q.X|F =(Q.X).(Q.X) ='X.'Q.Q.X ="X.(A.X) = 'X.(AX) = A(X.X) = A|[X|P.
Donc| si X est un vecteur propre de A associéalieur propré\ alors|Q.X|F = A|IX|F|.

-~ Comme Xz O, |[X||#0 donch = ||X)|< > 0.

| Les valeurs propres de A sont donc toutes pesitiv

11.5) - P est une matrice de changement de base dondrResible.
Par suite, Q =P est aussi inversible de méme Qe

| A est une matrice inversible comme produit dexdmatrices inversiblés

- A étant inversible, 0 n'appartient pas au speidra.
Par ailleurs, on vient de voir que les valeurppes de A sont toutes positives.

On en déduit qub les valeurs propres de A santeshent positive|s

11.6) On se place dans la base orthonorrgale
o S 1 1
L'équation de/ s'écrit — +Xz =1 aveca=~ [T eth=1 [~
a b }\1 )\2

- Si A=)\, alorsyest le cercle de centre O et de rayg%.
1
- Si A # A\, alorsy est une ellipse

dont les axes sont dirigés par les vectewprps de A formant la bag
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Partie 11l Une construction géométrique gre

11.1) On rappelle que P est la matrice de passagelibeséB, a la basé.
Par suite, P est la matrice de passage de la liada bas®,.

Par ailleurs, P est aussi la matrice de I'endomemnpef dans la basB,.

. 0= 7
Si m a pour coordonnées, fy) dans la basBy

, 0- X
alors les coordonnées fien) dans la basB, sont FEyj

et les coordonnées de ce méme vecteur dans IthmrsE(\u/) = FTl.PGJ = (;)
Donc | & y) = (U, V)|.

111.2) Soit m' de coordonnées(y) dans la basB,, MOC = X +y?=1.

Sim= f(?ﬁ') alors les coordonnées de sont encorex( y) mais dans la bas®
et la relations® +y? = 1 signifie que mLy.

Comme P est une matrice de passage, P est ineegiilest un automorphisme.

Par suite:m'0C < f(m")Oy ce qui donne biepy = f(C)|.

11.3) DansBqy, la droite D d'équatior = 1 est tangente enau cercle de centre O et de rayon 1.
De plus D =(l,j) doncf(D) = (f(I), f(j)) = (U, fj) est la droite d'équatian= 1 dans la badg.

Commef est un automorphisme, le théoreme donné pernditete

| la droiteA d'équatioru = 1 est tangenteygau pointT de coordonnées (1, 0) daBLs

On montre de méme que

« la droitep; d'équatioru = — 1 est tangenteyéau point 4 de coordonnées (- 1, 0) dais
» la droite\; d'équatiornv = 1 est tangenteaau pointﬁ de coordonnées (0, 1) dds

* la droiteAs; d'équatiory = — 1 est tangenteyeau point J de coordonnées (0, -1) ddhs

111.4) On travaille dans la base orthonormje

~  AB\(=A, 1) est un vecteur directeur de DetCD,(1, A) est un vecteur directeur de R
CommeAB).CD) = —A +A =0 alor§ R, et D,, sont orthogonalgs

-1 A
S R reavas |

y
x+1 1
y A

> M(x, y)OOD1 ) =

M(x, y)OD2,5 =

‘:O = |[AX=y==A|.

o : , 1-A 2\
Le point d'intersection dej[R et de D , est le poin w(l 21 +}\2j :

(1—)\2)2+( 2\ )2_1—2)\2+)\4+4}\2_1+2}\2+)\4_(1+)\2)2_
1 +\? 1+N%) 7 @+N)? T (@ +NH)? T+
Donc |OAOR, my =Dy, n D2, OCJ.

1
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Pour obteniny =f(my),

» on place les points A'(1, 0),8 —A, 1), C'(— 1, 0) et RO, A) dans la basB,
« on trace les droites (AJB=f(D1.)) et (C'D;) =f(D2,»).

* n, est a l'intersection de ces deux droites.

111.5) |
éfm P:: (/g ﬁf,) adna T2 377 o T - Lply | iR
I 2i1M 5 4 ! 5 S i
o | \ : B,}gr‘l
L B
: :,,/".:&; 8
111.6) ~  SiK est le parallélogramme ABCD alok¢K) = |det@B.AD)|

Par suite, A[f(K)] = |detf(AB).f(AD)| = |detf ).det@B, AD)|
(formule de changement de base pour le détermiyame famille de vecteurs).
Par suite:| A[f(K)] = |detf)] x A(K)|.

- AC)=m donc|A(y) = [det(P)f].
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