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Correction du sujet d’analyse

Partiel

1. OxOR, e*>0et e™*> 0 dorc lafonctionf = tanh est définie sur R.
Par propriété des fonctions usuelles, f est de dase C” sur R et I'ona:
OXOR, £/(x) = costf x — sinh? x 1 0.
cosht x cosht x
Donc f est une fonction strictement croissante sur R. Elle rédise dors une bijedion ce R sur f (R).
Commef est continue sur R, f (R) est unintervale.

Enfin, grace alastricte aoissance, f (R) =]lim f ; lim f [.

_ A—2X
Or: OxOR, f(x) = i e_ZX dorc lim f =1, puis, commef est impaire, lim f =— 1.
+e +00 —00

On pase| =]— 1; 1[. Donc tanh est une bijedtion ce R sur |

— cinh?2 I
2.0Ona: OxOR, (tanh)'(x) = cosit x - sinh® x _ 1— sinh 3
cosl x coslf x

Donc : DR, (tanh)'(X) = 1 —tanh? x|

3. On sait que tanh est une fonctionimpaire. artanh est définie sur | qui est symétrique par rappat a zéro.
Deplus, ona: [OxOl, tanh (artanh (- X)) =—X
= —tanh (artanh (x))
=tanh (— artanh (X)) car tanh est impaire.
Puis, comme tanh est bijedive, onen déduit que: OIxCl, artanh (— x) = —artanh ().
| Donc lafonction artanh est impaire|

4. artanh est larédproque de la fonction tanh qu est dérivable sur R et dort la dérivée ne Sannue pas aur
R. Par théoréme, onen déduit que artanh est dérivable sur | et que:

OxCI, (artanh) (x) = 1 - 1 .
(tanh)(artant{x))  1- tanl’ (artant{x))
Donc : OxdI, (artanh)'(x) = %
1-x
5. Lafonctiong: x 0O - - est continvesur | ; dorcG: x0 - I i est définie, continue € dérivable
sur | ; c'est la primitive de g qu Sannue en zéro. Or tanh (0) = 0 danc  atanh (0) = 0.
D'apresle 4., onadorc : OxOl, artanh (X) = I diz
. 1-
Mais: OxOl, ! > = 1g 1 EDonc OxOl, artanh (X) = +— t
1-x 2[IL X 1+X[ [IL t 1+t

- artanh(x)——[—In|1—t|+|n|1+t|];: Eln%é

Donc : OxOl, artanh (X) = InBl;E
- X
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Remargue : On peut auss obtenir diredement artanh, en exprimant x en fonction de tanh (x).

6. Lafonctiong est de dase C “ sur | donc, d'aprés le théoréme de Taylor-Y oung, elle almet un
développement limité atout ordre en zéro.

En perticulier, al'ordre 4, on olient : g (x) =1 + X%+ x*+ 0 (x %).

Puis, comme g est cortinue sur |, artanh, laprimitive de g qu sannue en zéro, admet un développement limité

al'ordre 5 en zéro ohtenu en intégrant le développement limité précédent.
3 5

N . , X* X
D'ou, au vaisinage de zéro, ona: |artant{x) = x+? +? +0(x%)|.

Partiell

7. Lesfonctionsu: xO - x,v:xO - 3etw:xO - sont continues r Jet u nesannude

1-x?

pas aur ce intervalle.

Par théoreme, onsait quaors (E) admet uneinfinité de solutions ur J obtenues en additi onrant
animporte quell e solution sur J de I'équation hanogene (H) : x y' + 3y =0, asociée &E) , une solution
particuliere de (E) sur J.

Posons : [xJ, A (X) =— 31In (X). Par théoréme, les lutions de (H) sur J sont lesfonctions delaforme::

y () = ke ) oUkOR clest-adire y(x) =ke *"*= ig ou kOR.
X
Cherchors une solution particuliere de (E) sur J par laméthode de variation ce la cmnstante.

On pose: OxOJ, Y (X) = &2() ouk est une gplication dérivable sur J.
X

Onadors: OxJ, Y' (X) =-3 &i()+k—(3x)
X X

Y est solution ce (E) sg

1 k'(X) 1 x? 1
1-x? x> 1-x° 1-x? 1-x°
On chaisit : Ox[J, k (X) = —x + atanh (X).

OxOJ, xY' (X) + 3Y (X) =

Donc, les lutions de I'équation (E) sur J sort les appli cations définies par :
X0,y (x) = XCHananitx) = x ot kOR.

X3

Partielll

8. On cherche une applicaionf vérifiant : CKOR, OxOR, f(X) = k.
Donc: OxOR, f(2x) =k et f est unefonction dfinie sur R, avaeursrédles et dérivable sur R dorc

en zéro.

2k

Donc f est solution du pobléme posé ss k:1 % - k®-k=0 = k=0ouk=—1ouk=1.
+

IDonc les fonctions constantes lutions du probléme posé sont les fonctions égalesa— 1, 0 ou 1
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21 (x)

— == on
1+ (f(x)*

9.Si f est solution du pobléme posé, en remplacant X par zéro dans larelation (e) : f (2x)=

2f(0)
1+(f ()

obtient : f (0) = 1f(0)0{-1,0, 3|

2121

14 B&%

10. Si f est solution du pobleme posg, ona: OXOR, f (X)=—————

wmfm_hw%@k%%%z_%%%%so
vB3E vBRH
et (e) f(x)+1z2f@§§+l+%f@;% = Ef@; 15 > 0.

Donc: ‘DXD[R, —1< f(x) < 1.\

11. Si f est solution du pobleme posé, —f est encore définie sur R, avaleurs rédles et dérivable en zéro.

Deplus: OxOR, (e) O _f(ZX)zlJ: (fo(()z;))2 _ 12+x((_—ff(§())(;)2 |

Donc, si f est solution du pobléme posé, —f I'est auss )|

12. tanh est une fonction d&finiesur R, avaleurs rédles et dérivable en zéro.

X —X

e —
2tanh) _ erx e _ 2x (e —e™ Jer +e7) _e”-e™

1+ (tanh))? 1+ Fg (ex +e )2 + (ex e )2 e + g 2
X + e_)(

IDonc lafonction tanh est solution du pobléme posé|

Deplus: OxOR, = tanh (2x).

13. lim % =0 dorc, commef est dérivable en z&o, ell e est continue en zéro, dorc lim f E;_gﬁz f(0) =1.
n n |:|

») est convergente de limite 1

2fH% H
n+l
14.0na: OnON, up = L= fRx 0 = 270 gy = U

@'C O 2™C on% 1+ (Uy,)’

Donc, pou tout nON, uy,+1 alesignedeu, pusque 1 + (u+1) > > 0. Par une réaurrence &idente, pour tout
nCN, u, alesignedeug . Donc, lasuite (u,) garde unsigne mnstant.

2Un,;  _ Ugy X (u§+1 -1
14 Up)® 1+ (Up)’

Deplus, ona: OnON, Up+1 —Up=Up+1—
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Si ug <0, lasuite (up) est négative. Or, commeImf [ — 1; 1] d'apreslaquestion 10, u, O [- 1; 1] pour tout
nON et dorc, u?,, -1 <0 pou tout nCON. Dansce ca&, ona: OnON, up+; —up= 0.

n+l

Donc, si ug <0, lasuite (u,) est négative d croissante.
Deméme, si up = 0, lasuite (uy,) est positive @ déaoissante.

15. Donc, dans le premier cas, (u,) converge vers une limite négative ou nule ce qui est impaossble puisque sa
limite vaut 1.

Dans lasemndcas, comme (u,) est positive € déaoissante, elle mnvergeversunelimiteL <ug=f(Xg) <1
caf(xg) O[-1 1] ,f(0)=1etf(xo)#f(0); on okient une nouwelle contradiction.

16. Si f est solution du pobleme posé avecf (0) =— 1,alors—f est solution du pobléme posé avec—f (0) =1,
et ontombe encore sur une contradiction.

17| Dorc, si f est solution du pobléme posé avecf (0) =1 ou f (0) =— 1,dlorsf est constante)

18. Raisonnors par |'absurde en suppasant qu'il existe unréd x tel quef (xo) = 1.

Posons : OnON, up = fBX—ﬂE
' C
Comme alaquestion 13., onmontre que la suite (u,) est convergente de limite f (0) = 0.

n+l
1+ (Upa)®
soit un+1 = 1; dorc, par réaurrence, lasuite (uy,) est constante égale al dort convergente de limite 1.
On oltient donc une cntradiction.
Donc, s f est solution du pobleme pasé avecf (0) =0, f(X) 1, pou tout réel x.
En raisonrent sur —f , onen déduit que si f est solution du pobléme pasé avec f (0) =0, f (X) -1, pou tout
réd x. Donc, d'aprés laquestion 10., onafinalement : | OxOR, — 1 < f (x) < 1

Ona:ug=f(Xg)=1;commeu, = pou tout nNCIN, s u, =1, on olient (un+1)2+1—2un+1:0

19. Comme tanh est solution du pobleme posg, ona:

OxO[= 1; 1] , tanh (2 artanh (x)) = 1f(2:222222§)))))2 - ; f;‘( N
21 (x)

Donc OxOR, tanh (g (2x)) = f(2X) = =tanh (2 artanh (f (X))) = tanh (2g (X)).

1+(f(x)?
Comme tanh est bijedive, onen déduit que: | OIXOR, g (2X) = 2g (x)]

20. f est dérivable en zéro, f (0) = 0 et artanh est dérivable en zéro.
Par composition| g est dérivable en zéro|

21.0Ona: Iimz—)i =0 et g est dérivable en zé&ro. Deplus, g (0) = 0.

X
géQLn Q— g(0)
Doncv, = — : onreannait un taux d'accroissment.
o _
| Dorc, (v,,) est convergente de limite g'(0)|




Page 5

g b g b gk X b gHXE
22.0na: 0On0ON, vhs1= [2 [=2>< [2 L__U 2 L_ (2 D:vn.
X x x x
2n+1 2n 2n 2n

, , R X) . . .
Donc (vn,) est une suite mnstante égale avpo = —— qui est, par laméme, salimite quand n tend vers +oo.
X

Donc : OxOR*, g (X) =g'(0) x x=A xx ouAdR.
Deplus, commeg (0) =0, ona: OxOR, g (X) =A x x ouAdR.

D'ou| g est linédre.

23.

D'apres I'étude précédente, si f est solution du pobléme posé, f est, soit constante égale a— 1 ou 1,soit une
applicaion celaformef (x) = tanh (A X) ouAOR.

Rédproquement, si f est définie par : OXOR, f (X) = tanh (A X) ouA parcourt R, alorsf est définie sur

R, avaeursrédles et dérivable en zéro.

De plus, comme tanh est solution du pobleme posé (cf 12.), ona:
OXOR, tanh(2) = 22 gy ) OR, tanh(Ax2x) =
1+ (tanh))
Donc, f est bien solution du pobléme posé.

2tanh(Ax)
1+ (tanh@x))?

Lesfonctions lutions du probléme posé sont dorc les fonctions constantes égales a—1 ou 1et les fonctions
définies par : OxOR, f(X) =tanh (A X) ouA parcourt R.




