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EXERCICE 1

Premiére méthode
1. Soit h: (u,v,w) € R3 — 2u? +v? + w? — du + 4.
La fonction h est une fonction polynomiale de classe C* sur R3. Ses points critiques sont les points ot le gradient
s’annule. On a
Oh Oh Oh

Vh(u,v,w) = ((’9u’ 0’ aw) = (4u — 4, 20, 2w).

Donc (u,v,w) est un point critique si et seulement si VAi(u,v,w) = (0,0,0) , ce qui est équivalent a

qu—4=0 u=1
20=0 < qov=0
2w =0 w=20
Il y a un unique point critique : (1,0,0).
La matrice hessienne de h est
4 0
0%h;
Hy(u,v,w) = =10 2 0] , avec h=(hy,ho,h3)
Ox; 1<4,j<3 0 0

C’est une matrice symétrique (diagonale), et ses valeurs propres sont strictement positives.
Donc, la matrice hessienne de h est symétrique définie positive. h admet un minimum local en (1,0, 0).
Un détail de plus : (1,0,0) est un minimum global strict, car la fonction est polynomiale de degré 2 donc la

formule de Taylor-Young est exacte , le reste est nul.
h(a + k) — h(a) = kTHy(a)k = 4k? + 2k3 + 2k2 > 0 , avec a = (1,0,0) et k = (k1, kg, k3)

La fonction h n’admet pas de maximum global car lim h(u,0,0) = +oc.
uU—r 00

2. Soit X = (z,y,2,t) € H, alors x =2 — y.
On substitue dans f(X) :

fQ—yy,z2,t) =2 -y’ + 2 + 22+ 12 =22+ 22+ 12 — 4y + 4.

donc f(2 —y,y,2,t) = h(y,2,t). Autrement dit fijgz =h .

D’apres la question 1, la fonction h admet un minimum global strict en (yo, 29,t9) = (1,0, 0).

1. Tous mes corrigés sont disponibles ici https://tinyurl.com/4up84xze 12-05-2025
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10.

Donc f admet sur H un minimum global strict en Xo = (1 — yo, Yo, 20,%0) = (1,1,0,0).
La valeur minimale de f sur H est f(Xo) =2 .
f n’admet pas de maximum global sur H .
Deuxieme méthode
Soit g: (z,y,2,t) ER* >z +y — 2.
On recherche des extremums de f sous la contrainte g(X) = 0. f et g sont de classe C!.
D’apres le théoréeme du multiplicateur de Lagrange : Si f admet un extremum Xj sous la contrainte g(X) =0
et Vg(Xo) # 0 alors Vf(Xp) est colinéaire & Vg(Xp) .
On cherche les points X = (z,y, z,t) tels qu’il existe A € R avec Vf(X) = AVg(X).
On a

V(X)) = (2x,2y,22,2t) et Vg(X)=(1,1,0,0).

la condition Vg(X) # 0 est toujours réalisée .

Le systeme des multiplicateurs de Lagrange est :

2 = A\
2y =X\ r=y=2A/2
VI(X) = AVg(X) r=y=1
9(X)=0 z=t=0
2t =0 r+y=
r+y=2

L’unique point candidat est Xy = (1,1,0,0).

H est un fermé non borné. Le point X appartient & [0, 1]*, considérons F = HN[0,1]* . F est un férme et borné
donc il est compact, f est continue donc elle est bornée et atteint ses bornes sur F.

Comme f(1,1,0,0) =2 < f(1,1,1,1) = 4, alors f admet un minimum en Xy = (1,1,0,0).

Troisiéeme méthode

Soit F = {(z,y,2,t) € R*, z+y=0} et Y =(-1,-1,0,0) € R".

Soit ¢ : R* = R, (x,y,2,t) — & +y. ¢ est une forme lindaire non nulle sur R*. On a F = Ker(y) , donc F est

sous espace vectoriel de R*,c’est un hyperplan de R*, il est de dimension 3.
Par définition de F on a u = (1,1,0,0) € F*. Comme dim F+ = 1 alors F* = Vect(u).

Soit Y = (—1,—1,0,0). On a d’apres le théoréme de la projection orthogonale

A(Y, F) = win [Y = X|| = |¥ — pp(Y)]|

Comme Y = —u € F+ alors pp(Y) =0, donc | d(Y, F) = |V = v2|.

Soit X = (z,y,2,t) ER* . Ona X +Y = (z— 1,y — 1,2,t) et
X+YeF < z+y—2=0<< XecH

H = F+{-Y} , donc c’est un sous-espace affine de R*, passant par —Y et dirigé par F.

On cherche & minimiser || X||* pour X € H.

On a d’apres Q7
min || X||? = min || X' - Y|? = d*(YV,F) =2
XeH X'eF

cette distance est atteinte en X' = pr(Y) = 0, donc le )Igurbl[ | X|? est atteint en X = —Y = (1,1,0,0) .
€



EXERCICE 2

Soit n un entier naturel supérieur ou égal a 1.
n
1. Posons S, = Z(wm)(k_l).
k=1
n—1
Ona S, = Z(wm)j. C’est une somme géométrique de raison w.
j=0

n—1

e Sin divise m, alors w™ =1et S, = >, 1 =n.
§=0

e Sin ne divise pas m, alors w™ #£ 1 et

- n si n|m
Ainsi Z(wm)(k_l) = |
1 0 si nfm

2. Pour n = 3, rappelons w = j = e*7/3 = _71 + @z .

On a
12
pi(P) = 5= 3 PGOXT
q=0
Pour r € {0,1,2} on a
1< 1 o
0u(@r) = —= > Q:(INXT = —=) (j9)" X9
3 3
q= 5=
par suite
Pul@) = (14 X +X%) L 0u(QU) = (141X +7°X?) et pu(Q2) = —=(1+ °X + jX?)
w \/g b) w 3 w \/g

1 1 1
Ainsi | A, = % 1 5 g2

Lg% j

3. Soit (k,¢) € [1,n] %, on a
1 n—1 1 n—1 1 n
Pu(@Q1) = —= Y Q)X = = (@) 'Qu(X) = —= > (") Q1 (X)
\/ﬁ q=0 n q=0 \/ﬁ k=1

Donc | ag e = ﬁ(wk_l)z_1 = ﬁw(k_lw_l) .

4. A, est symétrique car ay ¢ = ag ) = ﬁw(’“’l)(zfl). Mais A, n’est pas réelle , on ne peut pas affirmer si elle est

diagonalisable ou non .

5. Soit (k,m) € [1,n] %,le coefficient A, Az d’ordre (k,m) est donné par

NIE

[Aw Aw] km [Aw} kt [AU]K,m

~

=1

WE=D(E=1)  —~(=1)(m—1)

[
Sie
NE

~
Il
Ja

w(é—l)(k’—m)

[
Si=
NE

~
Il
—



1sin| (k—m)

D’apres Q1, on a [A,Ag], ,, =
k, 0sint(k—m)

, comme k—m € [1 —n,n—1]

1sik=m

alors [AwAw]k,m = { 0sik
si m

Ainsi et A, est inversible et son inverse est .
A, est la matrice, dans la base B, de ¢,, donc elle est inversible et

Calcul de (A,)?
Soit (k,m) € [1,n] 2,le coefficient (A,)* d’ordre (k,m) est

n

[(Aw)ﬂ = Z [Aw]k,e [Aw]z,m

k
m =1

1 n
_ 75 :w(kfl)(lfl)w(ffl)(mfl)
n
(=1

1 n
_ 1 Z (=D (ktm—2)
n
=1

1 si k+m—2
D’apreés Q1, on a {(Aw)ﬂ A L J|( Ek " ; , comme k 4+ m — 2 € [0,2n — 2] alors
g 0Osin -—m—2

nl(k+m—-2)=ek=m=1louk+m=n+2

Ainsi [(AW)Q} = { bsih=m :Olsiorllorlj tm=nt2 qui s’écrit :
1 0 0 0
0 0 1
(Au)* = |0 0
0
0 1 0 0

Calcul de (A,)*.
(A,)* est la matrice de (p,,)* dans la base B . De lexpression de de (A,,)* on déduit

(¢w)?(Qo) = Qo ,
(pr)Q(Ql) = anh

(0)*(Qr) = Qu—r;

(@w)2(Qn71) = Q1
par suite

() (Q0) = (¢uw)*(Qo) = Qo ,
(9%)4(621) = (Q%)Q(Qn—ﬂ =@

(‘pw)4(Qk) = (‘pw)z(Qn—k‘) = Qk,

(0) (@n-1) = (90)*(Q1) = @n—1



Donc (¢,,)* coincide avec I'application identité sur la base B , ce qui donne (¢,)* =Idg, , et|(4,)* =1, |.

8. Le polynome X* — 1 annule A, , ces racines sont {1, —1,i, —i}.

A, admet un polynéme annulateur scindé a racine simple donc elle est diagonalisable .
9. Les valeurs propres de A, sont parmi les racines du polynome X4 — 1, c’est-a -dire Sp(A,) C {1, —1,4, —i}.
10. Les racines de X" — 1 =0 sont 1,w,w?,...,w" L.

11. Soit ¢ € [0,n —1] .

Comme w? est racine de X™ — 1, alors X — w? divise X™ — 1. Par suite Ly(X) =

n

1 .
7 est un polynéme de

degré n —1, donc L, € Ey_;.

12. Soit Hy = Vect(Qo, Lg) - On a

n—1 n—1

¢u(Qo) = % ;QO(WS)XS = % ;X“" = %LO(X) € H,.

et
1 n—1
(pw(LO) = ﬁ I;)Lo(wk)Xk
uisque Lo(w") = nil(wk)j _ ) meik= donc

e ’ 5 ] osik #0 ,

pulLo) = = (L) X?) = —=(n.Q0(X)) = VAQo(X) € Hy.

Ainsi Hy est stable par ¢,,.
13. Soit ¢ = (pw)|H, et B’ = (Qo, Lo) la base de Hy . On a 9 (Qo) = ﬁLo et ¥(Lo) = v/n-Qp , donc

0
Matp () = | | Vn
v

14. Comme Hj est stable par ¢, donc tout vecteur propre de 1 est aussi vecteur propre de ¢, .
e Soit Py = aQq + bLg € Hy tel que ¢, (Py) = ¢(P;) = P;. Donc

0 Vvn)\ [a a Vnb=a

1 - A
&= 0/ \b b

on a une solution : a = /net b=1, et
n—1
Pi(X) = VnQo(X) + Lo(X) = vn+ > _ x*
k=0

e Soit P_; = aQo + bLy € Hy tel que p,(P-1) = (P-1) = P_1. Donc

0 vn\ [a —a) Vnb = —a
1 - I
on a une solution : a = —y/n et b=1, et

n—1
P_y(X) = —vnQo(X) + Lo(X) = —vn+ > _ X*
k=0

n—1 n—1
Ainsi | P (X) = n+ Y XF e Ker(p, —Idg, ,) et P_1(X)=—y/n+ Y. XFeKer(p, +1dg, )|
k=0 k=0




15. Cas n=3.
On a Sp(Ay) C {1,-1,4} et d’aprés Q14 {1,—1} C Sp(A.) .

D’apres Q2
2541

V3

Si 1 ou —1 est de multiplicité 2 alors Tr(A,) € R, ce qui est absurde , donc forcement 1 et —1 sont d’ordre 1
et i € Sp(Ay).
Ainsi | Sp(Ay,) = {1,-1,i}|.

Tr(A,) =i (carj= 2L+ ¥L3;)

16. Cas n=4.
On a Sp(A,) C {1,—1,%,—i} et d’apres Q14 {1, -1} C Sp(A.) . Pour A € Sp(A,,) posons my lordre de A.
On a
mi+m_1+m;+m_; =4 (1)

et

4
Tr(Ay) =mi —m_1+ (m; —m_;)i = Zak,k
k=1

2im/4 — i donc

avec agjp = %w(k*1)2 et w=e
Tr(Ay) == (O +i+i'+4%) =1+

par suite

Nous avons donc de (1) et (2)

mi +m,1+mi+m,¢:4 (1)
mp; —m—_q1 = 1 (3)
m; —m_; = 1 (4)

forcement on a

1<m_1<m,0<m_; <m;.

Les relations (1) , (3) et (4) donnent
1+2m_1+1+4+2m_; =4 m_1+m_; =1

donc

m_i1=1letm_;=0

par suite

mp=2etm; =1

Ainsi | Sp(Ay) = {1,—1,1} et xa,(X) = (X — 1)*(X + 1)(X =) |.




17.

18.

On note cette matrice M . Un calcul direct donne

o - 0
" 0 A0
xu(A) = "
0 ~n A 0
wnfl
—*7m 0 0 A
b\ 0 wnfl \/— 0 A *wﬁl
n
= _w _y= 0 - 0
A T A 0 - - vn
0 0 —<=] 0 A
Y IR S RV e IR
-5 A w /n —& 0
— )\4_@£i vn
w N nwrl
= -1
Ainsi xpr(\) = At —1et Sp(M) = {1,—1,i, —i}.
Soitn>5.
OnaQu(X)=X%et Ly(X) =21,

e Soit a, 8,7 et § dans C tels que :
aQ1 + BQu-1+vL1 +0L,—1 =0 (1)

Soit ¢ ¢ {1,n —1} on a Ly(w?) = L,_1(w?) =0.

Donc pour X =1 on a aw? + Bw?™ 1) =0 ce qui donnea=£=0.

_1=0.
Comme L;,,_1(w) =0 et Li(w) # 0, alors pour X =w on a =0, en suite § =0 .
Ainsi la famille (Q1,Qn—1, L1, L—1) est libre et dim(G) = 4.

e Stabilité de G :
Image de @ :

La relation (1) devient vLy + 0L,

Comme dans Q12 on a :

n—1
1 11-(@X)" 1 1-X"
_ = SXS — — .
(@) = fZQl \/ﬁ;w n 1-—wX wynwr—t — X
donc (@) = LL eG
Puw 1) — UJ\/E n—1 .
Image de L,,_1 :
Dans Q7 on a etablit : (,)?(Qx) = Qn_i pour tout k[1,n — 1] , donc
(pw(Ln—l) = w\/ﬁ(‘pw)2(Q1) = w\/ﬁQn—l-
Ainsi ‘ Vw(Ln—1) = wy/nQp_1 € G‘ )
Image de Q,,_1 :
On a
n—1
1 B 11— (W 1X)" 1 1-Xxn
- (n l)sXs _ = _
(Qn-1) ZQ” ! nZw n 1—wr1X wrly/mw— X



1
donc |, (Qn-1) = le eG|.

Image de L; :

On a ¢, (L1) = wy/n(pw)*(@n-1) = wv/nQn-1 -
Ainsi ‘ Yw(L1) = wynQq € G‘ .

Donc G est stable par ¢,,.

19. Soit 9 la restriction de ¢, & G . La matrice de ¢ dans la base Bg = (Q1,Qn-1, L1, Lpn—1) est

l
0 0 vn 0 — Q1

~ -
w
0 0 0 AL Qn-1
wn—l
M =
w
0 - 0 0 <—1L
NG '
wn—l L
0 0 0 <4— L,
NG '

D’apres Q17 x4(A) = A* — 1 et on sait que x, divise x,,, donc Sp (¢) = {1,—1,4,—i} C Sp (¢u) -
D’apres Q9 on a Sp (¢,,) C {1,-1,4,—i} , d'on ‘ Sp () = {1,-1,4,—i} ‘

EXERCICE 3

+oo L
z
1. Pour tout z € C, e* = —. Le rayon de convergence est R = 400.
k!
k=0

n

1

“+oo

On pose, f(z) = Z x
n=0
) On

(n!)?”
a

2. Soit a, =

1

An+41
= —- 0
(n+1)2 no+oo

Qn

Apres la régle du D’Alembert le rayon de convergence de Z anz" est +0o. f est donc définie sur R.
3. f est la somme d’une série entiere de rayon de convergence infini , elle est donc de classe C* sur R.

4. Soit [a,b) C R . On a f est de classe C* sur [a,b] , donc f’ est bornée sur [a,b] .
Soit z,y dans [a,b] , par le TAF il existe ¢ € [a,b] (‘entre z et y ) , tel que

[f (@) = f@ =1 Oz =yl < 1l fap 12— ¥l

Ainsi f est lipschitzienne sur [a, b].

5. Par dérivation d’une série entiere on a pour tout z dans R

+oo

f(x)= Z (nﬁj)an

n=0




10.

11.

12.

Pour n >0, on a

',doncsixZO,

i <
(n)2 —n

+oo +oo

J@=Y aE S =

n=0

Ainsi pour tout z > 0 m .

Soient = et y deux réels positifs. On note z = max(z,y). Par TAF, il existe ¢ € [min(z,y), max(x,y)] tel que

[f (@) = F)l = ' (©)lle -yl .

Comme 0 < ¢ < z, alors f/(c) < e° <e*. Ains‘ |f(x) — fly)] <e?|lx— vy ‘

Soit x dans R , on a

x
fla)=1+z+
n;(n!)Q
et
s n oo n+2 o n+2
> e = X | <X S <P
— (n!) O((n+2)') —= nl
par suite

Ainsi| f(z)—1 ~ x|.

z—0

r 1
On pose, pour tout = > 0, g(x) = /1 Wdt 1
On a f est C™ et f(t) > 0 pour tout ¢ > 0, donc la fonction ¢ +— W est C* sur ]0,+o0o[ , par suite g est
C> sur |0, +o0.
On a :
eSiz>1g(x)>0.
eSiz=1g(x)=0.
eSiz<1g(x)<O.

Soit0<t<1.0na

11 1 1
LFO) 07 L1414+ o(t)] oot t
1
donc la fonction ¢ +— W n’est pas intégrable sur |0, 1] . Le théoréme d’intégration des relations de compa-

raison donne

I

Ainsi [g(xz) ~ In(z)].

z—0t

Soit t > 0. On a

') m
F)=1+t+ .
nz::z (nt)?
0o m

Donc pour tout ¢t > 0, | f(¢) > 1+¢].

Soit 1 <t<z.Ona

O St 10? = 0102



13.

14.

15.

donc

0< ()</x dt </+°° dt 1
X B E—— - @ = _
=9 ar2 =), e+ 2

g est bornée, or elle est croissante sur [1,+o00[ ,donc elle admet une limite en +o0 .

La décomposition en éléments simples de F' s’écrit :

a b c
FX =% 1+X+(1+X)2
On a
1
0= XF(X)} —{ ] .
{ X=0 (1+X)?|x_0
1
c= [(X + 1)2F(X)} = [] =1
X=-1 X]x=
et
1 1
1 = — _ = — — :—1
F(1) 191 +-50b
1 1 1
Ainsi | F(X) = — — — .
s\ FOX) = %~ 79 ~asxpe
Onapourl <t<z
1 < 1

donc

D’apres Q13 on a

/f;dt _ / [ SR B O
L tr+n2 T\t 1+t (T41)2

1 xr
= |In(t) —In(l+¢t)+-—
() =1 +0) + |
w2 )+ 1 )
= In|—— —— +In(2) — =
z+1 14+
Ainsi | g(z) <1 —|—1—H(2)1
insi | g(z n —— +In(2) — =
g - z+1 1+ 2
. * 1 . . .
La fonction z + / mdt est croissante , donc majorée par sa limite en +o0o donc
1

r+1 1+

¥ 1 T 1 1 1
/1 t(dt—ln< >—|—+ln(2)—2 Sln(Z)—igln(Q)

1+41)2

donc pour 1 < z, g(z) <In(2) . Mais pour 0 <z <1, g(x) <0.

Ainsi pour tout >0 on a | g(z) <1In(2)|.
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