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I-Caractérisation des matrices symétriques définies positives

— I-A.1.2 : Soit A € Sp(A) , alors 3X € M, 1(R) non nul tel que AX = XX , donc ‘XAX = A XX ce qui
. tXAX
Si A est positive, alors A > 0 et si A est définie positive, on aura A > 0.
Réciproquement : A étant symétrique réelle, donc diagonalisable, 3P € GL,(R) et D = diag(\1, ..., A,) tel
n Y1
que A = PD'P,donc VX € M, 1(R), 'XAX =*(*PX)D(*PX) = > Ay;olonaposé'PX = | :
=1
Yn
Donc : si Sp(A) C R, alors ‘XAX > 0 et si Sp(A) C R**, alors vu que X est non nul, ‘PX est aussi non
nul, donc il existe j € [[1,n]] tel que y; # 0, et par suite ‘X AX > )\jy? > 0.
On a ainsi le résultat demandé.
— I-B.1 : Soit A € S,(R) que nous supposons définie positive et soit X; € M, 1(R) non nul, alors en posant
)éi ou O € M,_;1(R),onaura *X;AX; = 'XAX > 0, donc A est définie positive pour tout
i € [[1,n]].

X =

— On déduit donc que det(A®) = H pr > 00U py, ..., u; sont les valeurs propres de A qui sont strictement

k=1
positifs.
- 1-B.2:
—Casn=1
Soit A = (a) tel que a > 0, donc Vz € R*, ax? > 0, donc A est définie positive.
—Casn=2
Soit A = ( Z ZC) ) tel que a > 0 et ac — b > 0. Les valeurs propres A, ; de A vérifient A+ =a+c¢ >0

et \u = ac — b*> > 0 donc ac > b? et par suite a et ¢ sont de méme signe qui est le signe de a > 0, donc
A+ > 0 et puisque A\ > 0 elles ont méme signe positif celui de leur somme, donc A > 0 et u > 0, ce qui
entraine d’apres I — A.2, A est définie positive.

— 1-B.3 : Soit A € S,,;1(R) tel que pour tous i € [[1,n + 1]], det(A®) > 0. On suppose que A n’est pas définie
positive.

— (a) : D'aprés I — A.2, il existe j tel que \; < 0, je dis que \; < 0, si \; = 0, det(A) = det(A™+D)) = 0 ce qui
contredit 'hypothese .
det(A) > 0 donc H A; < 0, donc 3k tel que A\ < 0, ce qui entraine I'existence de deux vecteurs propres

i#]
linéairement indépendants associés & \; et \;, respectivement.

— (b) : Soient V1, V> € M,411(R) les vecteurs propres orthonormaux associés aux deux valeurs propres
A1, Ao strictement négatives de la question précédente. Notons a, b les derniéres composantes de V; et 5
respectivement.

Si ab = 0, alors I'un des deux vecteurs répond a la question, on obtient 1V, AV; = A\ ||[V4]|> = A1 < 0 ou
Vo AVa = Xo|| V2|2 = A2 < 0.

Si ab # 0. La derniére composante du vecteur V = bV, — al; est nulle et ona alors ‘VAV = b2 'V AV] +
a? tVQA‘/Q = b2)\1 + a2>\2 < 0.

On conclut donc I'existence d’'un vecteur X € M,, 1 (R) de derniére composante nulle qui vérifit 't X AX < 0.

)él ) € M,111(R) tel que X; € M, 1(R). OnatXAX = tX;A™X, < 0, ce qui

contredit le fait que A(™) est définie positive.

— (c) : Posons X =

— I-C : On a équivalence lorsque n = 1.
Lorsque n > 2, 'implication directe est toujours vraie, la réciproque est fausse grace a I'exemple

O ... ... 0

A= h " | dans lequel on a det(A®) = 0 pour tous i € [[1,7]], mais Sp(A) = {0, —1,1}, donc
: 0 1
0O ... 1 0

A n’est pas définie positive.
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— I-D : Je laisse cette question aux informaticiens
ll-Etude d’une suite de polynémes

— lI-A : facile & vérifier .
— II-B : On a det(P,) = 2n, donc deg(PT(L")) =2n—n=n.

. ) PT(”) 1
Au voisinage de 1 ona P, ~ (X —1)*,donc P, = (X — 1)" 4+ o((X — 1)™), ce qui entraine que — '( ) =1,
n.
donc P{™ (1) = nl.
— II-C : Des intégrations par parties succéssives entrainent que
1
1 1 1 n—1 —1)" 1 .
(Q, L) = —|/ QP = = > (—=1)FQFp{rF +¥/ Q™ P,, or 0 et 1 sont des racines de P, de
n-Jo n: el 0 n. 0

multiplicité n , donc P, P, ..., P,(L”’l) s’annulent en 0 et 1, ce qui rend le crochet nul, de plus deg(Q) <n —1,
donc Q) = 0 et par suite (Q, L,,) = 0.

1
— 1I-D.1 : Une succéssion d’intégrations par parties améne a I,, = / 2"(x— 1)"dx =
0

B n . el nn—1)..n—k+1) [+ e . , (nh)?

= 1/0 x +1(x21) Yo = ... = (fl)k(n_'_ 0+ 2 (n 8 /0 "R (z—1)""Fdr = ... = (1) (2n)]
—1)"(n!

donc I, = ((2n)+(1))'

. . I 1 [&
— 1I-D.2 : d'intégrations par parties entraine que (L, L,,) = —/ PMp — [Z(l)kP,(L"““)Pﬁl’“
0

2 2
(n!) (n1)* | =

— n 1

(( ‘1))2 / P,§2")Pn, or le crochet est nul par la méme justification faite dans la question I7 — C' , de plus

n. O

. . —1)™(2n)! (=)™ (2n)! (—=1)"(n!)? 1

an — ! Ly, Ly) = ( I, = = :

Py (2n)!, ce qui entraine que (L, L,,) EOE , (D)2 G i) 1

—-E:Onavn >m, L, € R,_1[X], donc d’aprés la question IT — C, (L, L,,) = 0.

De plus d’apres la question précédente || L,,|| = . Ce qui entraine que si on pose

V2n+1
K, = TZal = v2n+ 1L, alors la famille (K,,) répond a la question, et le coéfficient dominant de K,, est
(2n)!
V2n+1 hZ

Le procédé de Schmidt assure l'unicité.
—W-F:Lo=1,L,=2X —1,L, =6X?—-6X +1cequidonne Ky =1, K; =+/3(2X — 1) et
K3 =+/5(6X2 —6X +1).
lll-Matrices de Hilbert.
— IlI-A.Etude de quelques propriétés de H,,.
1
~ A :HQ( Ls )  Hy =
3

2

=

i —6 9 =36 30
 Hy ' = < 6 19 ) JHy'=| —36 192 —180
30 —180 180
X(X — 1)(X —-n+ 1) ay a9 Ap+1

XADX+2)(Xtnt]) X+l x+2 " Xgntr

[N
NN Sl
[SUE TV

— lI-A.2 : Soit la fraction définie par F/(X) = «

1
/ 2" dzx.
*Jo

1

+
0

k(=K —1)o(—k —n+1)

avec pour tout £ € [[1, n+1]], ax, le résidu associé au p6le simple —k donné par a,, = «

[T¢=%+4)

i#k
kil (n—1+k)! . _ (2n)! _ s g _ (n!)?
(-1) a((k SOt =R On choisit «a tel que a;, 41 a—m!)g 1,Cestadire o (2n)]
Lopération élémentaire sur les colonnes de A,,; donnée par Cy, 41 «— Cpy1 + Z arCL amene a
k=1
F(0)
yANS F(1
Apt1 = . LOrF0)=F(1)=..=F(n-1)=0,
_ _ () _ (n1)*
donc Sy = F(n)An = am 2515 = Gajian 7 0o
) . . o - (n=Dln—2)L.an*
llI-A.3 :La relation de récurrence précédente conduit a A,, = on—Dian = 2)!.”3!2!A1 = o
—ll-A4:
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™ > 0 pour tout n € N.
Con

— det(Hy,) = A, =
(2n)!(2n+1

)! 2n 2
(D)3 det(H; ') = (2n+1) n det(H, ') nous invite a
utiliser une récurrence simple.

Pourn =1, det(H; ') = 1 € N et si on suppose que det(H,,) € N, alors :

det( n+1) (2n+1) < 2: > det(H, ') € N, ce qui établit la récurrence.

— La relation de récurrence det(H,,},) =

— I-A.5 : Pour tout & € [[1,n]], det(H") = det(Hy) = Ax > 0, donc d’aprés la question I — B, la matrice H,, est
définie positive, de plus elle est symétrique, donc ses valeurs propres sont en nombre de n et Sp(H,,) C R**.

— llI-B : Approximations au sens des moindres carrés.

— II-B.1 : R, [X] est un sous espace vectoriel de C°([0,1],R) de dimension finie, donc le théoréme de la
projection orthogonale assure que pour tout f € C°([0,1],R), il existe p(f) = II,, € R,[X] la projection
orthogonale de f sur R, [X] tel que Ienln (1Q — fI) = d(f,R[X]) = |11, — f]|.

- 1I-B.2:
- R,-1[X] € R,[X], donc mm (||Q ) > mm (HQ fl), cest adire |11,y — f|| > |1, — f| ce
QER QER,|

77,1

qui traduit la décroissance de la swte (T, = fDn-
— Ona f € C%0,1],R), le théoréme de Weistrass assure I'existence d’'une suite (P,), C R[X] tel que
Hf - Pn”oo — 0.

. . ;s . ye . 3
Soit ¢ > 0, la convergence uniforme précédente entraine qu’il existe ng € N tel que ||f — Puylloe < 3

1
et par I'inégalité, ||f — Pl = f = Po))Y? < ||f — Puylloes ON obtient || f — P, | < E. Si on pose
0 0 0 0

0
do = deg(Py, ), alors pour tout n > max(do, no), ||/ —anll < [|f = Poy [l + [ Pag — p(Pry)ll + ||P( Pog) = (DI,
or Pp, € Ry, [X], donc p(Pn,) = Py, de plus [[p(Pn,) — p(f)I| = [Ip(Pny — F)II < [[Pny — £l ce qui entraine
que Vn > maz(ng,do) ||f — I,|| < 2||Pny — fll < e
— I-B.3 : Posons e, (X) = X*~1 alors (ey, ..., e,,) est la base canonique de R,,_;[X] et ona
1 1
o 1
hej) = e = [ At = ————
(€:,€5) / eje; = 7
scalaire (.,.) dans la base canonique de R,L 1[X]
n+1
— I-B.4 Posons 1I,, = Zanj = a; X7

= (H,):; , donc la matrice H,, est la matrice du produit

=0 j=1
On sait que f —II,, € (R,[X])*, donc Vk € [[1,n + 1] (f — II,,, X¥~1) = 0, ce qui donne

n+1 n+1 ao (f,1)
(f, X571 =3 "a; (XL XM = " a1 (Haga)ny» G qui s'écrit Hopy |0 | = ; et
=t =t an (f; X™)
ag (£,
parsuite [ : | =H,!, ;
an (f; X™)

- 1-B.5:

IV Propriétés des coefficients de H,, !

— IV-A : Somme des coefficients de H !

— IV-A1:5, =1, s, =4, s3 =9, on conjecture que s,, = n?.

— Le systéme en question est un systeme a n équations, n inconnus de matrice H,, qui est inversible, donc
c’est un systeme de Cramer qui admet une solution unique.

a™ 1
0
— IV-A.2 La solution unique du systéme est donnée par : =g : |, donc Vi € [[0,n — 1]]
(n) 1
al™ = Z hi;1", ce qui donne en sommant sur les i, Z al™ = Z a” = Y hGtY =s.
= i=0 1<i,j<n
n—1 n—1
— IV-A3 puisque Q = Y~ a, X7, on aura (S,, Q) = > _ a,,(Sn, X), or en exploitant pour tout p € [[0,n — 1]],
p=0 p=0
la (p + 1)®™® ligne du systéme de la question IV — A.2 : (a), on obtient
n—1 n—1 (n)
S,, XP) = () (xr x*) =S % _ 1 ce quientraine que (Sn, a
( ) kzzoak ( ) kZ:Oerk 1 q q Q) = ; P =
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— IV-A.4 En prenant Q = S,, dans la relation précédente, on obtient (S,,, S,) Za(”) = s,,0r puisque

nl

(Kp)o<p<n—1 €St une base orthonormale de R,,_1[X] on a (S,,S,) = ||S.||> = Z(Sn,Kp)2), et toujours

d’aprés la relation précédente avec Q = K, on aura (S,,, K,,) = K,(1), ce qui dopn:noe finalement
n—1
Sn = Z(Kp(l))z-
- IV-A.EZ:::OOn a K, =+2p+1L, avec L,(1) = 1 on obtient K,(1) = /2p + 1.
- IV-A6:s, = ni:l(Kp(l))z = S@p +1)= 21121 +n = (n—1)n+n=n
p=0 p=0 p=1

— IV-B :Les coefficients de H,, ! sont des entiers.

— IV-B.1 : Pour tout p € N*, ( 2; > :2< 2pp—1 ) € 2N.
. ) . s [ n+p n 2p n+p
Soient n € N*, p € [[1, n]], un calcul simple conduit & < ) ( ) = ( ) ( ) € 2N.
P P p 2p
1
—IV-B.2 : Pour tout n € N, ona K,, = v2n + 1L, avec L, = H(P}L”)), or (P,)™ = (x7(x —1)")™ =

<§n:< Z )(—1)nkxn+k>(") _ Z( Z ) (—1)"~ ’“(”k;'k)Xk ce qui donne L, i(—l)”k( nzk > ( Z )X’“,

k=0 k=0 k=0
donc le coefficient constant de L,, est égale a (—1)™ et tous les autres sont pairs grace a la question précé-

dente.

- IV-B.3:

— Soit P = (p;,j)1<i,j<n |a matrice de passage de la base canonique B = (1, X, ..., X" 1) & la base orthonor-
mée pour le produit scalaire (., .), B’ = (Ky, K1, ..., K,,—1) . La matrice du produit scalaire (., .) est H,, dans
la base B, respectivement I,, dans la base B’ et la formule de changement de bases s’écrit I,, = {PH, P ,
ce qui entraine en inversant que H,; ! = P 'P, or pour tout j € [[0,n — 1]]

v () ()

k
D’ou pour tous 4,5 € [[1,n]] pi; = V25 — 1(—1)7~* ( J J;iz 2 ) ( Z:% ) sii<jetp,;=0sii>j.

n . . 2 . 2
- (=1,n) 2 Jti—=2 J—1
Donc pour tout i € [[1,n]] h; ; E p” = E 1)< i1 ) ( i1 > .
j=i

n 2
En particulier pour i = 1 eti =n, on obtient £{ "™ = Z 2j—1) =n2ethi ™ = (2n—1) ( 2: -2 > .

n

— Pourtousi,j € [Ln]l A" = > piapie =

k=max(i,5)

e 3 ey () () (R (A

k=max(i,j)

Ce qui montre que les h( ") sont des entiers comme produit d’entiers.
— Soienti,j € [[2,n]], donc pourtoutk > max(i,j) > 2,i—1,j—1,k—1 € N*, et par suite d’apres (IV — B.1),
k+i—2 kE—1 E+7—-2 k—1
( i1 ) ( i1 ) et ( i1 ) ( i1 ) sont pairs, donc leur produit est un multiple de 4,

ce qui entraine que hE’;l’”) qui est somme de ces produits est aussi un multiple de 4.
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