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Les candidats sont prids de mentionner de facon apparente sur 13 premiére page de Is copie : MATHEMATIQUES |

LES CANDIDATS A L'OPTION T.A. N'ONT PAS A TRAITER LA PARTIE V

NOTATIONS ET CONVENTIONS

a) N, 2, R, € désigneront respectivement 1'ensemble des entiers naturels, des entiers relacifs,

des réels et des complexes. Si E est l'un de ces ensembles, E* désignera le sous-ensemble E\ 4|Ol .

b) L'ensemble des polyndmes 3 une indéterminée X, sur le corps € sera désigné par C[X]. Soit

pEX, CP[X) sera le sous-ensemble des polyndmes de degré inférieur ou 6gal i p.
¢) Soit u = (un)n € o une suite de nombres complexes ; soit (k, n)€E N x N ; U: désignera le

dérerminant de la matrice A = (aij) ol les ai.i sont définis par la relation :

Vi, vi:0gicg

, 0 g3 sk, ‘ij-un*i*j'

Cas particulier : U

d) Soit s €R , 2 >0 ; D(O, a) = Jzlz € ¢ : |z] < a]

e) Par convention, une fonction rationnelle sera une fonction f, définie dans un sous-ensemble
de € par la relation :

P(z)
Q)

f(z) =

. P et Q sont deux polyndmes, appartenant 3 C[X], premiers entre eux

. 0 n'est pas racine de Q ( Q(0) 4 0).

) Dans ces conditions, les racines du polynSme Q seront appelées Eales de f ; leur ensemble sera
désigné par‘/Xf) ; l'ordre d'un pdle « de f sera égal, par définition, 3 la multiplicité de la racine a du
polyndme Q.

f) Par définicion, une série entiére de terme général u“zn sera dite développement en série

enciére de 1a fonction rationnelle f dans le disque D(O, a) (a > 0) si

¥ z € D(O, a) £(z) = z : unln .
n=0
Question préliminaire : soit n €W, n > 3 ; soit aij , 1 $isn, | £j <& nun ensemble de n2 nombres com-

plexes ; soicn; A et a les matrices, d'ordre n et n-2 regpectivement, définies par :

) a =~ (a..)

A= (ai') n ij

3 y

tsisn

i

2
‘A



Soient D » det A, d = det a ; soit Aij le coefficient de .ij dans le calcul du déterminant D
(cofacteur) ; en considérant . le déterminant

Al.l o] 4] . (o} An,l
AI.Z | o] o] An,l
1
Al'3 0 0 An'3
o' - | .
Al,n-l o] 0 ‘e 1 nn-1
A o} 0 0 A
1,n n,n
Montrer la relation : D.D' = p.d4 = D.(A,  .A = A LA )
L, 1" 'n,n n, ! I,n
En déduire : .D.d = A A - A A
1,1 "n,n n,! I,n
PARTIE |

1° ~ Soient « ER ®* , p EN ® ; soit f la fonction racionnelle
|

f(z) » ——
(z - 0)Ff

Montrer que, pour tout x réel appartenant 3 un intervalle ouvert, il vient

L P (n +p - 1)! x"
£(x) = (-7 . E al.(p - D! P °

n=o

Quel est le rayon de convergence R de la série entiére obtenue ? Il sera admis, dans la
suite, que plus généralement pour a € € ® et, pour tout z du disque D(0,|a|),la valeur prise par £, £(z),
est donnée par cette meme relation.

-

2° - Soit p €N ®* ; montrer que le sous—ensemble de cp(x]

B=f1, X+ 1, (X+1)(X+2), ... , (X+1) (X+2) ... (X+ p)| est une base de ¢ (x).

3° - Soit p €N ® ; soit P un polyndme de cp[x] de degré p ; soit la série entidre de terme général
P(n)-zn«. n EN ; quel est le rayon de convergence a de cette série ?

En écrivant le polyndme P dans la base B de CP[X] définie ci~dessus, calculer la somme S(x)

S(z) = E P(n).zn

En déduire que cette série entildre P(n).z" est le développement en série entilre d'une foac-
tion rationnelle g ; préciser g, son ensemble /I(g) et le degré maximum du polyndme "numérateur" en supposant
toujours les polyndmes "numérateur’ et ''dénominateur" premiers entre eux.

de cette séric dans le disque D(O, a)

ool
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PARTIE II_

~ ~

1* - Soit f une fonction rationnelle ; soient a;, ses poles, 1 < i <& r ; soit P; 1'ordre du pdle

a, ; montrer qu'il existe un réel a (a > 0), tel que, pour tout z du disque D(O, a), f(z) soit &gal 2 la

somme d'une série entilre de terme général unz“,n € N,
Quel est le rayon de convergence de la série entidre de terme général u“zn ?

Montrer qu‘'il existe un entier n, et des polyndmes Pi' de degré Pi—t. 1 £ 1 g1, tels que @

13 P.(n)
©) Ynosn U = E 1
o n n
i (o)

2° - Soit, réciproquement, une série entidre de terme général unzn n € N celle qu'il exisce des
polyndmes Pi' de degré pi'l, des nombres complexes a; (tous différents de 0), | £ i g r, et un entier n, pour
lesquels la relation (C) est vérifide ;

Préciser le rayon de convergence a de cette série entidre ; en déduire que cette série
entidre est, dans le disque D(0,a), le développement en série entiére d'une fonction rationnelle.

PARTIE Il

1° - Soit f une fonction rationnelle ; d'aprés la partie II, il existe un développement en série

entilra uz 0 € N, dans un disque D(O, a) (a > 0). Déterminer un entier N tel que pour tout entier n su-

périeur ou égal 2 L les coefficients v vérifient une relation de récurrence linéaire.

@

Indication : Ecrire f(z) = gé:; i puis : P(z2) = Q(z). E u“zn
k
Poser : Q(z) = qo + 9,z LI 9z -

2% - Soit k €EMN ® ; une suite de nombres complexes u .o € N sera dite vérifier la propriécé
(P), si 3

. k+l
(P) 3 (qo I FEEEERD qk) €C . Gy ® o, 9 * O tels que

vnk 1, 4, *q v LRI 4 G un-k = 0.

a) Montrer, qu'il existe au moins une suite u = Mone N, ayant la propriété (P), ou X
est un nombre complexe, racine d'un polyndme Q de degré k.

". n €N vérifie aussi la

b) Montrer que, si )\ est racine double de Q, la suite v o by
propriécé (P) ; généraliser bridvement ce résultat au cas d'une racine d'ordre p de Q (p 2 3).
¢) En déduire que, si X' . Az, ves Xr sont les racines de Q de multiplicité respective~

ment Pie Pyo veey pr,toute suite de nombres complexes u,n € § ayant la propriéeé (P) s'écric :
r

. § : n
u - Pi(“) (li)

il

oii P, est un polyndme de degré p;-t

3° -~ En déduire une réciproque de la question LI - |



PARTIE IV
1* - Soit f la fonction rationnelle
- ls
flo) = =77
(z' - N
Quels sont les pSles de f 7 Déterminer le développement en série entilre de f dans le disque
pD(o, ).
2°%) Soit la série entidre de terme général v " , 0 EN : les coefficients v_ sont définis par les
relations : n n
v° -1, vl =1, VYn€N Vae2 " Vael + Vi

Détarminer le disque de convergence at la somme S(z)

PARTIE V

1* - Soit f une fonction rationnelle ; soit (u“zn) n € N son développement en série entidre dans
le disque D(O, a) (a > 0).
Montrer :

2
3 (x, n°)€lN P ¥Yonng Un-O.

Les U: ont été définis 3 1'alinéa c du paragraphe '"Notations et Conventions".
2° - Dans cette question, (un)nEN désignera une suite de nombres complexes, dont le terme général
v, n'est pas constamment nul A partit d'un certain rang.

Une suite de nombres complexes u . m € N, sera dite vérifier la propriécé (S: ), ot k et
o

n, sont des entiers, (k, n) €N* x N, si

Yanz2n Uk = 0 et Uk.I * 0.
o n o
a) Montrer que, si la suite u est stationnaire (c'est-a-dire In, :¥Ynn ou o= ),

la propridcé (S; ) a lieu.
°

b) Soit k € N , k > 2 ; soit n € N ; montrer, 2 1'aide de la questioh préliminaire :

k . k-2 k=1 k-1 k-1,2
Un'Un*Z Un*Z'Un (UnOI)
¢) Supposons
k
Jke€EN, k22; 3In EN:Vn2n u, - 0.
Montrer que la nullité de U:_’ pour n, > L% entraine la nullité de U:-l pour tout n su-

périeur ou &gal 3 LI 1
. k
d) Soit une suite pour laquelle J (ko . no) € N* x N tel que v n > no,Uno = 0, montrer

h
tels que la propriété (s, ) ait lieu.
i

qu'il existe deux entiers h et n,

e) Pour une suite vérifiant les hypoth@ses du d, montrer que le systdme linfaire

Yo uL + Yl Ui + L., + Yh Yooh " o]

N+hsgsngN+2h
admet une scule solution telle que Yh = |. Les Yi sont des nombres complexes inconnus et N vérifie N > n,.

3° ~ En déduire, que pour qu'une série entidre de terme général unzn n € N soit, dans son disque

de convergence, le développement en série entiére d'une fonction rationnelle, il faut et il suffict qu'il existe

k
deux nombres entiers k et n_ tels que Y n > n U = 0; k € N,

-§-



