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LW ondidrts sont prilr d8 mentionner de façon apparente sur la prrmidre page de la copie : MA THEMA TIQUES I 

LES CANDIDATS A L'OPTION T.A. N'ONT PAS A TRAITER LA PARTIE V 

PTATIONS ET CONVENTIONS 

a) N, 2, R ,  Q désieneront respectivement l'ensemble des entiers naturels, des entiers relacifs, 

des r k l s  et des complexer. Si E est l'un de ces ensemhles, E' designera le sous-ensemble E \ . l O l  . 
b)&'enremble des polynames P une indeterminée X ,  sur le corps Q sera designe par C [ x ] .  Soit 

p E O;, C [ X I  sera le sous-ensemble des polynômes de degr€ infdrieur ou 6gsl a p. P 
c) Soit u - (un),, , une suice de nombres complexes ; soic (k, n)E N x N ; Un k dgsignera le 

cl&tet-rninant de 1. matrice A - (aij) oii les aij sont dgfinis par la relation : 

V i, V j : O 3 i 5 k , O 3 j 5 k , 

car particulier : U: = un. 

a i j  - u ~ + ~ + ~ .  

a) Par convention. une fonction rationnelle Sera une fonction f. définie dans un sous-ensemble 
d e  Q par 1. relation : 

P(Z) f(z) - (lo 

. p et Q sont deux polynômes, appartenanc a O [ x l .  premiers entre eux 

. 0 n'est par racine de Q (Q(0) C 01. 

D4 8 ces conditions. les racines du polynôme seront appelges pales de f ; leur ensemble sera 
design€ pa&f) ; l'ordre d'un pôle CI de f sera egal, par définition, 3 la multiplicité de la racine a du 
polynôme Q. 

f) Par d@finition, une s€rie entière de terme géneral u zn sera dite développement en s€rie 

enciere de l a  fonction rationnelle f dans le disque D(0, a) (a > O )  si : 

V L € D ( 0 ,  a) 
n-O 

Question prgliminairc : soit n E IN, n L 3 ; soic aij , 1 i 1 .< n , I d j 6 n un ensemble de n2 nombres com- 

plexer ; soient A ut a .les matricer, d'ordre n e t  n-2 rcopectivenent, definies par : 

... f 
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Soient D - dec A.  d - det a ; soit Aij le coefficient de a danr le calcul du d€terminant D i J  
(cofacteur) ; en conaidCrant.le diterminant 

D' - 

A 1 O ... O A 

A O I . . .  O A  

1 .2  n. 2 

I , 3  n, 3 

A 

A O 0  ... O A 

n,n-1 
O 0  ... 1 

1 .n n.n 

.n-1 

2 Montrer la relation : D . 0 '  - D .d - U . ( A  . A  - A . A  ) ; 
I , I  n.n I I , ]  1.n 

En deduire : Al,I"'n.n - A n.1 . A  ~ , n  

PARTIE I -- 

l e  - Soient a E R  , p E N  ; soit f la fonction rationnelle : 

I f(2) - - 
( z  - a)" 

k n t r e r  que, pour tout x r6el appartenant A un intervalle o u v e r t .  i l  vient : 

Quel e s t  le rayon do convergence R de la série entiere obtenue ? 11 sera admis, dans 1. 
suite, que plur gCnCralement pour a E Q et, pour tout z du disque D(O,lal).la valeur prire par f .  f(z), 
e s t  donnie par cette même relation. 

2. - Soit p E )r ; montrer que le sous-ensemble de C [ X I  
P 

B 1 1 ,  X + 1 , (X  + 1 )  ( X  + 2 ) .  ... , ( X  + 1 )  ( X  + 2 )  ... ( X  + p!I est une bare de L [XI. 
P 

3' - Soit p E RI ; soit P un polynôme de C [ X I  de deerC p ; soit la serie entiare de terme ginira1 
F 

P(n) .zn , n E PI ; quel eat le rayon de convergence a de cette serie ? 

En Lcrivant le polynôme P dans la base B de C [ X I  definie ci-dessur, calculer 1. aome S(t) 
P 

de cette s6rie danr l e  dirque D(0. a) : 

p(n). z" zf S(z) - 
En diduire que cette serie entiare P(n).rn est l e  dCvcloppsment en sirie entiare d'une fonc- 

cion rationnelle g ; prCcirer 8 .  son ensemble p ( g )  et le degr6 maximum du polynôme "numCrateur" en rupparanc 
coujourr 18s polynômes "numirateur" e t  "d6nominoteur" premiers entre eux. 

. . ./ 
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PARTIE II 

1.  - Soit f une fonction rationnelle ; soient ai, ses pôles, I 5 i : r ; soit p l'ordre du pôle i 
ai ; montrer qu'fl existe un rCel a (a 

somme d'une d r i e  entiare de terme gCnlra1 u zn,n E N. 
O), tel que, pour tout z du disque D(0, a), f(r) soit 61.1 1 1. 

n 

Quel est le rayon de convergence de la sCrie entii!re de terme gCnCral u zn ? 

Montrer qu'il existe un entier n et des polynômes Pi, de degr€ Pi-l, I s i & r ,  tels que : 

u n - g  7.  Pi(n) 
(C) V n > n 

i- 1 ( a i )  

2' - Soit, riciproquement, une serie entii!re de terme gén6ral u zn n E IN telle qu'il existe der 

pour polyn8-s P i ,  da degr& pi-l, des nombres complexes ai (tous diffCrents de O), 1 ,< i < r, et un entier n 
lesquels la relation (C) est vCrifiie ; 

entiare a s t ,  dans le disque D(0,a). le d6veloppement en $Crie cnti5re d'une fonction rationnelle. 
Pr&cirer le rayon de convergence de cette serie entiere ; en deduire que cette serie 

PARTIE III 

Io - Soit f une fonction rationnelle ; d'aprls la partie II, i l  existe un dfveloppement en serie 
(a > O ) .  DSterminer un entier no, tel que pour tout entier n su- entilra u zn 

pirieur ou 6grl  i no, les coefficients u 
QIN, dans un disque D(0, a) 

v&riEienc une relation da recurrence linesire. 

P(Z) 
Q(z) Indication : Ecrire f(r) - - ; puis : P(z) - Q(t). 

k Poser : Q(z) - qo (* q,z (* ... (* qkz . 

2' - Soit k €IN ; une suite de nombres complexes un , n E CN s e r a  dite verifier l j  propriécl 
( Y ) ,  si : 

(Pl 3 (4, , q 1  , ..., qk) E ck(*I. q, 0 . qk 0 tels que 

a) bntrer, qu'il existe au moins une suite un = a", n E H, ayant la propriéts (PI, o~ A 

b) Montrer que, si X est racine double de 9. la suite v 

est un nombre complexe, racine d'un polynôme Q de degr6 k. - n An, n € I N  verifie aussi la 

propri6ti (P) ; gCnCralirer briavement ce r6sult.t au cas d'une racine d'ordre p de (1 ( p  ? 3 ) .  

c)  En dOduirc que, si X I  , A2, ... , A 
r 

sont les racines Je Q de multiplicité respective- r 
ment p , ,  pZ, ..., p ,toute suite de napbres complexes un, n E N  ayant l a  propriCt& (P) s'&rit : 

Oil Pi est un polynôme de degr6 Pi-l. 

3. - En dCduire une rCciproque de la question III - 1 ' .  

... / 
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PARTIE I V  ~- 

I O  - Soit f I r  fonction rationnelle : 

2.) Soit la d r i e  entilre 
relationr : 

v - I , v l  

l e  

U 

n 

la 

de f 7 D€terminer le d6veloppemcnc en serie entiLre de f dana l e  disque 

de terme gLn6r.l vnzn , n € I N  : ler coefficient# v sont d4finir par lea 

Daterminer le dirque de convergence et 1. sonune S(z) 

PARTIE V -- 
1. - Soit f une fonction rationnelle ; soit (u zn) n E N son développement en r€rie entihe dans 

disque D(0, a) (a > O ) .  

Hontrer : 

3 ( k ,  n ) E N 2  : V n >,no Uk - O. 
k Lcr Un ont 6tC  difinis P l'alinea c du paragraphe "Notations e t  Conventions". 

2' - Danr cette question, designera une suite de nombres complexes, dont le terme g€n€ral 

n'ert par conrtamnent nul 3 partir d'un certain rang. 

Une 

sont des tnciers, 

a) 

propriiti (S ) a 

b) 

I 

O 

C )  

k suite de nombres complexes un , n E N,  sera dite vérifier 15 proprier€ (Sn ) ,  03 k et 

( k ,  no) E H* x IN, si : 
O 

V n : n o  - O e t  u k-' o. 

Montrer que, si la suite u est stncionnalre (c'est-A-dire 3 no : V n 5 n u - (  1, 

lieu. 

o n  

Soit k E N , k >, 2 ; soit n E IN ; montrer, 3 l'aide de la qurscioh preliminaire : 

k k-2 ,,K-I Uk-l 
U,.Un+2 n+2' n 

Supposons : 

3 k E N , k ? 2 ;  3 n o E l N : V n > , n o  U:-O. 

? no entraîne la nullit6 de Uk-l pour toub n IU- 
k- 1 

I 
Montrer que la nullit€ de Un 

d) Soit une ruite pour laquelle 

pour n 
périeur ou igal B nI. 

kO 3 ( k o  , no) E IN* x IN tel que V n 3no,Un - O, montrer 
h 

qu'il exArte deux entiers h et n I  tels que la proprier6 (Sn ) ait lieu. 
I 

e)  Pour une suite vdrifiant les hypothèses du d. montrer que le systame lindaire : 

+ ... + Y Un-h - O 
' 0  un + 'I h 
N +  h d  n s N +  2 h 

admet une seule solution telle que Yh - 1 .  Les Y .  sont des nombres complexes inconnus e t  N vCrifie N >, n,. 

3' - En diduire. que pour qu'une série entiZre de terme général u zn n EU4 soit. dans son disque 

d e  convergence, le diveloppemcnc en série entière d'une fonction rationnelle, il faut e t  i l  suffit qu'il exirte 

deux nombre. tirtiers k et no t e l s  que V n 5. no,Uk - O ; k 
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N.  


