Préliminaire

1. Sl existe k € N* tel que zF = 1, alors |2|* = 1 puis |z| = 1 ( puisque |z| € R*).

2. Si g € G est d’ordre d, alors g? = I,,, ainsi P = X% — 1 est un polynéme annulateur scindé sur C et
a racines simples donc ¢ est diagonalisable, de plus les valeurs propres de g sont des racines de P
en parciculier ce sont des racines d—iéme de 'unité.

(a) {ke[l,m]telqueq |k} ={iq/1<ig<m}= {iq /1<i< @},doncCard{k € [1,m] tel que ¢
q

7]

m
(b) on va procéder par récurrence sur m,soi m' = {—J , alors pm’ < m < p(m/ +1). En utilisant

que v, (ab) = v, (a) + v, (b), puis que v, (k) = 0 pour pm’ < k < p(m’ +1), on a v, (m) =
vp (pm/Y) v, ((pm + 1) ... (m)) = v, (pm™!) puis v, (m!) = v, ((pm/)!) = v, (p x (2p) X ... (pm))

m
('si p ne divise pas k , v, (k) = 0). Ceci donne que v, (m!) =m’ +v, (m'l) = | —| + v, (M'!).
p
Pour m < p — 1 c’est immédiat. supposons la propriété vraie jusqu’a m, alors

ot |2 52

i=1

m’ m m
Il reste a vérifier que {—ZJ = L - +1J qui immédiate a laide de 'inégalité m’ < — <m/ + 1,
p p p
!/ !/

m m m 1 m . . . .y
donc — < — T< 7 tZ<—-+ 1 puis on passe a la partie entiere.
p p p p p

Eléments d’ordre fini de GL,(Z)

1. Si g € GLy(Z) est d’ordre fini, x, = X* —tr (g) X +det (g9) € Z[X] C R[X], donc alors g admet
deux valeurs propres complexe A\; = €'® et Ay = e, ainsi tr (g) = A\ + Ay = 2cos (a) . |tr (g)| < 2.

2. les \; sont réelles et de module égal a 1, donc \; € {—1, 1}, par suite )\? = 1. g étant diagonalisable,
donc ¢ = I,. Ainis d divise 2 par suite d € {1,2}.

3. Si g n’a pas de valeurs propres réelles, comme on a x,, € Z[X] et |[tr (g)| < 2 et [det (g)] = [A 2| = 1.
X, I'a pas de racines réelles, donc A = (tr (g))2 —4det (g) < 0. Ce qui donne que (tr (g))2 < 4,

donc |tr (g)| < 1 ( puisque tr (g) € Z). D’ou la discussion
e Sitr(g) =0, alors x, € {X*+1,X? — 1} mais X* —1 a des racines réelles, donc x, = X*+1.
o Sitr(g)=1,x, e {X*+X+1,X>+X—1}.

4. Six, = X? — 1, c’est-a-dire g admet des racines réelles, alors g*> = I, donc d € {1,2}.

e Six, = X*+1, alors g> = —1I, puis g* = I, dans ce cas d = 4.
o Six,=X?+X+1,alors g — I, = (¢ + g+ 1) = 0, donc ¢* = I, dans ce cas d = 3.

e Six,=X?—X+1,alors > + I, = (¢° — g + I2) = 0, donc ¢g* = —1I, puis g® = I, dans ce cas
d=6.



. D’apres les relations entre les racines et les coefficients d’un polynéme, on a:

ap = (—1)"" Z ZiyeZi

1<ii<..<ip—p<n

Donc

Soit A = {Xg tel que g € GL,, (Z) est d’ordre ﬁni} et B=[1,m]", ot m = max (n)

lax| < Z |2i, | - ‘zin_k} <ok Z 1] = (n ﬁ k)a”_k = (Z) an k.

1< <...Sip_g<n 1<in<...<ip_g<n

k

1<k<n-—1

Si g € GL, (Z) est d’ordre fini, alors d’aprés la question précédente, les coefficients a; (g) de x, sont

bornées et on a |a; (g)| < (Z) <m. (a;(g9) <1).

Soit ¢ : A — B, x, + (ao(g) .-, an—1(g)) est injective et B est fini, donc A est aussi fini.

7. Soit H = {d € N* | il existe un élément g € GL,, (Z) d’ordre d} .

puisque A = { X, tel que g € GL, (Z) est d’ordre ﬁni} est fini, donc I'ensemble K des valeurs pro-

pres des éléments g € G L, (Z) d’ordre fini est aussi fini. Les racines des éléments d’ordre fini sont
des racines de 'unité, donc s1 H est infini, alors il suffit de choisir d € H tel que les racines de

X — 1 soient toute dans C\K ( a I’exception de 1).

2.Sous-groupes finis de GL,(Z)

1. (a)

()

2. (a)

g est d’ordre fini, donc diagonalisable, si P € GL, (C) est telle que P~lgP =diag(\y, ..., \n),
A —1 A — 1 :
alors P~1AP :diag< ! e ), donc A est diagonalsable.
m m

On a

<

2
— < 1. ( |\| =1 d’aprés préliminaire)
m m

)\i—l‘gy/\@-|+1
m

Les coefficients de g — I,, sont tous divisbles par m, donc A € M, (Z) .Soit o (A) = ,\nsla(}ix) ||
€sp

ot sp(A) est le spectre de A. On a a < 1.Les valeurs propres de A* sont les \*¥ avec \ €sp(A) .
on a a(AF) < a(A) = B.Daprés la question 5.partie 1., on a |a; (A¥)]| < (Z) a" k=

<Z) "7 F.Comme 0 < 8 < 1, donc la suite (Z

donc un entier g tel que

> B"7* tend vers 0 lorsque k — +o0, il existe

Vk>q,0< (Z)ﬁ”k <1

Pour un tel choix on a |a; (A7)| < 1 avec a; (A9) € Z ( puisque A € M,, (Z)), donc a; (A7) =0
pour 0 < i <n — 1 et par suite x4, = X", donc (A?)" = 0. On prend alors k = gn.

A est nilpotente et diagonalisable son polynéme minimal est donc scindé & racines simples,
donc égal & X par suite A = 0, c’est-a-dire que g = I,,.

Notons f: M, (Z) — My, (Z/mZ) A = (aij),<; j<p — A= (@i7)1<i j<p O @ désigne la classe
modulo m. Il est immédiat que f est un morphisme d’anneaux.

et quesi A € G, alors f (A1) = f(A)"".



Si A, B € G tel que f (A) = f(B), alors f (AB™!) = f (I,,)
Ce qui donne que AB™!—1,, € M,, (Z) et que les coefficients de AB~! — I,, sont tous divisibles
par m. Comme AB™! € G est d’ordre fini ( puisque G l'est ), d’aprés la question précédente,
ona AB™! = I, puis A = B.

(b) On applique ce que précede avec m = 3, on a ¢ : G — M,, (Z/3Z) est injective et M,, (Z/3Z)
est fini de cardinal 3", donc G est fini et card(G) < 3.

Traces des éléments d’'un p-sous-groupe de GL,.(Z).

(-1
k—1

—_

l
(a) Découle de le relation k ( k:) =/ <

1<k</t.
(b) On a xy = yx, on peux donc utiliser la formuledu binéme

) et du fait que k£ et ¢ sont premiers entre eux pour

14

. ( — (!
_ i l—i _ ¢ -
(x+y) —Z(Z)my " +y +;(2)xy

=0

puis a l’aide de la question précédente, on a (x + y)e — 2 —y* € (R.

2. On a det (A+ B) — det (A) = Z <H (ag(Z + by z) Hag(i)ﬂ) Al suffit de montrer que si

oeS, \i=1
(ay,...,ar) € I* et (by,...,b;) € R, alors

AL = (a1 + bl) (ak + bk) —ay...a €1

k
On a (a1+b1)...(ak+bk) = Z ( Z bil...bijaijﬂ...aik)
1< <ij

7=0 ;i1 <.ig

=aj.ap+ Y, > bi,.-.bi, i, ...a;, | et comme I est un idéal, la deuxiéme somme
J=1 \i1<...<%j ; ij+1<..ik
est un élément de I, donc Ay € 1

3. Dans cette question considérons 'anneau R = Z [X]. ¢ étant premier donc par récurrence sur m, on
pour toute famille de polynoémes P, ..., P,, d’éléments de Z [X] (P, + ... + P,,) =Pl —...P € 1Z[X].

k k
SiP= ZaiXi, alors (P (X))' =S (e, X?)' € ¢Z[X] ().¢ étant premier, donc d’aprés le théoréme

=0
k

de Fermet af — a; € (Z.Donc Z (a; XZ ZCLZXM € Z[X] (*x), puis par sommation de (x) et
=0

(%), ona (P (X)) — P (X%) € (Z[X].

4. (a) Dans 'anneau M,, (Z [X]) les éléments X [,, et M commutent, on peux donc utiliser la formule
du bin6éme, on a donc

4

I {

=0

g) X (=1) M

]

1

= X', +(-1) MMZ( )Xf (1) M’



l
<) est divisible par par ¢, donc
i

= s (xt -y
(K- = ()X

= X'+ (1) M 4 ¢ (Z% (6) Xi(—1) Mi)

i=1€ \?

A= <4_21% (K)Xf (—1) Mi> e M, (Z[X)).

=1t \?
Reste a discuter si £ = 2 ou ¢ est impair.
Dans le premier cas (X1, — M)2 = X?[, — 2X M + M? c’est donc vraie.
Si £ est impair, alors (X1, — M)" — (X‘I, — M) + (A.
(b) Considérons I'idéal I = (Z [X] de I'anneaux Z [X], alors d’aprés la question, on a X (X*) —
(x (X))" = det (X‘I,, — M) — (det (XL, — M))" € tM,, (Z[X])
Donc d’aprés la question 3.partie 3, on a x ¢ (X*) — (x (X)) e 17[X].
(c) Ona xpe (X) = X" —tr (M) X"+ .., donc

Xare (X0) = (x (X)) = (X —tr (MF) XD 4 ) — (X" —tr (M) X" 4 ..)

le coefficient de X"~V est tr (M) — (tr (M )’ € ¢Z dapres la question précédente.
Donc tr (M*) = (tr (M))" mod (¢) puis par le théoréme de Fermat, on a tr (M*) = (tr (M)) mod (¢)
( puisque ¢ est premier).
5. Soit ¢ € @G, d’aprés la question 4.c, on a tr(g’) = tr(g) mod (¢) puis par récurrence, on a
tr (gpl) = tr(g) mod(¢) pour tout i € N*. En particulier pour i = r, on a ¢g* = I, donc
tr(g) =n mod (p) .

6. D’apres la question 4.(c) partie 3, ¢ divise tr (gk — g) . Il suffit donc de montrer que ‘tr (gk — g) ‘ <
(. Sisp(g) = {N,i=1,2,..,n}, on a pour tout i ,alors [AF —\| < [N| + IA|F < 2, donce

|tr (gk — g)| < Z ‘)\f — )\i| < 2n < {. D’ou la conclusion
i=1

7. (&) m=k+p" []¢ou A= {lpremier, { < 2n et ¢ ne divise pas k}. Supposons que m admet un
teA
facteur premiers ¢ € A, alors ¢ divise p” [] ¢ et m, donc divise k absurde.
teA

(b) Posons m = pi*...p%* les diviseurs premiers de m, on a d’aprés la question précédente p; > 2n.
Par itération de la question 6, on a tr (g”) = tr (g) pour tout ¢ € N* et ¢ premier >2n
Par récurrence alors sur s, on a tr(¢™) = tr (g’pgs) =tr (gm') ot m = m/ps
puis hypothése de récurrene, donnc que tr (¢™) = tr (g) .
On a g™ = ¢*. (gpr)d oud= [][¢ (A déa défini)

LeA
Ce qui donne que g™ = ¢* ( G étant d’ordre p", donc g*" = I,,). Ce qui permet de conclure

que tr (g™) = tr (gk) .

8. (a) On effectue la division euclidienne de k par p, k =ps+ravec0 <r<p-—1
p ne divise pas k si et seulement si 1 <r <p—1.onaps <p ! doncs<p~t—1.

4



(b) Ona X0 = Tzl o (zc)

JjeJr

p=1
e Si (=1, alors (** <Z§]> =p—1, donc
t=1

d = Z ¢ (Zc) ) 1) = (p-1)

j€JIr s=0
p—1 p—1 1 — (p
e Si ( est d’ordre p, alors (¥ = 1, donc ¢** (th> = ( Ct) —1= e 1=-1, ce
t=1 t=0 -
qui donne
’V‘ 1_1 pT71—1
so-y e (Se) - (T -
jE€Jr s=0
e Sinon

’E
L
Iy
o~
\_/
s
,
|ML
|
L
N
3
w

r 1 1
Yo'y e (za) (
JjEJr

pr1-1 ) 1 _Cp<p7-71) 1 _Cpr

D’autre part ( Z | = e =3 — = 0, d’ou le résultat.

9. (a) Par le résultat de la question 7.c partie 3, on a tr (gk) = tr(g) pour tout k € J,., donc
Sotr(g*) = X tr(g) =card(J,) tr (g) . card(J,) = p"—card{k tel que p | k et k < p"} = p" —

keJr keJr
p't, puis puis 8.b, 3 tr (") = Y tr (") = X ( > C’“) =nop" (p—1) —np’!
keJr keJ, keJdr \ C€sp(g)
Ce qui donne tr (g) = ng — o
p—1
n—tr(g) . :
(b) Il suffit de montrer que ———== est un entier compris entre 0 et a.
p

n —tr (g) est divisble par p ( d’apres la question partie 3.5)
D’autre part

tr(g) = + 1< +—n <n+——="F
n—tr(g)=n-n n—mn n =
g "1 0 -1~ p—1 p—-1
n—tr(g) n 7 )
Donc < . < a. D’autre part |tr (g)] < n ( puisque les valeurs propres sont de
p p—

—1

modules 1), donc 0 < n=tr(g) <a
p

Partie 4. Cardinaux des p-sous-groupes de GL, ()

1. Soit G un sous-groupe fini de GL,, (C), f

Card Zg

gEG



(a)

(b)

(a)

(b)

1
On a f2 = (—) Z (ng) . D’autre part, pour tout g € G, I'application G —
card (G
g1€G \g2€G
G, h — gh est injective et G est fini donc bijective. En conséquence on a {gh; h € G} = G et

donc (Zgg]g) <Zg> =card(G) x f. On a alors

g2€G geG

= (ﬁ) > <Zgng) = (Card > 3" card (G)

g1€G \g2€G g1€G

Donc f? = f.

Si Vg € G, alors g (r) = x, alors f (z) = z.

Notons qu’au passage, on a montrer que pour tout g € G, fog=go f = f, cette remarque
servira pour établir la réciproque.

Réciproquement

On a pour tout g € G ,fog=go f = f, doncsi f(r) =z, alors g(f(z)) = x, par suite
g(z) =z

En conclusion f est le projecteur sur {x € C"/Vg € G,g(x) = z}.

f est un projecteur, donc Tr (f) =rg(f) € N( ou rg désigne le rang). Ce qui donne que

Ztr(g) =rg(f) xcard (G) € N

geG

i. immédiate tr ((g ® h)) Ztr giih Zgutr r(g)tr(h).
ii. Posons (g®@ h) (¢ @ h') = (cm)lgwgn ol czj sont des matrices ( écriture par blocs). On a

Cij = Zgikhg;jh’ = Zgikg;jhh’ c’est le bloc d’indice (i, j) de (g9’ ® hh'). D’ou I'égalite.
= k=1
iii. Il suffit de remarquer que (¢ ®@h) (¢ ' @h™)=gg ' @hh ™ =1, I, = I,

Supposons que ¢ ({7'}) # 0. Soit v € ¢t ({1'}) , alors & € ¢ ({7'}) si et seulement si
() = = ¢(7) ce qui est équivalent & ¢ (v 'z) = er ou encore a vy lx € ker (¢) = H,

donc o7 ({7'}) =
Remarquons d’abord que si 7' ¢ ¢ (I'), alors ¢~ ({#}) = 0. La famille (="' (7)), e est

une partition de T, donc card(T") = Y cardp! ({7'})

7' €p((l)
D’autre part vH est équipotent & H ( Papplication h — ~h est une bijection)
Donc card(T') = > cardp™ ({7'}) = > card H =card(p (")) xcard(H).

' €p(T) 7' €p(T)

¢, est un morphisme découle de la question 2.

Posons I' = G et ' = ¢, (G), alors ¢, induit sur G un morphisme de I' sur IV de noyau
H =ker (¢,) NG. T et I étant finis, alors a par la question 3.b de la partie 4, on a:

card (G) = card (¢, (G)) x card (ker (¢,) N G)

D’autre part, on a pour tout h € G , tr (¢, (9)) = tr (¢ ® g) = tr (¢') tr (¢9) ce qui donne
par récurrence die tr (o, (g)) = (tr (g))°. De cette relation on tire que

D (e, (9) =Y (tr(9))

geG geq



(b) ¢, (G) est un groupe ( comme image d’un groupe par un morphisme), donc par le résultat
de la question 4.1.b), on a > (tr(¢')) est un entier divisible par card(p, (G)), donc
9'cps(G)
> g (tr(g))” =card(G Nkerp,) x  >°  (tr(g')) est divisble par
9'€ps(G@)

card(G Nker ) xcard(p, (G)) =card(G) .

n

(a) P(X)=]] (X =r)) =X"4+a,1 X" + ...+ ao.

;P (tr(g)) = ;G ((tr (g)" + @nr (tr (9))" " + ... + o)
= 2 (tr(g)" +ana X (tr(9)" " .+ Tag
geG geG geG
Donc P (tr(g)) = 3 (tr(9)" +an 1Y (tr ()" " + ... + 3 ao.
g€G geG geG geG
D’autre part > ag = ag card(G) et card(G) divise > (¢r (g))° pour tout s > 1, donc card(G)
geG geG
divise ;}P (tr(g)) = P(n). (tr(g) = nmod (p) ).

(b) card(G) = p" divise P (n) = p® (a!), donc r < v, (p* (a!)) = a + v, (a!).

(a) On a v, (al) = f {%J < f% donc

J=1 J=1

+o00 +o00
a a a ap np . n
r§a+§f:§_,: = < 5 puisque a <
pl 1_]19 p=17(p-1) p—1

pn p n p
(b) On a card(G) =p" < pe-v* = (p‘?*l)Q) . 11 suffit donc de montrer que p»-»* < 4

plnp

(p—1)°

P
Pour étudier la monotonie de p — p@-1? = exp ( ), considérons la fonction ¢ : t +—

n t
r— est décroissante . La fonction ¢ — reneT
est aussi décoissante et les deux fonctions sont positives et décroissantes sur [2,+o00[, donc

L= (ttlfit))’é’ = % X ;43 est décroissante sur [2,4-oo[, donc 6 : p — <p “’—1)2) est décroissante

donc 0 (p) < 0(2) =4".

La fonction ¢ — Int est concave donc ¢ —



