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ECOLE NATIONALE DES PONTS FI' CIIAUSSEES, 
:COLES NATIONALES SUPERIEURES DE L'AERONAUTIQUE tiT DE L'ESPACE. 

DE TECKNIQUES AVANCEES, DES Tf LECOMLWNICATIONS. 

DES T f  LECOMMUNlCATlONS DE BRETAGNE. 
ECOLE POLYTECHNIQUE 

(OPTION T.A) 

MINES DE PARIS, DES MINES DE SAINT-ETIENNE, DES MINES DE NANCY, 

*** 

CONCOURS D'ADMISSION 1987 

*% 
hi ATHEMATIQUES 

2 h e  EYREUVE 
OYrlON hl 

(DurCe de l'&preuve 4 heures) 

S o i t  E l ' e r p a c e  v e c t o r i e l  d e s  f o n c t i o n s  f ,  B v a l e u r s  c e e l l e s  ou complexes, c o n t i n u e s  s u r  [ O ,  t -[. 

Pour t o u t  reel a > O ,  on pose : Na(f)  - sup  I f  ( t l l .  
c E [ O ,  a l  

S E )  d6s igne  l ' a l g s b r e  d e s  endomorphismes de  E. Pour t o u t  € l i m e n t  U de  S E ) ,  on convient  que 

Uo - 1 ( a p p l i c a t i o n  i d e n t i q u e  de  E) e t  on d e f i n i t  Un pour  n e n t i e r  n a t u r e l  non n u l  p a r  U p t '  - Uoll*' où 

O < p 3 n-1. On note p l u s  simplement V U l e  coropos6 VoU de  deux B l B m e i i t s  U e t  V dL (E). Oir d i s i g n e  

p a r  T l'endomorphisme de E q u i ,  B t o u t  B l h e n t  f de  E, a s s o c i e  l a  f o n c t i o n  Tf d i f i n i e  s u r  [O, + -[ par  

cy 

r x  

1 0  d t *  

l a  r e l a t i o n  : Tf(x)  - 
Pour t o u t  polynôme P - 2 a P, a c o e f f i c i e n t s  r é e l s  ou complexes, on  puse : n n=0 

D 

On r a p p e l l e  que l ' a p p l i c a t i o n  P H P C T )  e s t  un morphisme de  l ' a l g è b r e  Q [ X I  dans l ' a l g è b r e  ?f(E). 

Dans ce problhue ,  on se propose d ' e t u d i e r  l e s  endomorphisuies P ( T )  e t ,  p l u s  g6i i6ralement ,  des eiiilt)- 
œ 

convenables ,  c e  q u i  f a i t  l ' o b j e t  des p ~ r t i c >  morphismes de  l a  forme c an Tn pour d e s  s u i t e s  
n=O 

II ,  III e t  IV. La premiere  p a r t i e  i n t r o d u i t  l ' e s p a c e  d e s  s u i t e s  (a ) u t i l i s é e s  dans l e  c o u r s  du problL'nie. 

(an). 3 0 

1 - Etude d 'un espace  de s u i t e s .  

y 1 e  Q: -espace v e c t o r i e l  de  t o u t e s  les s u i t e s  A = de nombre> r t?e l s  r)u ?- O n  d l s i g n e  p a r  

complexes. On munit y d e  l a  l o i  de m u l t i p l i c a t i o n  q u i ,  B t o u t  couple  de = (un) e t  B (dll), 

a s s o c i e  l a  s u i t e  A+B - (y,) d l f i n i e  p a r  : y, - 
p l i c a t i o n ,  l e  C -espace v e c t o r i e l  /prend la s t r u c t u r e  d e  C -a lgèbre  a s s o c i a t i v e  e t  c o w u t a t i v e .  On v c r i -  

f i e r a  que  cet te  a l g e b r e  possede un €lement  u n i t € .  L 'a lg&bre  d e s  polynômes s ' i d e n t i f i e  alors B l a  sous-a l -  

gCbro d e s  r u i t a r  (a,) oil an - O P p a r t i r  d 'un  cer ta in  rang. 

c a f3 . I l  es t  m i d i a t  que ,  muni d e  c e t t e  m u l t i -  
P 9  pt9-n 

C 

C l e  SOUS-eSpace v e c t o r i e l  d e  J c o n s t i t u 6  d e s  s u i t e s  (alI) Cel les  que 
g 

Enf in ,  on d e s i g n e  p a r  

l e  rayon de  convergence de l a  ser ie  e n t i e r e  2 5 x s o i t  &al  a + -. 
nxO n! 

1.1. S o i t  (A ) une s u i t e  t e l l e  que,  pour t o u t  n, l i n l  < C kn oïl C e t  k s o n t  deux r é e l s  JuiunSs s r r i ? -  

tement p o s i t i f s .  Montrer que (1 ) e s t  un él6ment de, 

1 . 2 .  Montrer qu 'une s u i t e  (un) a p p a r t i e n t  a 9 s i  e t  seulement  s i ,  pour t o u t  nombre r&l  pr l', 

IanI 
l i m  - p" - O. n! n-rœ 
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6- 1.3.  

1 .4 ,  

Prouver  que r i  A e t  B s o n t  deux 6lements  de  A, alors A * B  e s t  a u s s i  un el imenc de .%'. 
Pour t o u t  nombre reel b > O ,  on n o t e  gb l e  sous-espace v e c t o r i e l  de  ._ c o n s t i t u d  des s i i i t c s  

A - (a ) t e l l e s  que l e  rayon d e  convergenca de  l a  s e r i e  e n t i e r e  

6 g a l  1 b ; pour  t o u t  nombre r 6 e l  x t e l  que 1x1 < b, on pose a l o r s  A ( % )  = 2 an XI'. 

l./ 

2 u x Il s o i t  s u p 6 r i c u r  U L I  

es t  i n c l u s  dans 9. Reciproquement. t o u t  é lément  dc %- a p p a r t i e n t - i l  2 

n n=O l' 

a) Montrer que 

l ' u n  au  moins d e s  sous-espaces v e c t o r i e l s  gb ? 

b )  Prouver  que s i  A e t  B a p p a r t i e n n e n t  1 gb, il en es t  de  inSine pour  .\*B. 

I I .  C o n s t r u c t i o n  d ' o p b r a t e u r s  a s s o c i e s  1 T. 

11.1. S o i e n t  C un BlJment de E , e t  n un e n t i e r  n a t u r e l  non n u l .  

a )  Prouver  que,  pour  t o u t  nombru r h l  x > O : 
X 

I ( 1 )  Tn f ( x )  - (x-t)"- '  € ( t )  d t  " ( I l -  

b )  ? lon t r<r  que ,  pour t o u t  nombre rerl  a > O : 

n n a ( 2 )  Na (T f )  2 - n! N a ( f ) *  

11.2.  S o i t  A - (un) un élément  de  9. 

11.3. 

11.4 

11 .5 .  

a)  Montrer que ,  pour  t o u r  Blement f de  E, l a  ser ie  de f o n c t i o n s  fxn TnP e s t  noriu.ilciilciic c'uilver- 
n=O 

g e n t e  s u r  cout  i n t e r v a l l e  [ O ,  a ] .  On d h i g n e  p a r  A ( T ) f  l a  somnie d a  ce t te  stiriz d c ,  pour c u i i ~  ~ I I -  

P 

t i e r  p O ,  % ( T ) f ,  l a  somme p a r t i e l l e  an Tnf. 
n=0 

b)  E t a b l i r  que l ' a p p l i c a t i o n  f w  A(T)f e s c  un endomorphisme de  E .  

2 lanl n p . Prouver  que ,  ptlur t o u t  r 6 c l  s t r i c -  n! c )  Pour t o u t  nombre reel p 3 O ,  on pose : A(p) - 
1 1 4  

tement p o s i t i f  a e t  pour t o u t  e lément  f de E ,  o n  a : 

( 3 )  N a  (A(T) f)< i ( a )  Na(f ) .  

Montrer que,  pour  t o u t  couple  (A, B )  d '&l€ments  de  9, on a : 

(h+B)(T) - A(T) B(T) 
k 

(4) 
(On p o u r r a  c o m e n c e r  p a r  I t a b l i r  c e t t e  r e l a t i o n  l o r s q u e  A e s t  un m o n h r  X ).  

Prouver ,  pour t o u t  é lément  A - (a,) d e g ,  pour t o u t  elélnent f d e  E e t  p o u r  t o u t  r&l  

S o i t  f un élément  non nul  de  E a v a l e u r s  & e l l e s  p o s i t i v e s .  

a )  Montrer que,  pour n 3 2 : l i m  
X- 

Tn f ( x )  - + =. 

A ce t  e f f e t ,  on p o u r r a  c o n s i d é r e r  un i n t e r v a l l e  [ a , b ]  où f ( x )  > k, k é t a n t  s t r ic te i i len t  p o s i t i f ,  

k(b-a) ( x - b ) i ~ - l .  Tn f ( x )  z - (n-1) ! 
e t  é t a b l i r  que,  pour t o u t  r é e l  x 3 b ,  on a : 

Tournez la page S. V. P. 
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b )  En d e d u i r e  que ,  s i  A e s t  un  é l é m e n t  d e  s d i s t  

n ' e s t  p a s  uniformément  c o n v e r g e n t e  s u r  [O, + -[ 

nCt d ' u n  polynôme, a l o r s  l a  s 6 r i e  .-L Sn f 
n=O I' 

III. E t u d e  d e s  o p é r a t e u r s  A(T). 

111.1. E t u d e  d e  T.  

a) D e t e r m i n e r  l e  noyau e t  l ' image d e  T. 
b) Dete rmine r  les v a l e u r s  p r o p r e s  d e  T. 
c) S o i e n t  un  nombre complexe non n u l  e t  R l a  s u i t e  (un). C a l c u l e r  l e  rayon d e  corivergcncl! de 1~ 

IJ 

ser ie  2 pn XI' e t  sa  somme R ( x ) .  P r o u v e r  que l 'cndomorpt i isme 1 - t ir  e s t  i n v e r s i b l c  liails 
IJ 

n=0 

(I - UT)- '  = R,$T). 

d)  En d e d u i r e  q u e ,  pour  t o u t  é l6men t  6 d e  E, L ' s q u a t i o n  (I - 11'1) f - g  clincc cc uiie s o l u t i o i ~  i d.iii:i 

E e t  une s e u l e  e t  p r o u v e r  q u e ,  p o u r  t o u t  a > O ,  ~ , ~ ( f )  <  cl^" ~ ~ ( 6 ) .  E:cpricicr f e n  ic i i i ic ion 

de  g g r â c e  B la  r e l a t i o n  ( 5 ) .  

e )  R e t r o u v e r  les  r é s u l t a t s  d e  l a  q u e s t i o n  d )  e n  rmenn jn t  l ' Z q u a c i 0 1 1  (1 - PI) f = g i une ~ ~ q i i . ~ ~ i ~ ~ n  

d i f f é r e n c i e l l e  s a t i s f a i t e  p a r  F = T f .  

111.2. E t u d e  d e s  endomorphismes P ( T ) .  

S o i t  P u n  polynôme d e  d e g r é  n 1 .  

a )  P r o u v e r  q u e ,  s i  P (0 )  O ,  l 'endomorphisme P ( T )  est  i n v e r s i b l r  d a n s y ( E ) .  

(On p o u r r a  se ramener  a u  cas é t u d i 6  dans  l a  q u e s t i o n  I I 1 . I . c ) .  

b )  DBterminer  l e  noyau e t  l ' i m a g e  d e  P(T)  l o r s q u e  P ( 0 )  = O. 

111.3. E t u d e  d e s  endomorphism%, 1 - T U(T) .  

S o i t  U un  Blément d e 3  QJ 

a) Mont re r  q u e ,  pour  t o u t  é l6men t  f d e  E ,  l a  sé r ie  Tn (U(T))" f e s t  normalenlent c o n v e r g e n t e  
n=O 

s u r  t o u t  i n t e r v a l l e  [O, a l  où a e s t  un  rée l  s t r i c t e m e n t  p o s i t i f .  

Tn U(T) II l 'endomorphisme d e  E a i n s i  d C f i n i .  P rouve r  q u e ,  pour  t o u t  d > O : G O b)  On n o t e  Ru(T) = 

Na (Ru(T) f) < e x p i a  ; ( a ) ]  N a ( f ) .  

c )  E t a b l i r  que  l 'endomorphisme I - T U(T) es t  i n v e r s i b l e  d a n s s E )  e t  que : 

(1 - T U(T))-I - \ ( T I .  

111.4. Etudc. des opdrateurs  A (  1 ' ) .  

0- 
S o i t  A = ( (An) un  e l eu len t  de,-%'; on s u p p o s e  q u ' i l  e x i s t e  un e n t i e r  n + O t e l  que dl, P 0 .  

a) Prouver  que  l 'endomorpliisme A(T)  e s t  i r i v e r s i b l e  dans  -J V ( c )  s i  c c  seulciuei i t  si (1" + 0. 
b)  Dé te rmine r  l e  noyau e t  l ' i m a g e  de  A(T) l o r s q u e  a. = 0. 

c )  Dg te rmine r  l e s  v a l e u r s  propres de A ( T ) .  
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E t u d e  d e  l ' o p é r a t e u r  exp(T) .  

On p o s e  e x p  (T) -c Tn . Alors, p o u r  tout  € l é m e n t  f d e  E e t  p o u r  t o u t  nombre r ce l  x 2 O ,  on a : 

m 

- 
n=O n! 

exp(T)  f(x) - f ( x )  H ( x - t )  f ( t )  d t  

On se p r o p o s e  d ' d t u d i e r  l e  compor tement  a s y m p t o t i q u e  di. H au v o i s i n a g e  de + 

c e l u i  d e  e x p ( ' 0  f .  

Comportement a s y m p t o t i q u e  d e  H.  

e t  d ' e n  d 2 d u i r c  

fi 2 - t  
e d c =  - 2 '  Un r a p p e l l e  que : 1- 

a) Xontrcr q u e  H es t  c r o i s s a n t e  s u r  [O, +-[ e t  q u e  : 

V k E N ,  l i m  t-k H ( c )  = + m. 

t- 

b )  P r o u v e r  q u e ,  p o u r  t o u t  nombre r 6 e l  t > O : 

JO 
c )  01: pose : L(t) = 

E f f e c t u e r  l e  changement  d e  v a r i a b l e  

E t a b l i r  q u ' i l  e x i s t e  un  nombre r 6 e l  

v = 1 - c o s  u .  

k > O t e l  q u a ,  p o u r  t o u t  d l&nenc  v de [ O ,  I l  : 

En d G d u i r e  q u e ,  a u  v o i s i n a g e  d e  + Q) : 

G - 1 1 4  
I ( t )  -2 t 

d )  P r o u v e r  f i n a l e m e n t  q u e ,  au 

H ( t  

< k v. 
\ 

. 2 c  

v o i s i n a g e  d e  + - : 
c 

2 q n  

Comportement d e  e x p ( 1 )  i. 
S o i t  f U:II f o n c t i o n  d e  k, i v a l e u r s  r é e l l e s  p o s i t i v e b  o u  n u l l a s ,  a & u r t t . ~ n c  u11e 11niLtc F O 

en + m. 

D d t e r m i n e r  la p a r t i r  p r i n c i p a l e  d e  exp(T) f ( 4  rlu vo i s ina ; e  de + 9. 

(On p o u r r a  commencer p a r  d t u d i e r  l e  cas p a r t i c u l i e r  OÙ f = 1 ) .  

* *c  


