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_ ECOLE NATIONALE DES PONTS ET CHIAUSSEES, CONCOQURS D'ADMISSION 1987
/COLES NATIONALES SUPERIEURES DE L'AERONAUTIQUE ET DE L'ESPACE, .
DE TECHNIQUES AVANCEES, DES TELECOMMUNICATIONS, *
JES MINES DE PARIS, DES MINES DE SAINT-ETIENNE, DES MINES DE NANCY, MATHEMATIQUES
DES TELECOMMUNICATIONS DE BRETAGNE, )
ECOLE POLYTECHNIQUE 2éme EPREUVE
(OPTION T.A) OPTION M
(2 1)

(Durée de I’épreuve 4 heures)

Soit E 1'espace vectoriel des fonctions f, 3 valeurs réelles ou complexes, continues sur {0, + wf,

Pour tout réel a > 0, on pose : N _(f) = sup HHGIE
a
t € [0, a)

.%E) désigne l'algdbre des endomorphismes de E, Pour tout Elément U de .%E), on convient que
T ¢ (application identique de E) et on définit " pour n entier naturel non nul par UPH = Uoti? oi
0 £ p g o-l. On note plus simplemenc V U le composé Vol de deux €léments U et V du .SZiE). Ou désigne

par T 1'endomorphisme de E qui, 2 tout &lément £ de E, associe la fonction Tf définie sur (o, + = par

x
la relation : TE(x) = / f(t) dc.
0

p
Pour tout polyndme P = Z a X", 3 coefficients réels ou complexes, on puse :
n=0
P

Py = 2, a T

n=0
(- J
On rappelle que 1'application P——P(T) est un wmorphisme de l'algébre ¢ [X] dans 1'algébre ..Z (E).

Dans ce probléme, on se propose d'&tudier les endomorphiswes P(T) et, plus géuéralement, des endo-
<«

morphismes de la forme E o ™ pour des suites (un)n 50 convenables, ce qui fait l'objet des partics
n=0
IT, III et IV. La premidre partie introduit l'espace des suites (an) utilisées dans le cours du probleme.

1 - Etude d'un espace de suites.

@ .
On désigne par g_/le € -espace vectoriel de toutes les suites A = (“n)u >0

complexes. On munit de la loi de multiplication qui, 3 tout couple de suites A = (an) et B = (;Sn),

de nowmbres réels ou

associe la suite AsB = (Yn) définie par : Y, " apeq . Il est impédiat que, muni de cette multi-
p*q=n

. G
plication, le € -espace vectoriel %rend la structure de € -algébre associative et coumutative. On véri-
fiera que cette algébre possdde un élé&ment unité. L'algdbre des polyndwmes s'identifie alors 3 la sous-al-

gebre des suites (an) oi a, = 0 2 partir d'un certain rang.

. . €
Enfin, on désigne par ../J le sous-espace vectoriel de -_(/constitué des suites (an) telles que

<o

o
le rayon de convergence de la série entilre Z T x" soit égal 2 + w«,
n=0 n
I.1. Soit (A ) une suite telle que, pour tout n, I)\nl s cC k" od C et k sont deux réels dounds stric-
tement positifs. Montrer que (Xn) est un élément de _ /
I.2. Montrer qu'une suite (an) appartient 2 L@si et seulement si, pour tout nombre réel p> 0,
IE
lim o p = 0,
0+ o
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7]
L.3. Prouver que si A et B sont deux &léments de g. alors AsB est aussi un élément de % .

4 C 47
1.4, Pour tout nombre réel b > 0, on note él le sous-espace vectoriel de ../constitué des suites
oo

A= (un) telles que le rayon de convergence de la série entidre 2 : a  x" soit supéricur ou

n
n=0
o>

égal 3 b ; pour tout nombre réel x tel que |x] < b, on pose alors A(x) = E a <"
n=0

. . P &) . -
a) Montrer que g est inclus dans g . Réciproquement, tout élément de ;/3 appartient~il 2

b
1'un au moins des sous-espaces vectoriels éﬁb ?

b) Prouver que si A et B appartiennent 2 éﬂb, il en est de méme pour AsB.

1I. Construction d'opérateurs associés 3 T,

11.1. Soient f un &ldment de E et n 'un entier naturel non nul.

a) Prouver que, pour tout nombre réel x » 0 :
x X

PRI ! ey P n-lo
(1 T £(x) T '/; (x~t) E(t) dc Gy [) u f(x-u) du

b) Montrur que, pour tout unombre réel a > 0 :

n
a

n!

n
) N, () g N (D).

co

11.2. Soit A = (an) un élément de ../02( .

a) Montrer que, pour tout &lement f de E, la série de fonctions § : 2 T est normalement couver-
n=0

gente sur tout intervalle [0, a). On désigne par A(T)f la somme de cette sirie uot, pour tout c¢n-
P

tier p 2 0, AP(T)E, la somme partielle Z a, "¢,
n=0

b) Etablir que 1l'application f +— A(T)f est un endomorphisme de E.

- Z |
¢) Pour tout nombre réel P> 0, on pose : A(p) = —-—n—?— p". Prouver que, pour tout réel stric-
n=0 ’
tement positif a et pour tout élément £ de E, on a :
(3) N, (A(T) f)g A(a) Na(f).

11.3. Montrer que, pour tout couple (A, B) d'éléments de ..%j, on a :

(4) (A*B) (T) = A(T) B(T)

(On pourra commencer par &tablir cette relation lorsque A est ua mondme xk).

11.4 Prouver, pour tout élément A = (an) deﬁ pour tout &lément f de E et pour tout réel
x » 0, la relation :
X L d
(5) A(T) £(x) = a_ f(x) «/ z , “arl ") £(x-t) dt.
o -t
0 \n=0 n!
11.5. Soit f un &lément non nul de E 2 valeurs réelles positives.
a) Montrer que, pour n 2 2 : lim T £(x) = + =,
X+

A cet effet, on pourra considérer un intervalle [a,b] oit f(x) > k, k étant strictement positif,

et établir que, pour tout réel x » b, on a : _ ~
™ £(x) » -—'%—r(‘—t_’l—;‘% (x-b)" !,

Tournez la page S.V.P.
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b) En dé&duire que, si A est un élément degfggrdistinct d'un polyndme, alors la série N " f
=0

. . n
n'est pas uniformément convergente sur [0, + oof.

111, Etude des opérateurs A(T).

III.]. Etude de T.
a) Déterminer le noyau et 1'image de T.
b) Déterminer les valeurs propres de T.

c) Soient p un nombre complexe non nul et Ru la suite (u™). Calculer le rayon de convergence de la

fond
série § : u® x" et sa somme Ru(x). Prouver que l'endomorphisme I - uT est inversible dans
n=0

.52425) et que : (I - u'I‘)-'I = Ru(T).

d) En déduire que, pour tout élément g de E, l'&quation (I - uT) f = g admet une solution £ duns
E et une seule et prouver .ue, pour tout a > 0, Nu(f) < e|y|a "J(5)' Exprimer £ en fonction
de g grice 3 la relation (5).

e) Retrouver les résultats de la question d) en ramenant 1'équation (I - rT) f =g 3 une ¢quation
différentielle satisfaite par F = Tf.

I1I.2. Etude des endomorphismes P(T).

Soit P un polyndme de degré n 2 1.

a) Prouver que, si P(0) # 0, 1'endomorphisme P(T) est inversible dans.sgng).

(On pourra se ramener au cas &tudié dans la question III.1.c).
b) Déterminer le noyau et l'image de P(T) lorsque P(0) = O,

III.3. Etude des endomorphismes I - T U(T).
Soit U un élément de . o

a) Montrer que, pour tout &lément f de E, la série E ™ (U(T))n f est normalement convergente

n=0
sur tout intervalle [0, a] ol a est un réel strictement positif.
od
b) On note RU(T) = § : Tn<UCrOlll'endomorphisme de E ainsi défini. Prouver que, pour tout a > 0 :
n=0

N, (RU(T) f) < expla G(a)] N_(B).

c) Etablir que l'endomorphisme I - T U(T) est inversible dans.SZ%%) et que

(1- Tu(n)"- R, (T).

11L.4. Etude des opérateurs A(I).
/1‘ 7] . -
Soit A = (un) un éléument de\fiﬁi on suppose qu'il existe un entier n F# 0 tel que @ £ U.

. 27 .
a) Prouver que l'endomorphisme A(1) est inversible dans .Hl%ih) si et seulement si N ¢ 0.
b) Déterminer le noyau et 1'image de A(T) lorsque a = 0.

c) Déterminer les valeurs propres de A(T).

TOURNEZ S'IL VOUS PLAIT
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Iv. Etude de 1'opérateur exp(T).

o

On pose exp (T) = § : ™. Alors, pour tout élément f de E et pour tout nombre réel x > 0, on a :

n=0 nt
X

exp(T) £(x) = f(x) +/ H(x-t) f(c) dt
0

= n
ol H(t) = 2:1 _____n!(;*l)!
e

On se propose d'étudier le comportement asymptotique de H au voisinage Jde + o et d'en ddéduire

celui de exp(T) f.

Iv.1. Comportement asymptotique de H.

+<x

2 1[
On rappelle que :f e—c dt = —!
1]

2
a) Montrer que H est croissante sur (0, +o[ et que
VEKEN, lim ¢ % H(0) = +
L+
b) Prouver que, pour tout nombre réel t > 0 :
w

/ cos u. exp [th—cus u}l du.

v}

l_

Hic) =
n

3

i

¢) Un pose : I(t) = / cos u exp [2 ¥ ¢ cos ul du.
0

Effectuer le changement de variable v = 1 - cos u.

~
2

Etablir qu'il existe un nombre réel k > O tel que, pour tout élément v de [0, I}

En déduire que, au voisinage de + o ;

ﬁ t-l/lo ZV—C_
——2—- e .

I(c) ~

d) Prouver finalement que, au voisinage de + =

] 34 e2‘/t~'
2y

H{t) ~

Iv.2, Comportement de exp(T) f.
Soit f une fonction de E, 3 valeurs réelles positives ou nulles, adwmettantc une limite o £ 0
en + =,
Déterminer la partie principale de exp(1l) f(x) au voisinage de + .

(On pourra commencer par étudier le cas particulier ot f = 1).

xEK



