Enoncé du concours Mines Ponts MP 2019 maths2 sabik omar

Majoration du rayon spectral de la matrice de Hilbert

Soit n un entier > 1. L'espace vectoriel R” est muni de sa structure eucli-
dienne canonique. La norme euclidienne associée est notée ||||. On note .4, (R)
I’ensemble des matrices carrées d’ordre n a coefficients réels, et on identifiera
R" a I’ensemble My,,1(R) des matrices colonnes a coefficients réels. On note
X = (x0, %1+ Xp-1) € 0, (R) la matrice ligne transposée de la matrice colonne

X0
x=| " Neun®.
Xn-1

Enfin, on note X la fonction polynomiale définie sur R par la formule
B n-1
X(t)=Y xptt
k=0

Lobjet du probleme est I'étude de quelques propriétés de la matrice de Hilbert
Hy = (Ao ken-1 € Mn,n(®) définie par

; 1 1
11 "1
H, = 2 3 n+1
11 1
n n+l  2n-1

On adonc h;”lz = pour tous j, k€ {0, 1,---, n—1}.

j+k+1

A. Une propriété de Perron-Frobenius

1) Montrer que la matrice Hj, est symétrique réelle et définie positive. On
1
pourra s’aider du calcul de I'intégrale f (X(1)2dzt.
0

On note 7 le sous-espace propre de H, associé a la plus grande valeur

propre p, de Hj,.
2) Montrer que X € 7 si et seulement si 'XH,X = p,l||X||2
X0 [xol
Soit Xy = 1 un vecteur non nul de 7. On note | Xy| = Il
Xn-1 [Xp-1l

3) Etablir I’'inégalité 'Xo H, X, <" Xo| H,| Xo! et en déduire que | Xpl € V.
4) Montrer que Hy|Xyl, puis que Xy, n’a aucune coordonnée nulle.
5) En déduire la dimension du sous-espace propre 7.



B. Inégalité de Hilbert
X0

) X
Soit X = !

un vecteur de R” et P un polynéme a coefficients réels.
Xn-1

n . .
6) En s’aidant du calcul de l'intégrale f P(ele)elgde, montrer 1’inégalité

. 0
U P(n)de
-1

7) Endéduire que ‘X H, X < 7| X||?

n . T . 3
< f |P(e'%)|d0, puis 1'inégalité ‘X H,, X < f 1X(e%))2d6.
0 0

8) Montrer que la suite (p,) ;=1 est croissante et convergente.

C. Un opérateur intégral

Dans la suite du probléme, pour tout entier n > 0 et tout réel x, on pose
n-1
Ky(x) =) xF
k=0

Soit E 'espace vectoriel des fonctions a valeurs réelles, continues et intégrables
sur [0,1[ et T,,: E— E Tl'application définie par

1
Tn(f)(x)=f0 K, (tx) f(n)dt.

9) Montrer que T, est un endomorphisme de E, dont 0 est valeur propre.
(On rappelle que A € C est valeur propre de Tj, s'il existe f € E non nulle
telle que T, (f) = Af.)

10) Pour tout X € R", calculer T, (X). En déduire que T, et H,, ont les mémes
valeurs propres non nulles.

On note o 'ensemble des fonctions ¢ € E a valeurs strictement positives
1

sur ]0, 1[ telles que — admette un prolongement continu sur [0, 1]. On rap-
@

pelle que p,, estla plus grande valeur propre de H,.

11) En utilisant un vecteur propre associé a p,, montrer que

1 1
on < inf sup —f K, (tx)p(t)dt
0

pest xe10,1] P(X)

En utilisant la partie A, montrer que 'on a égalité dans 1'inégalité précé-
dente.



D. Une maioration explicite des rayons spectraux

Soit ¢ € o/ et n € N. Dans la suite du probléme, on pose, pour tout x €]0,1[ :

1 1
rn(x) = m[o K, (tx)p(1)dt,

1 ¢n
Ju() =f oWy,
o 1—1tx

x"Jn(x)
@ (x)

La fonction Gamma d’Euler est définie sur R’ par la formule

Dy(x) =

+00
[(x) = f e tds.
0

On admet, et on pourra utiliser sans démonstration, les formules suivantes :

I'x+1) =xI'(x) pour tout x > 0.
I'(n)=m-1)! pour tout entier 7 > 0.
I'(a)r 1
H@)T(h) :[ 1 - 0P lde pour tous réels a > 0, 5> 0.
I'a+p) 0

12) Montrer que J, est dérivable sur ]0,1[ et que 'on a I'égalité

, B 1 fn(p(l')
x]n(x)—fo mdt—]n(x)-

On suppose dorénavant que ¢ € of est de classe &' sur [0,1] et que (1 -
De(t) — 0lorsque t — 17

13) Montrer que

1 n 1 +n _ I}
nIn = c4nlpa 0+ -1 [ 2 g fwdt
0

o (1-1tx)?2 1-tx

ol ¢ est un coefficient 2 determiner et ot ¢’ désigne la dérivée de ¢. (On
pourra traiter a part le cas n = 0, olt 'on consideére que nJ,_1(x) =0 et ol
I’'on montrera que ¢ = ¢(0).)

14) Déduire des deux questions précédentes que

1 ¢ny _ I
tn_l(p(t)dt+f A 0¢(® 4,

1
x(l—x)];l(x) =c+(n+ 1)(x—1)]n(x)+nf
0 1-1tx

0

15) Soit y € R. Résoudre 1’équation différentielle (1 — ¢)y' = —yy sur l'inter-

valle [0,1[. A quelles conditions une solution y(f) de cette équation diffé-
rentielle vérifie-t-elle les hypotheses faites sur ¢ ?

On suppose désormais ces conditions réalisées et que la fonction ¢ est la
solution de cette équation différentielle telle que ¢(0) = 1.



16) Montrer que la fonction ®,, est dérivable sur ]0,1[ et quel'on a:

O PR LI1C) S
T T gy

ol l'on donnera 1’expression de la constante ¢, en fonction de 7z et de y.

17) En déduire que pour tout x €]0, 1],

_ e x o gnty
D,(x) = x1+7’f() (l—t)HYdt

18) En déduire que pour n=1,

. 1 X 1-6,t"
pn< inf sup — ]
a€l0, 1 yejo, 1 X "% Jo t*¥(1—-0)'@

n!

1-a)@2-a)...(n—a)
Un calcul montre, et on I'admet, que I'inégalité précédente implique I'in-

oul'onaposéf, =

égalité :
0;1/11 dt
< inf 9“‘“””[ _
" el 0 ta(1—pl-a
1 (n')z 1/2n
19) En déduire que p; < 2wy arcsin(—), oul'on a posé w, =2 (—)
Wp 2n)!

1
20) Donner un équivalent de w, — 1, puis un équivalent de 7 — 2w, arcsin —
Wp
lorsque n — +oo0.

FIN DU PROBLEME



Un corrigé du concours Mines Ponts MP 2019 maths2 - 7 / 5 /2019

A. Une propriété de Perron-Frobenius

1) Hj, est symétrique réelle.

. XiXk
f X)) dt—f xjxpttRae= Y LS =TxH,X.
0 0<j, k<(n ) 0<jl=tn-1 ] Thk+1

On af (X(1)%dt =0, donc TXHnX =0, alors H, est positive.
0

1
et si TXHnX =0, alors f (X(1)%dt =0, donc V£ € [0,1]; X(¢) =0, donc

0
Xg =...=Xxp—1 =0, alors X =0, donc H, est définie. Conséquence H;, est
définie positive.

2) SiX €7, alors H, X = p, X, donc TXH,X = p,TlXX =pn X112
H,, est orthogonalement diagonalisable, car symétrique réelle, doncsiA; <
A2 <...< A, = p, sont les valeurs propres de Hy, soit X € 4,1 (R) tel que
TXH,X =plXX = p, X alors 3(X1,..., X;) € Ex, (Hp) x ... x Ej (Hy) tels
r r r
que X = Y X;, alors "XH,X =" XY 1;X; = Y A/ X;X;, car la somme
i=1 i=1 i=1

des espaces propres est ortogonale, alors la condition TXH,X = pg
donne p,, Z I1X;11% = Z AjXiX; = Z AillXll, alors Z(Pn - A IXil? =0,

i=1 i=
donc pour i #r, X; = 0 donc X Xr € By, (Hn) Epn(Hn) V. Dol

I'équivalence.

3) Ona
TXoHnXo = ITXOHnXOI carH,, est positive
_ XjXk
- 0<j=tn-1 J +k+1
- 1% |1 x|
- 05j,ks(n—1)j+k+1
< T1Xo| Hnl Xol

Or X € ¥, donc "XoH,, Xo = pr 1 Xol1?, donc p,, | Xol1? < | Xo| Hp| Xol, avec
r

le méme calcul fait en question 2, en écrivant | Xy| = Z X; aboutita 7| Xo| Hy| Xo| =
~
r r !
Z )LiTXiXi , alors TlXolHanol < Pn Z TXiX,- < Pn | Xoll?, en rassemblant
i=1 i=1
on obtient pnllXoll2 <T | Xo|H,| Xo| < pnllXollz, et Xy et | Xp| ont méme
norme, donc TlXOIHnIXOI = pn Xl 12, par la question 2) on aura | Xp| € 7.



4) Xy est non nul, alors toutes les composantes de Hy|Xy| sont strictement
positives, car les coefficients de H, sont strictement positifs, et 1'égalité
HylXpl = Al Xpl, ou A est une valeur propre de H,, qui est définie positive,
donc A > 0, alors toutes les composantes de |Xp| sont strictement posi-
tives.

5) Supposons que dim7 = 2, et soit (Xl,X{) une famille libre de 7/, et soit
x1,x] les premiéres composantes de X; et X respectivement, alors la pre-
miére composante de xj X — x; X est nulle, comme ce vecteur est dans 7

. L, I ’ X1 o /
par la question précédente, x; X; —x1 X; =0, alors X; = — X3, donc (X3, X;)
X
1
est liée, absurde, alors dim7 = 1.

B. Inégalité de Hilbert

n .
6) Supposons que P = Z an], alors
j=0

T . . A N Py
fP(e”g)e’gdB = f Y aje’tV4q
0 0 j=0
N

Z aj [ei7U+D _ 1)
= (j+Di

el aj i+1
—-i) ——I[-D/"" -1]
G+

D’autre part :

'flp(t)dt‘ = % Y-y
. - |=G+D
= fP(eie)eing‘
0

IA

n .
f |P(e'%)do
0

1 1 b3 X
Donc TXHnX:f |X’(t)|2drsf |)~((t)|2dtsf 1X(e'%)2do
0 -1 0
7) Or

” . 7 .
f |X(€l0)|2d0 = Z xjxkel(]—k)edg
0 0 0<j,k<(n-1)

1 . n-1
Y xpxe—— (DT Y
0<j#k=(n-1) -k ) i




8)

1 ) .
et Y xixg——(C-D"F-n= Y xjxme—— (-1 -
0<j#k=(n-1) SR 0=j<k=(n-1) )
1 .
1)+ Z XjXje— ((—I)J_k—l):0carenéchangeantlesrolesdes
0<k<j=(n-1) (=

: 1
derniers indices, la parenthése ((—1)/ —k _ 1) ne change mais -0 de
] —

1 T oo
Vient—_—,doncf IX(e'?)|do < |1 X%, alors :
(j—hk 0
TXH,X <7 |X]|?

Si X € ¥ non nul, alors TXHnX =pPn 1XI1? < 71 X1, donc Pn < 7, la suite
est donc majorée.

. . X
Soit X,, € ¥ tel que X, #0, et soit X = ( 0”) € Mp+1,, alors

Pl Xnl? =T X Hy Xy =T XHyp1 X < ppi1 X112 = prs1 1 X011

Alors p;, < pn+1, 1a suite (p,) nen+ €st croissante, comme elle est majorée
donc converge.

C. Un opérateur intégral

9)

10)

K, est une fonction polyndmiale donc bornée sur [0,1], si f € E, alors K, f

est continue et intégrable sur [0,1[, T) est donc une application de plus,
n-1

1 1

Th(f)(x) =f K,(tx)f(n)dt = Z ([ tkf(t)dt) x¥, donc Th(f) € Ry [x],
0 k=0 \JO

donc T, (f) € E, T, estlinéaire c’est simple.

Onremarque T, (E) € R,,_;[x], or E est de dimension infinie, et R;_; [x] est

de dimension finie, donc 'application T}, n’est pas injective, donc 3f € E

non nulle telle que T, (f) =0, donc 0 est une valeur propre de T),.

Autre méthode : posons f (1) = [(¢(r—1))"] ™ convient aussi car elle véri-
1

fieVke{0,1,..,(n— 1)},[ tfdr=o.
0

- 1 n—-1 n—1 . 1 L. xlxj
Tn(X)(x):f (Y B wthHde= Y xlxjf ttide = —
0 k=0 k=0 0<i,j=(n-1) 0 0ijsn-n itjtl
1 X0
~ X 1 X1
Donc T, (X) (x) = (%9, ..., Xp—1) Hy, . =(1,..,.x"" ) H,
xn—l Xn—1

H,, est définie positive, donc 0 n’est pas une valeur propre de H,, par
contre 0 est une valeur propre de T,.




X0

X1
Soit A une valeur propre de Hj;, donc 3X = . # 0 tel que H, X =
Xp-1
AX, dans I'égalité précédente, on remplace et T, (X)(x) = A(1,..,x" HX =
n-1 ) B
Y xjx! =1X(x), donc:
j=0

T,(X)=AX

Alors A est une valeur propre de T, car X # 0.
Maintenant si A # 0 est valeur propre de T,, donc 3f € E non nul tel que

1
T,(f) = Af, comme A # 0, alors [ = ZTn(f) € R,—1[x], donc f est une

fonction polyndémiale, posons f(x) = nzl xjxj = X(x), alors Tn(f() (x) =
j=0

AX(x) =1, %,.., x " HIAX), or T,,(X)(x) = (1, %, ..., x" V)| H, X), donc :

H,X - AX € [Vect(1, %, ..., x" 1]+ pour tout x € R

Posons F, = (1, x, ...,x"_l), et soient aj, ay,...a, des réels distincts deux a

deux, alors :

H,X-AX¢€ [Vect(Fal,...,Fan)]L dans R", or la famille (Fay..., Fa,) estune

base de R" par Vandermonde, donc H, X — AX = 0, alors A est une valeur

propre de Hj,.

Remarque Soit A € R*, alors X est un vecteur propre de Hj, associé a A si
et seulement si X est un vecteur propre de T}, associé a .

11) Soit f € E non nul tel que T, (f) = pnf, on a déja montrer que f est une

n-1
fonction polynomiale car p,, # 0, posons f(x) = Z xxF alors H, X = onX

k=0
ol X € R” de composantes X, ...X;—1, on a par la question 3), H,|X| =
n-1
pnlX|, posons ¥(x) = Z |x|x* ; on a bien Y est strictement positive sur

k=0
1
10,1[ et les x; sont tous non nuls par la question 4), donc — est prolon-

geable par continuité sur [0, 1], donc v € of et T, (¥) = p,w, donc

1 ! 1 [t
Vxel[0,1], :—f K, (xt)w(t)dt,alors p,, = su —f K,(xtw(t)dt,
P v Jo " v P xE]OI,)l[U/(x) o v
donc inf est atteint et il y’a donc égalité dans I'inégalité suivante :
1 1
< inf su —f K,(xte(t)dt
P wedxe[oﬂ]w(x) o ¢

Linégalité est laissé au lecteur.



Une majoration explicite des rayons spectraux

t"p(1)

12) Vx€]0,1],'application ¢ — ) est continue sur [0, 1] (¢ se comporte

comme une fonction continue sur [0, 1]).

t" (1)

Vte[0,1], 'application x — ) est de classe €' sur0,1[.

ox (1—tx) (Q-rtx)?’

tn+1

(1)
(1-tx)?2

Donc J, est de classe € sur 10, 1. et
1[n+1¢(ﬂ

0o (1-1tx)?

Vx €]0,1['application t — est continue sur [0, 1].

Vx€]0,1[, J,(x) =

1 1 4n n
(1) o) (1 -tx)p(1)
Al ———dt- -
ors: fo A2t = | e (1-tx)?
13) En effectuant une intégration par parties, on obtient :

1 e
fol—t (ndt [l—t (t)] — = l)f (1—tx)2

3 e
PO+ = D] (1-tx)?

dt=xJ,(x).

Lo

AIOI'SOZ(/)(O)"I'(X—I) A m

P'1-¢
+ | —o¢dt
fo 1- tx(p( )
Ici ¢ = ¢(0).
Toujours une intégration par parties donne danslecasden=1:
fl t”(l—t)(p,(t)dt:_fl nt" 11 -xt) - nt"(1-xt)+ (x -1 t"
1-1x 0 (1-x1)?

@(t)dt,Donc

"a1-n L (1) _
fo — @ Odt+(x-1) A (1—tx)2dt+n]"_l_n]"_0

Alors ¢ =0.

— tx))z dt par xJ,,(x) + J,(x) dans la question 13) et

1
en remarquant que nJ,_1(x) = nf t" Lp(t)dt + nxJ,(x), on obtient le
0

Lot
14) En remplacant f (IL(
0

résultat.

15) Sur [0,1[, I'équation différentielle donnée est équivalente a y' = Y y

dont 'ensemble des solutions est I'’ensemble des applications y — /1(1 -
1)?. Pour qu'une solution vérifie les conditions sur ¢ il faut et il suffit que
A>0ety<Oety+1>0.

La condition voulue est donc -1 <y <0et 1> 0.



16) Alors ¢(r) = (1-1)".
@ et ], sont dérivables sur |0, 1[, donc ¢, auss

i, et

! nyl
P = —— (2™ )+ 2 T () " Ty () 2L =y P20 | T
p(x) @=(x) X p(x)
mxn]n(x),
Alors ¢!, (9 = (- X )gnt0) + —5 (1= 07, ()
ors ¢, (x) = PR bnlx (l—x)Y“x x) ], (x

Et puisque (1-1)¢' (1) = —yp(1),

) = (Y —
(p"x_x l—x('bnx (

-7+t

et par application de la question 14, alors
1

1
c+n+D)(x-1J,(x)+ nf " Lpdt -y, (x)
0

y+1

Donc ) = (gm0~ - —L— s — [ fl (! (t)dt]
onc ¢, (x) = 1% ¢nx o ¢nlx x(l—x)('bnx 10+ c+n A 0] .
. 1 )
Et puisque -0 x + T alors:
) €Y x"71
(rbn(x) = _(Y+ 1y X +Cn (1- x)y+l
1 1
oﬁcn:c+nf t”_l(p(t)dt:c+nf t”_l(l—t)”’“)_ldt:c+nm.
0 0 I'n+y+1)
Orlfn+y+)=m+y)((n+y-1D..r + DI'(y + 1)), donc pour n e N* :

(n—=1)!

n!

ch=cC+

Tty -1y +
c=¢0) =1.

17) Toutes les solutions de I’équation différentielle y' = —(y+1)y+cy,

Cn
sont de la forme x —

=Cc+ etcy =
1) (n+y)((n+y-1..(y+1)

n-1

(1 _x)y+1
iy

r

¢n(0) =0, alors A =0et ¢y(x) =

x1+y

(

1—t)1+Ydt+

cn [*

e avec 1 € R, et puisque

tl’l+}/

X

18) Ona:
1
1-x)
1

rn(X)

1+y 0 (1- t)1+ydt

1
f K,(xty1-0)"dt
0

L1 —(xp”

1-07dt

1-xr

=

L |
(l—x)on l—xt(
Po(x) — Pp(x)

Or ¢(0) =1 = ¢y, alors::
1

1—xt

n

1-0)¥dt—
(1-x)

1-0vdt

fl tn
o 1—xt

tY Cp ZJ’H-Y

r

X

'n(X
0 =

1

dt
(1 _ t)1+7

X
- x1+y/0 (l_t)1+ydt

f 1
o 7Y

x1+y

(1 _ t)1+y

10



19)

1 1
Onprend a@ = —yetf, = c,, parlaquestion 11) p,(x) < sup —f Ky,(xte(t)dt
x€10,1[ P (x) Jo

pour tout ¢ € <, en particulier pour ¢(f) = (1-1)".Ona

T 1-cpt" e s 1eis .
Pn< sSup —— — dt et]'inégalité est vrai pour tout « €]0, 1],
e X% Jo t2(1-nl-@

. 1 X 1-c,t"
alors p,(x) < inf sup T ;
“E]Ovl[xe]o,l[ xi—@ 0 ta(l - t) -a

1
Pour a = > dans I'égalité admise et puisque dans ce cas:

n! n! n!)222" n? \
On = 1 1 1, ~ @n! :((?j ) ,doanerz=2((2 )l) -
(1-9C-3)..(n-3) 2 n)! n)!
Wn
. 1 2 2
et puisque = = , alors;
ViA—1) Var—4r2 J1-(22t-1)2
1
t — arcsin(2¢ — 1) = 2arcsin(v/7) — 7 est une primitive de t — ——,
P Vil -1
alors :
. 1
Pn=<2wy, arcsm(—)
Wy
20) Par stirling
ny\2n
w2n ~ 22}’1 Zﬂn(;)
n—+oo \/M(%l) n
~ Vrn
n—+oo
Donc
In(nx In(nnx
on = (Jamroym)E = emmvmmowm _ g, 00m o),
n—-+oo n—-+00 n—-+oo 4n 4n
L In(nm) In(n)
Donc un équivalent de w, — 1 quand n — +oo est u yrut
1
Doncn—anarcsin(—) — 0.
Wy ) h—+oo
Pour les remarques sadikoulmeki@yahoo.fr

Omar SADIK CPGE My Diriss Fes.
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