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Ens Lyon-Cachan 2004 : corrigé.

(par F. Doué, Lycée Kléber - Strasbourg)

Partie I : Cocycles

Si U*AU = V*AV pour tout A € My(C) , alors, puisque V-! = V*  dott V* ' =V ,ona VU*A = AVU* | ie.
VU* commute avec toute matrice de M4(C) . 1l est bien connu que ceci implique VU* scalaire, d’ol I'existence de
A€ C tel que V=AU . Mais U et V unitaires impliquent alors |\| =1 :

Ig = \U)*(\U) = WUU) = [N Ia= [N =1

La réciproque est immédiate.

Par définition, il existe une famille (U;) de matrices unitaires telles que Vt € R VA € M4(C) ¢1(A) = U AU; . On
peut de plus restreindre le choix pour imposer Uy = I .

Pour une telle famille, puisque @i4s = ps+t = pros , les matrices Uy et U Uy sont associées a la méme conjugaison,
donc on a bien par a) l'existence de a(t, s) € St tel que Upys = a(t, s)UUs .

Cette égalité impose, via Uy = I , pour t = 0 ou s = 0, a(0,s) = a(t0) = 1 . Mais d’autre part, en écrivant
(t+s)+u=t+(s+u),ona

U ysiu = a(t + s,u)Uy Uy, = a(t + s, u).at, s)UUsU, = alt, s + u).a(s,w)UUsU,

d’on I’égalité pour tous s,t dans R | a(t + s,u).a(t, s) = at,s +u).a(s,u) .

~ Uy U U VU P . -
Supposons a(m,n) = i = gtk pour tous m,n dans N . Déja, par définition, ugp = vo = 1 puisque &(0,n) =1 .
Posons a = v_} ca €St puisque u; et v; sont dans S! et onau, =a"v, pour n = 0,1 . Supposons cette églité
n
. VU, _ UU, . avia”vu, Lo _ n+l . _
vraie pour n , alors de Vit = Ut —  Upip - oD déduit un+1 = a”vu41 , puisque les v; sont non nuls. Donc

u, = a™v, par récurrence.

Par récurrence, montrons que si on connait &(m,n) pour tout n , alors on connait &(m + 1,n) pour tout n . En effet,
a(m,)a(m+1,n)

on a par propriété de cocycle, a(m,1l)a(m + 1,n) = a(m,n + 1)a(l,n) , d’'ott &(m,n + 1) =

a(l,n) ’
cqfd.
. . . ay
Prenons la suite déterminée par ug = 1, u; = a , a € S' quelconque, et u, 1 = W"n) , et montrons que
)
~ Uy U .
&(m,n) = 22 par récurrence sur m .
m—+n

C’est vrai pour m = 1 (Vn ) par définition de u, . Supposons que ce soit vrai pour m , toujours ¥n € N . Alors, pour

m+1:
(1
Umtiltin _ UBmlin 0‘(3 m+ n) (par définition de u, )
Um+n+1 Um+n a(la m)

n
= (par hypothese de récurrence)

= ~ =a(m+1,n) (par propriété de cocycle)

La suite u,, ainsi défine détermine bien & .

Remarquons que pour n fixé, la famille &, (¢, k) vérifie les mémes propriétés «de cocycle» que la famille &(m,n)

ci-dessus, donc en particulier, elle est entierement déterminée par é,(1,k) , ¥ € N. Pour n = 0, on a vu qu’il existe

une suite (uy) = (u](€0)> déterminant &g (¢, k) = &(f, k) . Pour n > 1 , définissons comme avant u,(:) par ul” =1,

(n)

n
u§") = A\, € S! (a priori quelconque mais qui sera déterminé plus loin), et “5:21 = % . La démonstration
n bl
COMRC
précédente s’applique identiquement et montre qu’'on a bien V (¢,k) € N2 &, (¢, k) = % )
gy,
. e () (n) . P o '
Maintenant, la condition uy ' = u; ’ se traduit par #{11) = A\, , et pour la réaliser, il suffit que la suite ()
n K

vérifie cette relation de récurrence, ce qui est toujours possible, puisqu'il existe toujours des racines carrées (dans S1 )
4 des nombres de S! .

1.



(n) (n)

b) La relation u,,’ = u, ~ est vérifiée par ci-dessus pour k = 1, montrons qu’elle passe de k£ a k+1 . On a, par propriété

de cocycle et par &,41(24,2k) = a, (¢, k) :

n+1 n+1
LD = “é )“ék :
2k+2 O~én+1(27 2]{3)
L)
- ﬁ (par hypothese de récurrence)

ugj_)l , cqfd.

!
c) Tout z € D, s’écrit x = 2ﬁn , et la valeur u,(cn) de dépend pas du choix de cette représentation. En effet, si z = k;l, ,
c’est que par exemple k' = 2P.k et n’ = n + p , or, par récurence immédiate & partir de uézﬂ) = u,in) , on a
u,(:;;p) = u,(C") . Ainsi on peut bien définir u, = ug}) .

Alors, pour s , t dans D4 qu’on peut choisir d’écrire s = QL,, , t= 2ﬁn , on a bien

OA(S,t) = dn(gv k) = % = ZSUt
Up g s+t

4°) Vérification facile, vue la détermination de « par u :

ViV = usu U Uy = s, ) us 1 UsUp = us iUy = Vigy

5°) On pose,pourt € D, t<0:V, = (Vo))" = (V_,)* , ainsi (V;)iep est un groupe (on a Vy = Uy = I et on verifie

dans chaque cas s < 0 et/ou t < 0 que Vi = ViV reste vrai. Par exemple, pour ¢,s dans D4 avec s —t < 0, de
VieoVe = Vi on déduit Vy_y = (Vi o)* = Va(Vi)* = ViVoy ).

Mais alors ¢, (A) = V;* AV, , qui est vrai pour t € D car on a vu que multiplier U; par un scalaire de S en changeait
rien, est vrai aussi pour ¢ < 0 : d’une part, de ¢ 0o p_y = 9 = Id on déduit p_; = (%)71 et d’autre part on a
0t(A) = VFAV, = A = Vi (A).Vy = (Voy)*.pe(A).V_t , d’ott on déduit bien que pour tout A € My4(C) antécédent
de A par ¢ est o_t(A) = (V_)*AV_,; .

6°) On utilise ici la densité de D dans R . Soit ¢ € R et (s,,) une suite de D qui tend vers ¢ . La suite (s,,) est de Cauchy,

1°)

donc la suite (V;, ) aussi. En effet, vu la norme (triple) choisie,

Ve = Vo, l < Ve, | [Ha = Ve =, [l = Ve —s,, = Lall
———
=1

et pour tout € > 0 on peut d’une part choisir 7 > 0 pour que ||V, — I4|| < & dés que |u| < n (continuité de t — V; en
0 ), d’autre part choisir un rang N tel que |s, — sp| < 1 dés que n et p sont supérieurs a N .

L’espace Mq(C) est de dimension finie, donc complet, donc la suite V;, admet une limite V' . La relation Vi* V= I4
se prolonge a la limite par continuité de I’applications U — U™*U , donc V est unitaire. De plus, cette limite ne dépend
pas du choix de la suite s, € D qui tend vers ¢t . En effet, si ¢, est une autre suite de D qui tend vers ¢ , alors V;,
tend vers V aussi car V;, — V;,, — 0, vu que t,, — s, — 0, que |V, — Vi, || < |[1a — Vs, -+, || , et par continuité de
t—VienO.

Par continuité du produit, la relation Vi = ViV; , se prolonge de D a R | et comme on a déja Vo = Iy , (Vi),cr est
bien un groupe unitaire.

Pour conclure, montrons enfin que application ¢ — V; ainsi définie est bien continue sur R . Par |[|[Vi—Vi|| < ||[Vs—t— 14|
(déja vu), il suffit de montrer cette continuité au point ¢ = 0 . Pour tout € > 0 donné, il existe un n > 0 tel que
Vi, € D, |tn| <n,onait |V, —I4]] < e . Alors, pour tout ¢t € R tel que |t| < n, t est la limite d’une suite (¢,) € D
qui donc vérifie |t,| < n & partir d'un cetain rang, d’ou & partir du méme rang, |Vz, — I4]] < € , inégalité qui se
prolonge en ||V; — I4]| < € , ce qu’on voulait.

Partie II : Continuité




a) Commencons d’abord par le cas particulier ¥ = e; , premier vecteur de la base canonique de R? . Si on note v;5(t)
les éléments de la matrice V; , alors <\Il ‘ Vt\Il> = v11(t) . Or, VAV, = A appliqué a la matrice élémentaire
10 --- 0

0
A= . donne |vy 1(t)]> — 1, ce qu’on veut.

L (o)
0

Dans le cas général, il existe une matrice unitaire U telle que ¥ = Ue; (on complete la premiere colonne ¥ de U en
le vecteurs d’une base O.N. commengant pas ¥ ). On a alors que
(U | Vi¥) = (Uey | ViUer) = (e1 | (U*ViU)er)
Mais Wy = U*V;U vérifient la méme propriété de «continuité» que V; : par continuité du produit matriciel,
WFAW, = U*(Vt*(UAU*)Vt)U v UUAU*U = A (car U*U = 1)
Donc, par le méme raisonnement que ci-dessus appliqué a W ,
(O [ Vi0)P = [(er | W 0)]* —

—0

b) Dans une B.O.N. B = (¥4,...,¥,) commencant par ¥; = ¥ , la matrice de X — V;.X est d’éléments v; ;(t) tels que

n

(U | VW) = vy 1(t) , et la premitre colonne est normée, soit [vy,1(¢)|? + Z lv1:(t)|> = 1. De |v1 1(t)|> — 1 on déduit
i=2

donc que Vi > 2 wv;1(t) — 0.

Notons 6; un argument de vy 1(t) : v1,1(t) = |v1,1(¢)]-€??* . On a

VW =v11(6)¥ + Z v;1(6)¥;

=2

=0 4 (Jora] — 1) €0+ 3 v ()T,
—— =2
—0 —

—0
= eiet\II + E(t) ,
ou £(t) tend vers 0 comme somme finie de limites nulles, vu que les ¥y, sont fixés.
2°) Premier cas : ¥’ est colinéaire & ¥ | soit ¥/ = a¥ , avec |a| =1 . Alors, <\Il’ ‘ Vt\IJ’> = Ez.a<\Il | Vt\Il> , donc by = a; .

Deuxieme cas : U’ non colinéaire & ¥ | auquel cas on peut choisir une B.O.N. (e1, e, ..., e,) commencant par ¥ = e;
telle que ¥’ € Vect(er,ea) : W' = aey + bey , avec |a|? + |b]> = 1 . (Cela revient & remplacer V; par U*V,U ol U est
la matrice unitaire de changement de B.O.N.). En notant comme avant v; ;(¢) les éléments de matrice de X — V; X
dans cette base (i.e. les éléments de la matrice W, ), on a :

ay = <\I/ | ‘/;\I/> = ’Ul,l(t)

by = <\I// ‘ W‘PI> = |a|2’()1,1(t) =+ |b|2’l)2,2(t) + @bvl,g(t) + GBU271(t)
Comme avant, |v1,1(t)] et |vg2(t)| tendent vers 1, et comme les colonnes de Wy sont normées, v1 2(t) et ve 1(t) tendent

’Ug,g(t) N
a®

vers 0. Vu |a|?+ |b]? = 1, pour montrer que % — 1, soit encore Z—i — 1, il suffit donc de montrer que
t

)

On utilise pour cela que (¥’ ‘ V;¥')|? — 1 . Compte tenu des remarques précédentes, on peut écrire :

(O | VAW )P = [af*fur1 (8)]7 + [B]*[v2,2 ()% + [al (b1 (01,1 (F)va,2(E) + v1,1 (B)va,2(t) +(8) , o e(t) =0 .
(En effet, les fonctions vy 1(t) et va 2(f) sont bornées puisque leurs modules tendent vers 1 .)
1 — |a|* —|b[!
la|*[b]?

par v1,1(t).v1,1(t) qui tend vers 1 , on en déduit que RG(ZQ’QEQ) — 1 . Mais cela suffit & notre propos, puisque
1,1

On a donc que vy 1(t)va2(t) + v1,1(t)v2,2(t) admet une limite quand ¢ — 0 , & savoir =2 . En divisant

V2 Q(t) ‘
=22l — 1, cqfd.
‘Ul,l(t) 4
3°) 1l suffit de montrer qu’alors V; — I , i.e. (en dimension finie toutes les normes sont équivalentes), que les éléments

v;5(t) de la matrice V; tendent vers §; ; (symbole de Kronecker). Si V;¥ — 1 , par linéarité Vt'ﬁ — ﬁ , donc
<\Ill ‘ Vt\II1> — 1 pour le vecteur unitaire ¥y = ”—‘\Ilj” . Mais alors, on a la méme propriété pour tout vecteur unitaire

Uy (@ — Let Z—: — 1 impliquent b; — 1 ). Or, dans la base canonique (e1,...,e,) , on av; ;(t) = <ei ‘ Vtei> , donc les

éléments diagonaux de V; tendent vers 1 . Comme V; est unitaire, nécessairement les éléments non diagonaux tendent
vers 0 (Vi #j [vij (1) <1—|vii(t)]*> —0), et donc V; — I, cqfd.
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Partie ITI : Familles presque multiplicatives

1°) 1l faut préciser ici que ¥ est unitaire !

La propriété de semi-groupe Vi1 = ViV, appliquée a s = 0 donne que Vy = I , puisque V; est inversible, d’ou cp = 1.

De plus, ¥ étant unitaire (énoncé!?), on a déja vu que || — 1 quand ¢t — 0 .

o (V[ V)

R VAT
commencant par ¥ , les applications X — V;X ayant dans cette base des matrices d’éléments (Ui,j (t)) :
_va(s+t) . La relation V4 = ViV implique en particulier vy 1(s +t) = v1,1(s)v11(t) + Z v1 k(8)vk.1(t) , or on
v1,1(5)v1,1(2) ’ 7 ’ > 1

a déduit de |v; ()] P 1 que v; ;(t) — 0 dés que ¢ # j . On peut donc écrire vq,1(s +t) = v1,1(s)v1,1(t) +o(1) , et

Enfin, par définition > . Calculons cette expression en nous placant dans une B.O.N.

Qs
Qg -

comme on peut diviser par vy 1(¢) et vy 1(s) au moins dans un voisinage de 0 , avec |vy 1(t)] — 1 et Jv11(s)] — 1, on
a bien
arps  via(s+t)

— — 1
s v1a(s)vra(t) =0

2%)
a) Remarquons ici qu’on peut bien diviser par |a:| # 0 au moins dans un voisinage de t = 0 , et si a; = 0 pour certains
t , remplacer alors a; par 1 ne change pas le caractere presque mulitplicatif de la famille.
De plus, comme |a¢| — 1 quand ¢ — 0, il est clair que diviser par |a;| ne change pas le caractére presque multiplicatif
de a; (un produit ou quotient de limites égales a 1 reste de limite égale a 1 ).

b) D’abord, a cause de la propriété de semi-groupe, il faut choisir by = 1 , ce qui est toujours possible.

P
Ensuite, soit t € D, s’écrivant ¢ = 2ﬁ = 2’312+p

2P
. On a par récurrence sur p a partir de la définition, (b 1 ) =b1 ,
pntp om

k kx2P
d’ou (b 1 ) = (b 1 ) , et cette valeur commune peut bien servir & définir b; sans ambigiiité.
Pl ontp
Enfin, pour s,t € D4 qu’on peut représenter, par ci-dessus, par s = 2ﬁn ,t= 2’% , on a par définition,

b by = (b%n)“p = by p = bt

27’7,
2
a1 aq (b 1 )
i, om sr o1z Cn on gn+l .
¢) Posons comme suggéré ¢, = 2 . Alors dans 'égalité 12— = 7 X —% , le premier facteur tend vers
1 Chi1 (a 1 ) 1
1 par quasi-multiplicativité, le second vaut 1 par multiplicativité (en posant s =t = 2n—1+1 dans la définition), donc
cn — 1.
De plus, Re(e,,) = 0 par construction. En effet, «la plus proche» dit (puisque les deux racines carrées sont opposées)
que
7r
‘Arg(a 1 ) —Arg(b 1 )‘ = ‘Arg(cn) < =
P P 2
5
Ab;
[ 2
_b‘\ ) |
L
Appelons 6,, 'argument de ¢, dans [f%, %] . De CQC” — 1 on déduit alors que 6,, — 20,41 — 0 (puisque cet angle
n+1
est a priori dans [73%, 3%] ). Soit € > 0; & partir d’un certain rang N on a donc
0 € 0 €
_5<9—29n+1<5<:>?n_§<9n<?n+§ )

_4_
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a)

b)

)

d

e

d’ol par récurrence, pour tout k > 0,

et, a partir du rang Ny = N + p ou 92—N < e, on aura |6,| < 2¢ . Donc 6, — 0, et comme ¢, est de module 1 ,

finalement ¢,, — 1 .

Soit n € N* fixé. Posons successivement a; =a et af F’t , ou la famille (b}) est définie & partir de a; comme
n—1

précédemment bt A partir de a; . Les familles (a}) et (a}) restent presque multiplicatives, & valeurs dans S! | et de

plus on a bien af =1 . Si on peut démontrer, dans D , pour (a}) , 'inégalité

SU.p d(ata )<2 Sup d(atJrsaa’;fla’”) ’
t€[0,1/2] s,t€[0,1]

alors on a 'inégalité (1) pour (a;) . En effet, comme (b}) est multiplicative, d(ay, ,a/al)) = d(aj, ,,aja}) , de plus,

d(a;,1) < d(a},1) +d(b;,1) . Or, puisqu’'on suppose tous les aq d’arguments «petits » (i.e. < 7/10 ), la suite b}

est construite & partir de b’ 1 en prenant toujours les racines carrées qui divisent les arguments par 2 , si bien que

2
Arg( "1 ) = %Arg(b’l) et que Papplication t — Arg(b;) est décroissante. En conclusion, pour ¢t € [0,1/2] on a
2"
d(b), 1) < d(b') ;1) = $d(aj, 1) . On a donc :
2
Sup d(a1)= Sup d(a},1)
1 1
o] efod]
1
< §d(a1, 1)+ Sup d(a/,1)
te [0,%}
1 n_1n
<gdle 1 )+2 Sup d(afy,,aay)
2 oaT s,t€[0,1]
< _d(a 1 )+2 Sup d(at+57atas) , cqfd.
277/_1 s,te [0,#}
L’ensemble des n tels que 3k € {0,...,2"71} d(a L »1) > 2¢ est un ensemble non vide d’entiers par définition, donc

7
il existe un plus petit ng . De méme, pour n = ng fixé, on a un plus petit k vérifiant la propriété.

Par définition méme, 6 ko > 2¢ et par minimalité de kg , 6 o <2pour0<j<kg—1.
7m0 2me

Par inégalité triangulaire renversée, et par définition de € :

d(ag;) = d(agayz, 1) — d(agay, asy) = 2d(ag,1) — e .

k L 1
En prenant z = 27100 , on en déduit d(aggo ) >4de —e=3¢.
Sj ko 1 2kg 1 . N
i on avait s7& e < < 7, 0n aurait 2 oo S < 5 , et par d) np — 1 conviendrait & la place de nyg .
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3ko

f Casl:%—ffg<1<

2mo -
On écrit 1 = 358 + 2%0 ,avec 0 < j < kp—1 . En utilisant comme ci-dessus la définition de ¢ par inégalité triangulaire,
ona:
d(al, 1) = d(a2k0+ J ,1)
2m0 T gm0
> d(a% Xa ,1) €
om0 9m0
>d(a2k0,1) +d(a j ,1) —¢
970 970

>3 —2e—e>0 ,
ce qui contredit 'hypothese a; =1 .

Cas?:%1<1<%l

271() ~ no -

D’une part, par %} = g,]fo + 2]% on déduit comme ci-dessus 63k0 > 92k0 +0 ko —€> 4e .

2o 2o 2o
D’autre part, en écrivant comme avant 1 = 358 + 2%0 avec 0 < j<ky—1,0ona:
029129%4-9 —EZ>9&<3€7
2o 2mo 2o

d’ou encore une contradiction.
Remarquons que dans le casou ¢ ;. <0 ,onaf j < —2¢, et les raisonnements se font de méme.

2no 2no
Finalement, ces contradictions montrent que Sup d(at, 1) > € est absurde, ce qui par a) prouve (1) .
te[,01/2]
g) La famille (b;) construite au 2)b) pour |g—t| convient. En effet, la famille a} = ﬁ reste presque multiplicative,
t t10t

vérifie a)] = 1 et o’ 1 — 1. On peut lui appliquer (1), ce qui implique que a} Py 1, vu que dans le membre de

n
droite de (1) les deux termes tendent vers 0 (le premier par 2)c), le deuxiéme par quasi-multiplicativité de la famille).
Comme |a;| — 1, on a bien que Z—: — 1 aussi.

4°)  On applique ce qui précede a la famille (a;) = (<\If ’ V}\II>) ot ¥ unitaire est fixé : on peut trouver by € St |

multiplicative, telle que Z—: — 1. Donc, en remplacant V; par blt\/} on peut supposer en fait que <\If | Vt\11> — 1.

Mais on a vu que V; ¥ = e W +0(1) , d'ott (¥ | V;¥) = e* +0(1) , donc en fait ici e — 1, et finalement V, ¥ — ¥ .
On a vu en II. que ceci était alors vrai pour tout ¥ unitaire, soit, puisque toutes les normes sont équvalentes en
dimension finie, V; — Id quand t — 0 : I’application ¢ — V; est continue en 0 .
Mais cette continuité prouve, vu la propriété de groupe, la continuité partout :

Ve = Vil < VAV~ — Ld]|.[| V|
< ||Vizs — Id||  (propriété de groupe et ||[Vs]| =1)

— 0 quand s — t (composition de limites).

Comme V; et bth définissent la méme conjugaison, on a bien ainsi démontré le théoreme d’Arveson m
t



