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Titre : Fractions continues.

Soient ag, a1, ...,an des nombres réels strictement positifs. Pour 0 < n < N, on note
1
Flag,a1,...,a,] = ap + T
ar + . 1
. . +
ap—1+ —
n
Ainsi
Flag,a1| = ap+—, Flag,a1,az2] = ao+ .
a0, = a0+ = Flap.ar.a) = a0+ ——

a2

Q1. Pour 1 <n < N, les égalités

Flag,a1,...,an-1,a,] = F |ag,a1,...,an—2,an—1 + —|, Flag,a1,...,a,] = Flag, Fla1,as,...

Gn

résultent de la définition, car

1 1
F[ao,al,...,an]zao—kil avec d = a,_1 + — et
an,
ay +
. _’_}
1 o d 1
F[ao,al,...,an]:ao—#—g:F[ao,b]avecb:al—i— i = Flay,aqg,...,a,).
.y
ap—1+ —

an

Pour 1 <m < n < N, on montre par récurrence (finie) sur m que
Flag,a1,...,a,] = Flag,a1,...,am—1, Flam, mi1, ..., an]]

D’aprés ce qui précéde, la relation est vraie pour m = 1.
Supposons-la vraie pour m tel que 1 < m < n.

On a Flam, @mt1,---,0n] = Flam,b] avec b = Flam+1, @Gm+2, - - -, ap)-
Par récurrence, on a Flag, a1, . .., a,] = Flag,a1,...,am—1, Flam,b]] = Flag,a1,...,am,b|,
ainsi Flag, a1, ...,an] = Flag,a1, ..., am, Flam+1, amt2, - - ., an]] et la propriété est vraie

A l'ordre m + 1.

Convergentes d’une fraction continue

Soient p, et q, définis par les récurrences

Po = ag, p1 =a1ap + 1, pp = anpn-1+pn—2 et g =1, ¢ = a1, g, = angn—1 + qn—2.

Les “convergentes “ de Flag,a1,...,ay] sont les fractions P pour 0 <n < N.

dn

Q2. On établit, par récurrence sur n, la relation

F[ao,al,...,an]:@.

an

1
OnaF[GO]:aO:pioetF[(Io,al]:ao_Fi:@.
qo ai T



Supposons la relation vraie pour n — 1 avec n > 2.

1
F[a(]a ags-- -, an] = F[a()?al? ceey Gn—2, bn,ﬂ ou bn,1 =0p-1+ —.
n
/ / — b
Par récurrence, on a Flag, a1, ..., ap—2,bp—1] = pjl_l ol p,”_l n—1Pn-2 + Pn-3 )
-1 o1 = bn1qn-2+qn-3
On obtient p), | = ap—1pn—2+pPn-3+ Pn=2 _ Pn—1+ Pn-2 _ pl. De méme ¢}, | = dn
Ainsi Flag, a1, ...,a,] = —~, et la relation est vraie a 1’ordre n.
an
Q3. On établit, par récurrence sur n, la relation
Pndn—1 — Pn—14n = (_1)71—1'
On a p1go — poq1 = (arag + 1) — apay = 1.
Supposons la relation vraie pour n — 1 avec n > 2.
Pndn—1 — Pn—19n = (anpnfl + pan)anl - pnfl(anqn—l + qn72)

= _(pn71Qn72 —pn72Qn71)-
Par récurrence, on a pp—1qn—2 — Pn—2qn—1 = (—1)"_2-
Ainsi Pndn—1 — Pn—14n = (_1)n—1

Q4. Pour n > 2, on a

, et la relation est vraie & ’ordre n.

Pndn—2 — Pn—20n = Pn(@n — @ngn-1) — (Pn — @nPn—1)qn
= *an(annfl - Pn—l%)-
Ainsi, d’aprés Q3,
Pndn—2 — Pn—24n = (_l)nan
Q5. D’aprés Q4, pour k > 0, on obtient

2k-+2 2 A2k+2 2 2k+1 ag
D2k2 P2k _ k2 etpk+3_pk+ — %23

q2k+2 q2k q2k+292k q2k+3 92k+1 q2k+292k

- . . D2k . . . .
Ainsi les convergentes d’indices pairs —— forment une suite (finie) strictement croissante

Q2K
et les convergentes d’indices impairs P2+t rment une suite strictement décroissante.
q21+1
Pour k> 0et ! >0, on a donc
si N = 2M est pair, P2k < pzM’ Patsl - P2 et, d’aprés Q3, DM PaM-1 0,
@k q2M Qi+1 q2M -1 Q2M  g2M-1

PoMm P2m+1

Pom P2i+1 > P2r+1
)

si N =2M + 1 est impair, P2k < et, d’aprés Q3,

@k 92M Q@2+1  G2M+1 Q@M q2M+1
Il en résulte, dans tous les cas,
D2k D2i+1
— < .
q2k q2i+1

Fraction continue simple (Vj, a; € N¥)

Q6. Pour une fraction continue simple, on montre, par récurrence sur n, que ¢n > ¢n—1
si n > 2 puis que g, > n pour n > 4.

Onag=1,q =a1>1et go=aq1 +q > q +q0 > q1.

< 0.



Supposons la relation g > qx—1 vraie pour £k =n — 1 avec n > 3.

Gn = Andn—1+qn—2 = qn—1+Gn—2 > qn—1+q1 > gn—1 donc la relation est vraie a l'ordre
n.

Onag >2,¢g3>q¢@+1>3etq>q3+q>5>4

Supposons la relation g, > k vraie pour k =n — 1 avec n > 5.

dn > Gn—1 + Gn—2 > (n — 1) + g3 > n donc la relation est vraie a 'ordre n.

Q7. Pour une fraction continue simple, les p, et les g, sont des entiers strictement positifs.

P _ ap est un entier (donc une fraction irréductible).

do0
Soit d > 0 un diviseur de p, et g, pour n > 1.
D’aprés Q3, d est un diviseur de (—1)"~!, donc d = 1. Ainsi Pr ost irreductible.

dn
1 17 . 1

Q8. On a F[2,2,3] =2+ 571~ 3 et, d’aprés Q1, F[2,2,2,1] = F(2,2,2+ ) =

F[2,2,3] ’

Soit Flag, a1, ...,an] une fraction continue simple avec N impair. I’exemple numérique

suggeére

siay >1,ona Flag,ai,...,an] = Flag,a1,...,an—1,any — 1,1)]

siay =1, on a Flag,a1,...,an] = Flag,a1,...,an—2,an—1 + 1)].

Il existe donc une fraction continue simple F'[bg, b1, ...,by| avec M pair (M = N +1

dans le premier cas et M = N — 1 dans le second cas ) telle que
F[ao,al,...,aN] :F[bo,bl,...,bM].

Si IV est pair et non nul, les mémes transformations définissent une fraction continue
simple F[bg,b1,...,by] avec M impair telle que Flag,a1,...,an] = F[bo,b1,..., byl
Si N =0, la transformation ne sera possible que si ag > 1.

Nota : il parait souhaitable d’accepter ag = 0 dans la définition d’une fraction continue
simple, pour éviter cette singularité.

Q9. D’apres Q1, pour & = Flag, a1,...,an]et 0 <n < N, onax = Flag,a1,...,an_1,a,]
ou a, = Flan, ant1,--.,an].
Flag,a1,...,an—1,a,] et Flag,a1,...,an] ont des coefficients identiques, donc des conver-

gentes identiques jusqu’a l'indice n — 1.

Y

/ A
D’aprés Q2, pour 2 <n < N,ona Flag,ai,...,a,-1,a,] = p—7 avec p," B aﬁpnfl + Pn—2
n dn = apQdn—1 + gn—2

d’ot1 la relation demandée. ,
Pour n =0, onaxz = Flay] = ap et pourn = 1, on az = Flag,d}] = ao—i-i, = alp/07+1.
ay a19o0

Q10. On conserve les notations de Q9 et on note |r| la partie entiére d’un réel r.

Sin=N,onaady=ap, donc ay = |ay].

Sin=N-1,onaa, =Flan_1,an] =an—1+ e

Pour an > 1, on obtient ay—1 < a/y_; < any—1+1 donc ay_1 = |ay_,], alors que pour

ay=1,ay_1=dy_;—1=|dy_,| -1

. 1 .
Enfin sin < N -1, on a a), = a, + ———— donc a, < aj, < a, + 1, puisque
an+1+ﬁ

1 ..
ant1 + —— > apg1 > 1. Ainsi a, = |aj,].
an+2

Q11. Soient Flag,a1,...,an] et Flbo,b1,...,by] deux fractions continues simples ayant
la méme valeur x.
Dans la question Q8, on a vu que si ay = 1 ou by = 1, on pouvait avoir N # M. On
suppose désormais que ay > 1 et by > 1.



On note al, = Flap,ant1,...,an] et , b, = Flbm,bm+1,...,bap]. D’aprés Q10, on a
donc a, = |al,| et by, = [b),] pour tout 0 <n< Net0<m< M.

n

Montrons, par récurrence sur n, que a, = b/, pour tout 0 < n < min(M,N). 1l en
résultera, d’apres Q10 que a, = |a/,| et b, = |b,,| donc a, = by,.!
On a z = aj = b (donc ag = by = |x]).
Supposons que l'on ait établi 'égalite aj, = bj pour tout k tel que 0 < k < n avec
1 <n < min(M,N).

1
Des égalités a, = a, + - et b, = by, +

——, il résulte I'égalité a l'ordre n + 1.

an+1 n+1
Montrons maintenant que N = M.
Si N < M, on a donc z = Flag,ai,...,an] = Flag,a1,...,an,bN+1,...,br).
D’aprés Q1, on a Flag, a1, ...,an,byy1,...,by] = Flag,a1,...,an, by 4], d’ou la re-
lation

PN _ Uy 1PN + PN-1
qv  Uyiav +an-—1

On en déduit que by, (pngnv—1 — pn—1qn) = 0 donc by ; = 0 ce qui est impossible.
Un raisonnement analogue exclut I’hypothése M < N.

L’algorithme d’Euclide

A tout nombre réel x > 0, on associe une suite ag, ay, ... définie de la fagon suivante :
ap = x| ; sl yo = r—ap est nul, on s’arréte 1a sinon, on pose aj = y%, ap = |d)] ety =dj—ay;
plus généralement, si y,—1 > 0, on pose a, = n1_1’ an = |a, ] et y, = a, — ap.

Nota : le choix x > 0, confirme I’hypothése souhaitable ag > 0, qu’on adoptera désor-
mais.

Q12. On suppose x rationnel.

1. Nota : dans l'énoncé, k,_1 doit étre remplacé par kni1 .

On établit, par récurrence sur n > 1, la relation a], = B " avec kn,kny1 € N* et
n+1

kn > ]Cn+1.

Yo = x — | ] est un rationnel vérifiant 0 < yo < 1, ainsi a} = ” = k—; avec ki, ko € N*

et k1 > ko.

On suppose la relation établie a 'ordre n > 1.
D’aprés la division euclidienne, il existe ¢ et r entiers tels que k, = kn11q9 + r avec

0 <7 < kpy1. Il en résulte que g = |al, ], donc y, = al, — |al,| =

Si yn # 0, alors r > 0 et en posant k,42 = 7, on obtient a}, | = — = knﬂ : la propriété
Yn n+2

est donc vérifiee a ordre n + 1.

2. La suite d’entiers positifs (ky)n>1 est strictement décroissante. Si elle est infinie, il
existe un entier ng > 1 tel que kp, = 0, donc a;,, = 0 ce qui contredit yp,—1 > 0. Ainsi
le processus s’arréte.

Pour tout nombre rationnel x > 0, il existe donc un entier N > 0 tel que yy = 0.
Si N =0 alors z € N* et x admet les deux représentations x = Fx] = F[z — 1, 1].

k

Si N > 0 alors ay = afy = kiN > 1 et x est représentable sous la forme de la fraction
N+1

continue simple Flag,a1,...,an—_1,ay] = Flag,a1,...,an].

S’il existe une autre décomposition F'[bg,b1,...,by] de z alors byy = 1 d’apres Q11.

Comme x n’est pas entier, on a donc M > 0.

'rédaction écourtée grace une remarque de Claude Morin



D’apres Q8, on a x = Flby, b1,...,bp—1+1]. Comme by;—1+1 > 1, il résulte & nouveau
de Qll que M —1=N,b;=aq;pour 0 <t < N—-1let by =ay — 1.
Ainsi x admet deux représentations possibles.

Q13. On suppose que z est irrationnel.
1. Sila suite (ap)n>0 est finie et an le dernier terme non nul, alors © = Flag, a1, ...,an] €
Q, ce qui contredit I’hypothése sur x.
2. D’apres Q5, les convergentes d’indices pairs zo, = ban forment une suite strictement
q2n

. .1 . . Pon—1
croissante et les convergentes d’indices impairs xo,_1 =

q2n—1

forment une suite stric-

tement décroissante. 1

<
@ndon—1  2n(2n —1)
Les suites (€2, )n et (x2,—1)n sont adjacentes donc convergentes vers une limite commune
T quand n — +o0.
Il en résulte que la suite (), converge vers T quand n — +o0.

D’apres Q3 et Q6, on a |xe, — ro,_1| = des que n > 3.

/
P Poniz _ oy

3. Pout tout n, on a = Flag, a1, ..., 2, G2n11, Ay, o), dOnc oy =
q2n 9on+2

en résulte que T < .

/
R / P2n+1 Pon+3
De méme x = Flag, a1, ..., 02n41, A2n4+2, U, 3], donc o, = > =z 1l

/
q2n+1 2n+3

en résulte que T > . Finalement
Tr=T2x.

Nota : Il w'a pas été nécessaire d’utiliser la suite by, by, ... associée 4 T.

On dit que = admet une représentation en fraction continue simple infinie, notée F'[ag, a1, . . .].

Avec cette notation, on a a% = Flan, ant1,-..]-

4. En utilisant le fait que x est entre P o an, le résultat Q3 et la croissance des gy,
dn dn+1
on obtient
’i_pn <fprt pnf_ 11
dn qn+1 qn dndn+1 qn

Q14. Avec l'aide (précieuse) d’une calculatrice, pour & = 7, on obtient

apg = 3, ay = 7, as = 15, as = 1, a4 = 292

qui donne
Po_o PL_22 pp_ 333 p3_ 355
o ¢ 7 q 106" g3 113
Ainsi
333 355 22 333 355
3 < 220 29 22 299 3.141509434, 222 ~ 3.141592920.
<706 7137 M 106 " 113

Voici un programme élémentaire Maple calculant les premiers coefficients (prévoir un
Digits en conséquence) de la représentation en fraction continue simple d’un réel z :
fcs:=proc(x,n)
local a,y,aprime,i,r;
a:=floor(x); aprime:=x; r:=a;
for i from 1 to n do
y:=aprime-a; aprime:=1/y; a:=floor(evalf(aprime));
r:=r,a;
od;
r; end;



Nombres quadratiques

On dit qu’une fraction continue simple est “périodique” si elle est infinie, et s’il existe K
tel que an+x = a, & partir d’un certain rang.
Q15 Soit > 0 un nombre réel représenté par une fraction continue simple périodique.

P

/ /

1. On a aj, = Flan, tni1,- .., 0np K1, 0, ;). En notant Q— = Flan,ant1,...,ax], on
k

@y gk Prv -1+ Py -2

/
Ay g Qni k-1 + Qnik—2
Pour un n assez grand, on a ax = agyx pour tout k > n, ainsi

obtient a], =

/ /

Ui = Flanik, ns k41, -] = Flan, ang1,...] = ay,.
/

Ay Py k-1 + Pryi—2

apQnix—1+ Qnikx—2
degré at? + t +~ = 0 non triviale ou les coefficients sont les entiers

On a donc a’, = . Ainsi a/ est solution de ’équation du second
n n

a=Qnixk-1>0, B=Quixk—2—Poyrx—1, ety7v=—-Poyirg_2<0.

Nota : Les coefficients ne sont pas tous positifs.

. . . PO TV /
2. Soit ng un entier tel que ay = ag4 i pour tout k > ng. L'égalité x = Flag,a1,...,0no—1, ano]
donne )
Qo Pro—1 + Dng—2 / TGng—2 — Pno—2
= et ap, = ——""

= , — .
a’;lquO*l + qno*? pnofl - l"qm)—l

al est solution, d’aprés 1., de I'équation du second degré at? + 3t +~ = 0 non triviale

no
a coefficients entiers o = gng+x—1 >0, 8 = Gno+K—-2 — Pno+K—1 €t ¥ = —Ppo+K—2 < 0.

Il en résulte que x est solution de

(Tqng—2 = Pro—2)* + B(TAng—2 — Pro—2)Prog—1 — Tng—1) + ¥ (Pro—1 — Tqne—1)> =0

qui est une équation du second degré at? 4 bt + ¢ = 0, a coefficients entiers.

Si ’équation est triviale, x est solution d’une équation de degré au plus 1, donc rationnel,
ce qui contredit le fait que x est représenté par une fraction continue simple périodique
donc infinie.

Q16 Soient x = F[1,1,...,1,...]et y=F[2,1,2,1,...,2,1,...].
r = F[l,2] =1+ =, donc x est solution de 22 —x — 1 = 0 avec = > 0.
x

yp1 + qo

g1 + qo
solution de y% — 2y — 2 =0 avec y > 0.

Le calcul donne
145

2

y=F[2,1,y] = avecpgo=2,p1=2x14+1=3, g =1¢et ¢ =1. y est donc

ety:1+\/§.

Propriété de meilleur approximation

Dans cette section, on considére la représentation en fraction continue simple infinie d’'un

nombre irrationnel z > 0.

agﬁ_lpn + Dn—1 donc = — pi _ (_l)nil et

Q17. Pour n > 1,onaz = — ;
@, 1Gn + Gn1 @ @@y 10 + Gn-1)

1

Pn—QnX| = 57— (-
| " " ‘ G;L-HQTL"’Qn—l



-1 n—1 4 _ a/ 4 _
La décomposition o—L = - P PP gonne qnr—p = (=1 (Pn = P) (@190 + Gn 1).

Gn Qn dn a/n+1Qn + Gn—1
Pour n > 1, 0n a Gy, 1qn + qn—1 > G5, 1Gn + 1 > 2, ainsi pour tout entier p # py,, on

obtient |(—1)""' 4+ (pn — p) (@l 1n + qn—1)| > 1. Il en résulte que

|pn - QH$| < |p_ QH$|-

Q18. Soit P une fraction rationnelle, avec ¢,—1 < q < qp.

D = Upn + VDn—1
q = qn + VGn—1
1l est donc de Cramer et a pour solution unique les entiers

1. Le systéme linéaire { a pour déterminant Zn znfl = (-1 L.
n n—1

= (=1)""pgn-1 — qpn-1), et v =(—1)"(pgn — qpn).

Notons que v # 0, sinon ’égalité g = ug, contredit 0 < ¢ < gy,
Si la fraction rationnelle = n’est pas supposée irréductible, il peut arriver que pu = 0

44
(par exemple : pour z =7, onaq =7, g = 106 et b_ T donne p = 0).

q
Sipg>0etv>0alors q>qgn+gn-1>qn Sipu<0etrv<0alors g <O.

Dans tous les cas, il y a contradiction avec 0 < q¢ < gy, ainsi des p et v non nuls sont
de signes opposés.

2.0Onap—qr= (pn — @n) + V(Pn—1 — qn—1%).

x étant situé entre — et -1
dn Qn—l
résulte que w(pn — ¢nx) et v(pp—1 — gn—1x) ont le méme signe donc

, 00 & Dp — g €t pn—1 — gn—12 de signes opposés. 1l en

|p - q{E’ = |M(pn - Qnm)| + |V(pn71 - anlli)|o

On établit tout d’abord le résultat suivant qui aurait di étre cité dans l'énoncé ?

|Pn — @] < |pn—1 — gn-12|.
1

a%+1‘]n + -1
On a a,n+1Q’n +qn-1>qn t+aqn-1= (an + 1)(]71—1 + gn—2.

Le calcul en Q17 a donné |p,, — gnz| =

1 L

On a a;, = Flap,a}, 1] = an + g < ap+1, ainsi ay, | 1Gn 4+ -1 > a5,qn—1+ g2 d’out
n+1

I'inégalité mentionnée ci-dessus.

Comme v # 0, on obtient |p — qx| > (|p| + |V])|(pn — ¢nz)|. L'inégalité |u| + |v| > 1
implique alors que
P — qz[ > [pn — gnz-

Nota : Uhypothése qn—1 < q n’a pas été nécessaire.

3. Soit P une fraction rationnelle telle que ¢ < g, et Ly
q dn

Si g = gy, alors p # p, et d’aprés 1., on obtient |p — qx| > |pn — qnz|.
Si ¢ < gy, alors d’apres 2., on obtient |p — qz| > |pn — ¢nx|.

2Une preuve concise de ce résultat due a Claude Morin :
d’aprés les relations de récurrence , on a Pn—1 — Gn—1T = Pnt1 — n+1Z — Ant+1(Pn — Gn ).
Prn — Gn® €t Pppn—1 — gn—12 de signes opposés, x irrationnel et a,41 > 1 donnent
[Pr—1 = @n—1%| = |[Pn+1 — @ui12| + Gns1]pn — gnx| > |pn — qnl.



Q19. Soient Pn et Pn-l deux convergentes consécutives de x.

dn n—1
x étant situé entre — et pn717 on a
n _

pn—.%“—i-pn_l— 7pn—1_p7n

qn dn—1 Qn—ll dn

On sait que Pnol  Pn)_ .

dn—1 qn dn—14n 1 1 1
si [Py > et Pn-tl o ~—5 —, on aboutit & ~— + -5— <
Un 2q; In—1 2q,_4 207 201 Gn-1Gn

implique (¢,—1 — ¢)? < 0 d’oil la contradiction avec g,_1 < gn.
Ainsi, parmi deux convergentes consécutives, I'une au moins satisfait

Nota : “En utilisant la question précédente” doit étre une erreur d’indication.



