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Exemples de contraintes symplectiques linéaires.

I Préliminaires
Q 1. Soient A et B € M,(R) telles que pour tout (X,Y) € (M, 1(R))*> ,XTAY = X" BY donc

X"(A-B)Y =0

n

en particulier pour X = (A — B)Y on obtient X "X = \|X||én =0 donc X =0, ( |\X||én = 37 X? la norme usuelle de
R™). Ainsi (A — B)Y = 0 pour tout ¥ € M,, 1(R) donc A = B. =

Autre méthode , soit (e;);,<,, la base canonique de R", pour tout i , j on a e] Aej = A;; ,ainsi A; ; = B, j et A= B.
Q 2. Soit M € GL,(R). M "M est symétrique réelle donc elle est diagonalisable et Sp(M TM) C R .

De plus det M TM = (det M)* # 0 donc Sp(M T M) C R*.

Soit A € Sp(M TM) et X un vecteur propre associé & A , on a

IMX R, = (MX) " MX
= X "(M TMX

2

= A X]lgn

donc A >0 , ainsi Sp(M "TM) C R*T* .
M "M est symétrique réelle donc elle est diagonalisable dans une base orthonormée et Sp(M TM) C RT* .
IL existe P € O,(R) telle M "M = P.diag(\,..., \n).P T, soit S = P.diag(x/A1,...,v/An).P T, c’est une matrice

symétrique & valeurs propres strictement positives telle que S? = M T M.

II Objets symplectiques

II. A Structure d’espace vectoriel symplectique réel

Q 3. Siw est une forme symplectique sur F, alors elle est antisymétrique et pour tout vecteur x de F,

w(z,z) = —w(z,x) =0.

Soit F' un sous-espace vectoriel d'un espace symplectique (E,w).

Q 4. Soit y € F, lapplication ¢, : ¢ — w(z,y) est linéaire de E vers R , on a F¥ = () keryp, donc F“ est un
yeFr
sous-espace vectoriel de F.

Q5. Soit x #0et F = Vect({z}), on a w(x,r) =0 donc F' C F* et F¥ n’est pas en somme directe avec F' .

Q 6. d, est linéaire . Soit x € kerd,, donc w(z,-) = 0 et pour tout y dans E on a w(z,y) = 0 , w est non dégénérée
donc z =0 .

Ainsi kerd,, = {0} , comme dim E = dim £(F, R) alors d,, est un isomorphisme.

Q 7. Soit Br une base de F' on la compléte en une base Bg de E . Pour tout u € L(F,R) soit £ € L(E,R) tel que :

l(x) =u(z) siz € Bp et £(z) =0siz € Bg\Br , ainsi rp({) = u et 7 est surjective.



Q8. Onarpod, € L(E,L(F,R)) . Soit x € ker rp od, donc Yy € FF' w(z,y) =0 donc ker rp od, = F“.

De plus Imrp od, = rp (dy(E)) , dy, est un isomorphisme et rg est surjective donc d,(E) = L(E,R) et

rr(L(E,R)) = L(F,R) , dot Imrp od, = L(F,R) , le théoréme du rang donne dim F* = dim F — dim F".

Q 9. On a wr est bilinéaire et antisymétrique sur F? | puisque {z € F | Vy € F,wr(z,y) = 0} = F N F¥ alors wr est
symplectique sur F si et seulement si F'N F* = {0}, comme dim F* + dim F' = dim E alors wp est symplectique sur F

si et seulement si F @ F“ = E.

II. B Structure symplectique standard sur R"

Q 10. Soit (z,y) € R™ x R™ avec X = (zq,..., :z:n)T et Y = (y1,... ,yn)TleS colonnes des coordonnées de z et y dans

la base canonique de R™, w est bilinéaire donc

n n

way) = > x| D> ywleie;)

i=1 j=1
T

n n
= XT' Zij(617ej)7"'7Zij(enaej)
j=1 j=1

= X'y

Q 11. Onaw(e;,ej) = —w(e;,e;) donc £ est antisymétrique .

Soit X la colonne des coordonnées d’'un vecteur x dans la base canonique de R™ . Si X € ker() alors pour tout y de
vecteur colonne Y dans la base canonique de R™ , w(z,y) = —w(y,z) = =Y TQX =0, w est non dégénérée donc z =0 ,
ainsi {2 est inversible.

Q12. Ona Q" =—-0QdoncdetQ=(—1)"det(, sin est impair alors det 2 = 0 , Q est inversible donc n est forcement
pair.

Q 13. Soit (z,y) € R™ x R™ avec X et Y les colonnes des coordonnées de x et y dans la base canonique de R".

e (.,.) est bilinéaire , j est linéaire donc bsest bilinéaire .

e On a
bo(z,y) = X'JY  (€R)
- (xTJv)"
= Y'Jx (J'=-J)
= —bs(y, )
e Remarquons que J? = —I5,, , donc J est inversible . Si bs(x,y) = 0 pour tout y , alors pour y = 5~ !(z) on a

bs(x,y) = (z,z) = 0 donc = = 0 et by est non dégénérée .

Ainsi b, est une forme symplectique .

II. C FEndomorphismes et matrices symplectiques réels
Q 14. Soit x € Ex(u) et Yy € E,(u) , supposons Ay # 1,
w(u(@), uy)) = Aw(z, y) = w(z,y)

donc w(z,y) =0, ainsi Ey(u) et E,(u) sont w-orthogonaux .

Q 15. Soit (x,y) € E? et X et Y désignent les colonnes des coordonnées de x et y dans la base canonique de R™ , on a

be(z,y) = X JY



et

(MX)" J(MY)
X' (MTIM)Y

bs(u(z), u(y))

Donc , u est symplectique de (R™,by) si et seulement si
VX, V) e (R, XT (MTIM)Y =X JY

D’aprés Q 1 on a : u est symplectique de (R™, b,) si et seulement si M T JM = J.
Q 16.

e Sp,(R) C GL,(R) :
Soit M € Sp,,(R) de MTJM = J on a (det M) det J = det .J, donc det M = +1 et M € GL,(R).

e Sp,,(R) est non vide :
On a I, € Sp,(R) .

e Sp,,(R) est stable par produit :
Soit M , N € Sp,,(R). on a

(MN)" J(MN) = NT(MTJM)N

donc MN € Sp,,(R).

e Les éléments de Sp,,(R) sont symétrisables :
Soit M € Sp,,(R). on a

MY gt = (Mg M)
_ ((MT (J‘)TM)I)

Or J-=J" =—J donc (M_l)T JM~t=Jet M~ € Sp,(R).
Ainsi Sp,,(R) est un sous groupe de GL,(R) .

T

e Soit M € Sp,,(R). on a
J o= (Y Tamt
- —(MJMT)

OrJ"=—J,donc M JM" =Jet M" € Sp,(R) .

. A B
Q 17. Soit M = on a
C D

v - (AT 0 —In A B
BT DT I, 0 C D

(T AT A B

- DT —BT C D

CTA—ATC CTB-A"D
D'A-B'C D'"B-B'D



Donc

M € Spy,(R)ye&MTJM=J
{ CTA-ATC=D"B-B"D=0

-
D'A-B'C=A"D-C"B=1,

- (AT)' —ATc=(B™D)' =B™D=0
(ATD-C™B) =ATD-C"B=1,
& ATC et B'D sont symétriques et A"D —CTB =1I,.

III Déterminant d’une matrice symplectique réelle

III. A Le cas de la dimension 2

a

b
Q 18. Soit M = ( J ) , d’apres Q 17. on a

c

M € Spy,,,(R) & da —bc =det M =1

Ainsi Spy(R) = SLa(R).

III. B Commutant de J

. A B
Q 19. Soit M = on a
C D

Donc

— JU,V)=(A,C), M= ( v _V>

In 0 U -v Ip 0\ [(U+iVv -V
iy In)\V U ~i Ly I 0 U-iV

Le calcul de determinant par blocs donne

Q 20. Soit M € Cy,
On a

det(M) = det(U+iV)det (U —iV)
= det (U +iV)det (U +iV)
0

= |det (U +iV)|]> >

III. C Décomposition polaire d’une matrice symplectique réelle

Q 21. OSp,(R) est une intersection de sous groupes de GL,,(R), donc c’est un sous groupe de GL,,(R) .
Ainsi OSp,(R) est un groupe inclus dans Sp,, (R) donc ¢’est un sous groupe de Sp,,(R).



On a OSp,(R) = {M € M,(R) | (M "JM,M "M) = (J,1,) } , considérons l'application

0 : Mp(R) —  My(R) x My(R)
M — (M TIM, M TM)

elle est continue, car la transposition est continue, elle est linéaire en dimensions finies , et le produit de deux matrice est
continue , car bilinéaire en dimensions finies.

On a alors OSp,(R) = o1 ({(J, 1))}, c’est un fermé , comme image réciproque par une application continue d'un fermé.
De plus pour toute matrice M de OSp,(R) on a ||M|, = /Tr(M TM) = \/n , ainsi OSp,,(R) est borné en dimension
finie donc il est compact .

Q 22. Soit M € OSp,(R) elle vérifie

MTIM=JetM "M=MMT=1I,

ce qui donne
MJ=MM "JM =JM

donc M € Cy et OSp,(R) C Cy.
Q 23. Soit M de OSp,(R) = Sp,,(R) N O, (R) donc (det M)? =1 et det M > 0 (d’prés Q 20) d’ott det M =1 .
Q 24. Soit M € Sp,(R) et S € S,(R) une matrice symétrique & valeurs propres strictement positives telle que
S2=M "M.
Soit (v1, ..., v, ) une base orthonormée de R™ formée de vecteurs propres de ’endomorphisme u canoniquement associé a
M "M, on a u(v;) = \v; et s(v;) = v/A\jv; pour tout i.
Comme M € Sp,,(R) alors M " et M "M sont dans Sp,,(R) , par suite u est symplectique de (R",b,) .
Soit x = En: T;v; et y = zn: Yiv; ,on a s(x) = zn: v/ \iv; et e
i= i= i=1

bs(s(x),s(y)) = (s(x),i(s(y)))
= szhyk\/)\h)\k (vn, j(vk))

h=1k=1
= Z Z l’hyk\/mbs (vhv vk)
h=1k=1

u est symplectique donc bg (vp,vr) = 0 si ApA, # 1 d’aprés Q 14. par suite :

n

bs(s(x),s(y)) = E Tpyrbs (Vn, vk )
1<k,h<n
ApAp=1

n

n
= Z Z Tryrbs (vn,vE) ( on rajoute un terme nul)
h=1k=1

= bs(x,y)

Donc s est symplectique de (R™,bs) et S €Sp,(R) .
Q 25. Ona S eSp,(R) CGL,(R) donc S est inversible .
Soit O = MS~! | Sp,(R) est un groupe donc O €Sp, (R), de plus

0To=(sY"'MTMS ' =518%5 1 =1,

ainsi O appartient au groupe OSp,,(R).
Q 26. OnadetO=1doncdet M =detS .S eSp,(R) elle vérifie S.JS = J et det J # 0 donc (det §)* =1, det S est

positif car toutes les valeurs propres de S sont positives donc det S = 1. et det M = 1.



III. D Génération du groupe symplectique par les transvections symplectiques

III. D.1 Transvection symplectique

Q 27. Soit @ € E un vecteur non nul , A € R et 7)\(z) = 2 + \w(a,z)a VY € E.
L’application x + w(a, ) est lindaire et w(a,a) = 0 donc 7. est une transvection de E .

Soit = et y dans E , par bilinéarité de w on a

w(T (@), 70 () = w(z,y)+Iw(a,y)(w(z,a) +w(a, ) + Nw(a, z)w(a, y)w(a,a)
T h
= w(z,y)

donc 72 est symplectique .
Q 28. Soit a € F un vecteur non nul et A , p € R .
Soit x € E on a

7o () + dw(a, 2)1 (a) (78 (a) = a)

LKA C)) .

= z+ pw(a,z)a+ Iw(a,x)a

= ().

© A Atp
donc 74 o 1) = T T,

Q 29. Soient @ € F un vecteur non nul et A un réel.

On a det (1)) = det(ra’? o 7a/?) = det(7a’%)2 > 0.

Si det (72) = 0 alors il existe & # 0 tel que 7 (x) = & + Aw(a,z)a = 0, = est colinéaire avec a donc w(a,z) = 0 et
A

Ta

d’ou det (7')‘) >0.

a

Q 30. (7'3‘)71 =7

() = 2 =0 absurde ,

III. D.2 Un lemme

On fixe x et y, non nuls, dans F.

Q 31. Supposons que w(z,y) # 0. Soit A € R tel que Tz;\_x(l’) =y donc

y T+ My —z,7)(y — )

= 4+ \w(y,z)(y—x)

1
w(y,)

Q 32. Supposons que w(z,y) = 0.

ainsi A = . La réciproque est vraie.

Soit F' = Vect({z,y}) il est de dimension 1 ou 2 , donc F* est de dimension n — 1 ou n — 2 , soit G un supplémentaire
de F“ dans E , prenons un z € G\ {0} alors w(z, z) # 0 et w(y, z) # 0.

Q 33. Soit = et y dans E\ {0} .

Si w(x,y) #0, soit A = —~— alors 7,_.(z) =y .

w(y,z) y—x

Si w(z,y) =0, soit z tel que w(z,z) # 0 et w(y, z) # 0, posons A\ = ﬁ et p= @ , alors

Ce qui démontre le lemme.



III. D.3 Le théoréme

Soit u € Symp,,(F) un endomorphisme symplectique de F et e; € E un vecteur non nul.

Q 34. w non dégénerée et e; # 0 donc il existe € E non colinéaire & ey , tel que w (e1,z) # 0 . Soit f1 = 0 Lz on

w(er,@)
a w (e, f1) =1 et f1 non colinéaire a e; .
On pose P = Vect (e1, f1) le plan vectoriel engendré par les vecteurs e; et fj.
Q 35. Siu(e;) =0 alors pour tout = on a w (u(e1),u(x)) =w(e1,z) =0, w est non degenerée donc e; =0 , ce qui est
absurde , ainsi u (e1) # 0 , le lemme donne le résultat.

Q 36. Soit f, =61 (u(f1)),onad;(u(er)) =er , comme &;,u € Symp, (E) alors

w (ehﬁ) = w(d (u(er)),61 (u(f1)))
= wilen, f1)
= 1

OSiw<f17f1)7é0.Soit)\:; ,alOI‘ST;‘ ﬁ):flet

7 7
A (e1) = er 4+ w(fi— fie)(fi — f1)
= e (car w (el,fl — fl) =0)

e Siw (fl, fl) =0.Soitzg=e1+f1,onaw(xg, fr1)=letw (xo,,]\‘/l) =1, forcement zy # 0 , d’apres le premier cas
il existe deux transvections symplectiques 71 et 7o telles que : 71(xo) = f1 ,71(e1) =e1, 72 (]?1) =1xg et T2(e1) = eq,

09 = 71 0 T convient.

Ce qui prouve le résultat .

La composée § = d2 0 §; d’au plus quatre transvections symplectiques vérifie bien les conditions (II1.1) souhaitées. On
pose v = J o u.

Q 37. Ona w(e;) =0dou(er) =er et v(fi) =dou(fi)= fi,donc P est stable par v et vp =v| p = idp .

Q 38. Remarquons que P¥Y = {x € E | w(z,e1) = w(z, f1) = 0}.

Soit x € P¥, on a

w(z),e1) =w(z),v(e1)) = w(xz,e1) =0

et
w(v(z), f1) = w(v(z),v(f1) = w(z, f1) =0

donc P¥ est stable par v.
Q 39. Soit wp,, la restriction de w & P¥ x P¥ . Ona PN P* = {0} donc E =P ® P¥ , d’aprées Q 9. wp,, définit
une forme symplectique sur P¥ .

Soit x,y € P¥ , on a

wp(Vpw(x),vp,(y)) = w(v(z),v(y)) (car PY stable par v)

= w(z,y) ( car v est symplectique)
= wpw(T,y)
donc vp,est un endomorphisme symplectique sur P«.

Q 40. Soit u un endomorphisme symplectique de (E,w) .

On fait une récurrence sur m tel que dim £ = 2m.



e Sim = 1alors F = Vect (e1, ez) avec w (e1,e2) = 1, d’aprés Q 36.il existe § composée d’au plus quatre transvections

symplectiques de E telle que & (u(e1)) = e1 et 6 (u(e2)) = ea , ainsi u = 1, ce qui prouve le cas m = 1.

e On suppose le résultat vrai pour 2m , soit E de dimension 2(m + 1) et P = Vect (e1,e2) C E avec w (e1,e2) =1 .
Soit § composée d’au plus quatre transvections symplectiques de E telle que d (u(e1)) = e1 et d (u(e2)) = eq et
v =dou .
Ona F=P®PY,vp =idp et vp,est un endomorphisme symplectique sur P¥ , d’apres ’hypothése de récurrence
Vpy = TpO---0Ty avec p < 4m et 7,7y, ..., T, des transvections symplectiques de P* .
Pour tout ¢ il existe a; € P et \; € R tels que 7; = 7(1\1 , qui se prolonge en 7; transvections symplectique sur E |
par T;(x) =xsiz € P .

On obtient alors u = 6"! o7, 0--- 077 , d’out le résultat.

III. D.4 Une conséquence topologique

Q 41. Soit M € Sp,(R) alors u 'endomorphisme canoniquement associé & M ,s’écrit de la forme

A . by v . . .
u = Tg‘ll o---07a) ave p < 4m . Par suite M = th‘ll o---01Tg’ , avec Ta)‘; la matrice de Tj; dans la base canonique de R™.

n
Si B = (€;)1<i<n la base canonique de R™, et a = >_ a;e; alors
1> )
i=1

T = (6;,5 + Mwl(a, ej)a;)1<i<n
155<n

qui est continue par rapport a .

Le produit de p matrices est continue ( il est p linéaire en dimensions finies) donc Papplication

e [0,1] — Sp,(R)
t — chf‘lo~--oTéj”
est continue et ¢, (0) = I, et (1) = M .
Pour N € Sp,,(R) , 'application
®:[0,1] — Sp,,(R)

. { (1 —2t)sit e [0,1]

en(2t—1)sit e [3,1]
est continue et ®(0) = M et (1) = N . Ainsi Sp,,(R) est connexe par arcs .

III. D.5 Deuxiéme conséquence

Q42. SiM €Sp,(R)alorsdet M = £1,etona M = Tg\ll 0-- ~OT(1AP” , avec TL;\ des matrices de transvection symplectique
donc det T(;\Z > 0 par suite det M > 0 ce qui prouve que det M =1 et Sp,,(R) C SL,(R).

IV Exemples de problémes de plongements symplectiques linéaires

On fixe n = 2m > 4.

IV. A Injection par u € SL(R*") d’une boule dans un cylindre

Q43. B=(e1,...,em,€},...,e) est la base canonique de R?™.

rm

Soit u I’endomorphisme de R2™ définit par :
1
u(e;) =re; ,uleiy1) = —ei41 sii € {1,m+ 1} et u(e;) = e; si non
r

on vérfie facilement que u € SL (R?™) et u (B*™(1)) C Z*™(r).



IV. B Injection par u € SL(R?™) d’une boule dans une autre

Soit r > 0 tel qu'il existe u € SL (R?™) vérifiant u (B*™(1)) C B*™(r).

Soit A € C une valeur propre complexe de la matrice U la matrice de u dans la base canonique de R?™.

Q 44. Si A€ R, soit X un vecteur propre de U, de norme 1, associé a A.

X € B?(1) donc UX = A\X € B*™(r) , par suite [\ X]|| = [\ < 7.

SiA=a+if € C,soit Z= P +i@Q un vecteur propre de U, associé & A\.Posons P = (p1,...,pom) €t Q@ = (q1,---,q2m) -
On a

UP+iUQ = (a+ifB)(P+iQ)
= (aP —pQ)+i(BP +aQ)

donc
UP=aP —p3Q et UQ =P+ aQ

ce qui donne

VPP +UQI* = llaP - 5QI* + I8P + aQ)?

2m

= > (ape — Bar)* + (Bpr + aqr)?
k=1
2m

= ) (®+8) i+ i)
k=1

= e (IPIP + Q1)

De I'inclusion u (B*™(1)) € B*™(r) on a |[UP|| < r|[P| et |[UQ| < r|Q] d’ou [A| <7 .

Q45. Onal=detu= [ A<r?doncl<r.
AESP(u)

Q 46. Siwu(B*™(1)) C B>(r)alors 1 <r.

Réciproquement si 1 < r alors B>™(1) C B*™(r) , on prend u = id .

IV. C Injection symplectique d’une boule dans un cylindre

Soit r > 0 tel qu’il existe un endomorphisme symplectique ¢ € Symp,,_ ([Rzm) vérifiant (Bzm(l)) c Z%m(r).
On note M € Sp,,,(R) la matrice de ¥ dans la base canonique (eq, ..., €m, fi,--., fm) de R?*™ et 1) I’endomorphisme

canoniquement associé & M T.
Q 47. Onav ' € Symp, (R?*™) donc

bs (01 (e1), 07 (f1)) = bs(er, fr)
(e1,5(f1))  (J(f1) = —e1)
- 1

dot [bs (V7 (1), ¢T (f1))] =1

L’inégalité de Cauchy -Schwartz donne

bs (¥ (ex) T (f0))| = (¥ (ex), 5" (fON] < [0 (er)|| 3T (f1)]]

etona J'J =1, ,jest un endomorphisme orthogonal, donc

L=1bs (¢ (e) ¥ " (M) < [ o)l o7 ()]



on en déduit que HL/JT (el)H >1ou ||1/)—r (fl)H > 1.
Q 48. Posons M = (a; j)1<ij<om , 50it X = (z1,...,72,) " € RZ™\ {0}, mx € B*™(1) donc - MX € Z2™(r) .

[1X1]
2m 2m
Ona MX = (Z A1, jLjy ey agmda:j)T donc
j=1 j=1
2 2
2m 2m 2m
o o < 2
Q1,5 + Am41,5T; <r x5
j=1 j=1 j=1

en particulier pour x; = a1 ; Vj , on obtient

2 2 2
2m 2m 2m 2m
2 < 2 + . . < 2
arj | = ayj Um+1,501,5 | =T ai ;
Jj=1 Jj=1 Jj=1 Jj=1

Comme MTX = (227271 ATy ey 2217:1 ajomx;)" alors 227:” af; = |v" (61)”2 # 0 car v est bijective .
Ainsi = ~ =

[T e <7
De méme pour ; = am41,; VJ , on obtient

[¢7 ()] <7

Finalement 1 = max(|[¢" (ex)||, || 7 (f1)]]) <.

Q 49. Soit R>0, R >0 et ¢ € Symp,, (R*™) telque ¢ (B*™(R)) C Z*™ (R) .

Pour tout * € B*"(1) on a Rz € B?"(R) donc ¢ (Rz) € Z*™(R’) ce qui donne ¢ (x) € Z*™ (R'/R), par suite
¢ (B*™(1)) € Z*™ (R'/R) , la question Q 49. donne R < R'.

Réciproquement , si R < R’ alors B*™(R) C B*™(R') Cc Z*>™ (R')

Ce qui montre le théoréme de non-tassement linéaire

o ¢ ¢ FIN o o o
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