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(a) dlmR M2 (C) =8.
. _(ab ia. T (ata c+b _
Soit A = < . d) ,ona A+ A= ( btz d—i—d) , donc :
A € L siet seulement sia+a@ = d+d = b+¢=a+d =0 ce qui est équivalent a € iR ,d € iR,

b:—Eetd:—a,doncﬁz{(CCL :2)/aeR,cec}:{(afw —OiJ/\riiB)/(/\,a,ﬁ)ER?)}

(o )20 ) w3 ) 0(2 )

Donc £ = Vect{E, F,G} . On vérifie que cette famille est libre , donc £ est un R—espace
vectoriel de dimension 3 .

(b) [E,F] = —2G = , [F,G] = —2F et [G, E] = —2F .

(a) Pour tout (A, B) € (M, (C))* |||AB]|| < Il|A||| x |I|B||| , puis & I’aide d’une récurrence on a ,
pour tout kK € N |

Al
H|AkH| < |JA[]I* . D’autre part la série Zw est convergente ( d’aprés d’Alembert ) |

k>0
k

A
donc Zﬁ est absolument convergente donc convergente ( puis on est en dimension finie ) .

k>0
(b) Posons S,, = Zﬁ . L’application f : M +— P~ 'MP est linéaire en dimension finie , donc
k=0
| . | _ N~ (PAR)
continue et nl_lgloo Sy, = exp (A) , donc n1—1>r—i1-100f (Spn) = f(exp(A)) . f(Sn) = kZ_OT =
—~PtAFP
Y ———=prI5,P
k!
k=0
R PlARP
Donc exp (P~'AP) = ZT =P lexp(A)P.
k=0
aix Qi2 -+ Qin by bz -+ b
. 0 ayp - 0 b
(¢) On rappelle que si A = o . ‘ et B = o . , alors
0 ... 0 . 0 .. 0 b
Cir G2 - Cip
AB = 0 ?22 avec ¢; = ag;b; . A laide d’'une récurrence sur k£ , on a
0 ... 0 Com
I R Mok ok
(k) -, : A
AF = O ?22 o avec ) = gk = A Ainsi exp (4) = O ? ’
: .. .. : : T T *
0 - 0 oW 0 -~ 0 e



d.

6.

(d) Soit A € M,,(C) , x4 est scindé , donc A est trigonalisable . Notons Ay, ..., A, les valeurs
propres de A .

Al *k e *k

Soit P € GL,, (C) et T triangulaire telle que A = P'TP ,T = O .)\2 .
: .. . *
o --- 0 M\,

D’apres ce qui précede , on a
det (exp (A)) = det (P~ " exp (T) P) = det (exp (T))) = eM x..xe™ = M = exp (T'r (T')) = exp ("

Deuxiéme partie

. U(2,C) = {Ae My (C) /!AA=1,} . Lapplication ® : GLy (C) — GLy(C) ,A — 'AA est un

morphisme de groupes

donc U(2,C) = Ker (®) est un sous-groupe de G L, (C) .

Deméme ¢ : (U(2,C), x) — (C*, x) , A — det (A) est un morphisme de groupes , donc SU(2,C) =
det (¢) est un sous-groupe de U(2,C) .

SoitAz(ﬁ Z)GGLQ(C)aOHaA1:det1(A)<—dc _ab>

Alors A €SL(2,C) © ad —bc=1et'AA=1I, < ad —bc=1et A =4

: o . _ d —-b\_[(a c
Ce qui est équivalent & ad — bc =1 et ( T ) = ( b d )
Ce qui est équivalent aussia d =@, c= —bet ad—bc=1ouencored =a,c= —bet ]a|2—i— |b|2 =1

(a) Ona MX = \X, donc MX = AX , donc * (MX) MX = (\X) (AX) = [A?|| X|”
D’autre part ! (MX) MX = 'X (*MM)X = *X("MM)X = || X|*, donc |A\]> =1 ( puisque
N——

X #0)
1 — 1 S 1 — = 1 —
(b) A#0,0na X = ZMX, donc'X MY = 5 (X ‘M) (MY) = "X (‘MM)Y = XY =0
(a) Soit A = —&5 2 eSU(2,C) , A admet deux valeurs propres dans C , A et p .A €SU(2,C),

alors |A| = |pu| =1

) 1 .
Posons A = ¢ | on a det (A) =1, donc p = = e (x).

Soit V4 un vecteur unitaire tel que AV, = €?V; et V, un vecteur uniatire orthogonal a V.

On a ViV, = 0 donc *V; AV, = 0, ce qui donne que AV, est orthogonal & 1, donc proportionnel
a Vs
Ainsi V5 est un vecteur propre de A , donc AV, = e~ %V, .

i0
Notons P la matrice de vecteurs colonnes V; et V5 , alors P~'AP = ( 60 egg >

D’autre part (V1, V3) est orthonormale , donc P € SU (2,C) .
(b) (7i) = i) est évident .
Supposons que 77 (R) = Tr (S) , il existe 0, 0" € |-, 7] et P,Q €SL(2,C) tel que :

!

0 i0
R:Pl(eo eow)PetS:Ql(eo e_ow, )Q
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On a Tr (R) = Tr (S) donc cos (0) = cos (¢') , ce qui donne que § = 6" ou § = —¢’
Si # = ¢ alors PRP~" = QSQ " donc R = (PQ) S (PQ)™" et PQ eSL(2,C)
Si @ = —0' , notons Q;la matrice obtenue par permutation des vecteurs colonnes de Q
—if i0
Alors QSQ! = ( 60 699 ) et Q15Q; = ( 60 629 ) par suite R = (PQ;) S (PQq) ™
PQ, eSL(2,C)

7. (a) Ona[A, B] =0 donc AB = BA , on peut appliquer la formule de Leibniz

Posons H,, = i% (A+ B)E — (iﬁ) ( ) iﬁ‘ A+ B Zi%i—f

j oj! =0 k=0
AJ B* Al Bpr—J
Z A+ B z(zf—> Z (A+ By Z<Z~—>
l Ikl | —
0 =\, 42 0l K ! S\t =)
1 =i 1 1
¢
+;E(A+B) Zp, (ZOC’JAJBP J) sz (A+ B) Z [ (A+B) = Zﬁ (A+ B)?
=0 J p=n
- ¢ - |||A+B|||p (AL + [11B11)”
Donc ||| H,||| < ZZ (A+B)" - (Z > (Z ""')‘H Z <> o
£=0 j=0 p=n
p
Comme la série Z(H’Am + [1BID" est convergente , donc lim Z(|HA|H allIEE110) =0
) it )
p>0 p=n
onat, =S tarp- (A (2 A+ B A B
na "_;E( + B) — ;7 0 converge vers exp (A + B) —exp (A) exp (B)
-0 j= k=0

D’apres l'unicité de la limite , on a : exp (A + B) = exp (A) x exp (B) .

(b) Soit A € L, alors"A et A commutent , donc exp (*A) xexp (A) = exp (A + A) = exp (0) = I,
d’autre part !
Les applications X — X et X — X sont R—linéaires en dimension finie , donc exp (E) =
exp (A) et exp (‘A) = ' (exp A) ( méme chose que dans la question 2.(b) .
Donc * (exp (A)) x exp (A) = I,,
D’autre part det (exp (A)) = exp (Tr (A)) = exp(0) =1, donc exp (A) €SL(2,C) .

i0
(c) Soit A € SU(2,C) , il existe P € SU (2,C) et 6 € R tel que : A= P! < 60 691»9 ) P

~ i0
Posons B = ( @00 _%9 ) on a exp (B) = ( 60 692-9 >, donc A = exp (P~'BP)

Reste a vérifier que P"'BP € L ;ona: Tr(P"'BP)=Tr(B) =0
Et!(P-1BP)+P1BP = ‘P'BP-14+P 'BP = 'P'B'P-1+'PB P = P ({B+B) P1 =
0

(d) Supposons que exp est injective , donc bijective . Comme exp est continue et SU (2,C) est
compact , donc

L est aussi compact ce qui est absurde . ( Un espace vectoriel non nul n’est jamais bornée ).
i0
8. Soit A € G\ {Iy,—I,} , alors il existe P €SL(2,C) et € R tel que: A= P! ( 60 e_Ow > P

i0
(a) A# Iy et A# —1I,,donc 0 ¢ nZ . P €SL(2,C) donc ( 60 692-9 > = PAP'e @,



a b a
(b)Az(_[—) a)avec\a| + =1 ( 3

b
a

0 -
wea(5 2y (5 )= (¥

(c) Avec les notations de la question précédente :

(5%
+|b!2 20 ab( — ) )_ ( lal* + (1 — |af*).

z26 ‘a| + ‘b|2 o210 ab (1 —zzaj

s

Tr (M) = 2|al” + (1— |a\2) cos (20) = 2 cos (20) + 2 |a|” (1 — cos (26))

En posant ¢t = |a|” lorsque la matrice A décrit SU(2,C) , t décrit [0,1] ( |a]> + |b]> = 1).
Etudions les variations de ¢ : [0,1] — R ¢+ 2cos (26) + 2t (1 — cos (20))

On a ¢'(t) = 2(1 —cos(20)) > 0 ( car § ¢ 7Z) , donc ¢ est une bijection de [0, 1] sur
6(0),6 (1)

»(0) =2cos(20) et ¢ (1) =2, donc [2cos (20),2] C {Tr(g) /g € G}

D’autre part : 2cos (20) =2 — 0 avec 6 =2 —2cos20 >0 ( car 0 ¢ 7Z ).

9. Soit g €SU(2,C) , on veut montrer que g € G , I'idée est de montrer qu’il existe h €SU(2,C) tel
que
Tr (h=tgh) € [2 — 0,2] ce qui permettra d’utiliser la question 6.b) .

D’apres la question 6.(a) , il suffit montrer que , pour tout o € R | < 60 ega ) =0,€G .

Posons g, = ( 60; e_oig ) , T'r (gn) = 2 cos (%) — 2, donc il existe n € N* tel que

Tr(gn) €2-10,2] C{Tr(g)/g9 € G}

Par suite il existe m € G telle que : Tr (m) =T (gn)
Et d’apres la question 6.(b) , il existe t € SU (2,C) tel que : g, =t 'mt donc g, =t 'mt € G
Donc g = g, € G, ce qui donne que g, € G , pour tout a € R

Troisiéme partie

10. Onaeoz—zoe=le,z] =le, f+ig| = e, fl+ile,g] = =29+ 2if = 2iz

De méme eow —woe = le,w| = e, f —ig] =[e, f] —ile,g] = =29 + 2if = —2iw
zow—woz=[zwl =[f+ig, f—igl=[f [ —ilf, 9] +ilg, []+ 9,9l = =2i[f,g] = 4ie
11. e(v) = Av , donc e (2 (v)) — v (e(z)) = 2iz (v) ce qui donne que e (2 (v)) = (A +2i) v (2) .
Supposons qu'il existe i, € C tel que : e (2¥ (v)) = 2" (v)

Alors on a eo z = zoe+ 2iz donc
e (2" (v)) = zoe (2F (v))+2i" ! (v) = 2 (2" (v))+2i2F (v) = (py, + 20) 25T (V) = py 2" ()
Avec py. = py, + 2t . ce qui donne que py, = pig + 2k1

12. Supposons que , pour tout k € N, 2¥ (v) # 0 , alors , pour tout k , z* (v) est un vecteur propre de
e associé a la valeur propre y, , ainsi e admet une infinité de valeurs propres ce qui est absurde (
puisqu’on est en dimension finie )

Donc il existe k € N tel que z* (v) = 0 . Notons p le plus entier p > 1 tel que z” (v) = 0 et posons
vo = vP~1 (v)

alors vy est un vecteur propre de e et z (vy) = 2P (v) =0 .
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13.

14.

On a v, = w” (vg) . e (vo) = Aovo -
Onacow=woe—2iw , donc

e(v1) = e(w(vg)) = w(e(vg)) — 2iw (vg) = Now (vg) — 2iw (vg) = (Ao — 2i) vy

De méme

e(vg) =e(w(vy)) =w(e(v1)) — 2iw (v1) = (Ao — 2i) Vg — 24v9 = (Ng — 4i) Vg

Par récurrence e (v;) = (Ao — 2ik) vy, .
Ona z(vy) =0et zow=woz+4die, donc z(vy) =z (w(vg)) = w (2 (vo)) + 4ie(vy) = 4idovg
—_——r

=0 car 2(vp)=0

Aussi on a

2 (v2) = z(w(v1)) = w (2 (v1)) + 4ie (v1) = 4idow (vo) + 4i (Ao — 27) v1 = 43 (2Ng — 2i) vy
——

=v1

Supposons que z (vg) = axvk_1 , k > lalors

2 (V1) = 2 (w (vg)) = w (2 (vg)) + die (vg) = agvy, + 4i (Ao — 2ik) vg = (g + 47 (Ao — 2ik)) vy,

Donc a1 = ay, + 4i (Ng — 2ik) , ce qui donne que a4 — ay = 4i (Ao — 2ik)avec o = 4i)g
p—1
Par sommation , ona : Z (g1 — ) = 4iXg (p— 1) +4p(p— 1)
k=1
Donc a, = o + (4iXo +4p) (p — 1) = 4irg + (4iXo +4p) (p — 1) = 4p (iAo +p — 1)
Ainsi :
2 () = 4k (idg + & — 1) vp_y ()

(a) Supposons que , pour tout k , v; est non nul , on a e (vy) = (Ao — 2ik) vy, ,
Alors , pour tout k € N | \g — 2ik est un une valeur propre de e . Ainsi e admet une infinité
de valeurs propres , ce qui est abursde .

donc il existe g tel que v, = 0 , soit n le plus petit entier v, = 0 , alors vy, vy, ..., v,s0nt tous
non nuls

(vo, V1, ..., v,) est une famille de vecteurs propres associés a des valeurs propres deux & deux
distinctes , donc c’est une famille libre .

(b) On a v,41 =0, donc 2z (v,41) = 0, la relation (%) , donne \g = in .

On remplace maintenant :e (vy) = (Ao — 2ik) v, =i (n — 2k) v , 2 () = =4k (n + 1 — k) vp_
, le reste est immeédiat .



