
Corrigé Mines 2 PSI 2014

Partie 1

Question 1

0 6 2π, donc, pour tout n ∈ Z, |cn (f)| 6
1

2π

ˆ 2π

0

|f (θ)| |e−n (θ)| dθ.

Or |f (θ)| 6 ∥f∥, et |e−n (θ)| = 1, donc |cn (f)| 6 ∥f∥.
La suite (|cn (f)|)n∈Z est donc majorée, donc

la suite (cn (f))n∈Z est bornée .

Question 2

• Soit f ∈ C ∞
# et n ∈ Z.

f est en particulier de classe C1, de même que θ 7→ e−inθ, donc, d'après la formule d'intégration
par parties,

cn (f
′) =

1

2π

([(
f (θ) e−inθ

)]θ=2π

θ=0
+ in

ˆ 2π

0

f (θ) e−n (θ) dθ

)
.

Or f est 2π-périodique, donc le crochet d'intégration par parties est nul, donc cn (f
′) = incn (f) .

• On en déduit que, pour tout n ∈ Z et tout k ∈ N, cn
(
f (k)
)
= (in)k cn (f).

Par conséquent, d'après la question 1, pour tout n ∈ Z et tout k ∈ N,
∥∥f (k)

∥∥ > |n|k |cn (f)|, donc :

pour tout n ∈ Z \ {0}, |cn (f)| 6
∥∥f (k)

∥∥
|n|k

.

Question 3

• Soit x ∈ R.
Pour tout n ∈ N∗, |dnen (x)| = |dn|.
Or la série

∑
n>1

dn converge absolument, donc la série
∑
n>1

dnen (x) est également absolument con-

vergente, donc convergente.

C'est la même chose pour la série
∑
n>1

d−ne−n (x).

• D'après ce qui précède, pour tout n ∈ N∗, ∥dnen∥ = |dn|. Or en est 2π-périodique,
donc ∥dnen∥∞ = |dn|.
Ainsi, la série de fonctions

∑
n>1

dnen est normalement donc uniformément convergente, et, pour tout

n ∈ N∗, dnen est continue.

Par conséquent, la fonction
+∞∑
n=1

dnen est continue.

C'est la même chose pour
+∞∑
n=1

d−ne−n , et d0e0 est continue, donc h est continue.

En�n, toutes les fonctions en, où n ∈ Z, sont 2π-périodiques, donc h l'est aussi.
Finalement, h ∈ C 0

# .

• Soit p ∈ Z.
Pour tout n ∈ N∗, dnene−p est continue sur [0, 2π], et ∥dnene−p∥ = |dn|, donc la série de fonctions
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∑
n>1

dnene−p converge normalement donc uniformément sur [0, 2π].

Ainsi, par intégration terme à terme d'une série de fonctions uniformément convergente sur un

segment,
∑
n>1

ˆ 2π

0

dnene−p converge, et
1

2π

ˆ 2π

0

(
+∞∑
n=1

dnene−p

)
=

1

2π

+∞∑
n=1

ˆ 2π

0

dnene−p.

C'est la même chose pour justi�er que
1

2π

ˆ 2π

0

(
+∞∑
n=1

d−ne−ne−p

)
=

1

2π

+∞∑
n=1

ˆ 2π

0

d−ne−ne−p.

On peut donc conclure que
1

2π

ˆ 2π

0

h =
1

2π

+∞∑
n=−∞

ˆ 2π

0

dnene−p.

En�n,
1

2π

ˆ 2π

0

e0 = 1, et, si k est un entier relatif non nul,
1

2π

ˆ 2π

0

ek =
e2ikπ − 1

2ikπ
= 0, donc :

pour tout p ∈ Z, cp (h) = dp .

Question 4

L'hypothèse est inutilement compliquée : on remplace Ck par max ({|d1−Nk
| , · · · , |dNk−1| , Ck}), ce

qui permet de s'a�ranchir de Nk. C'est ce que je ferai.

• Soit ℓ ∈ N.
Pour tout n ∈ N∗, e

(ℓ)
n = (in)ℓ en, et ∥en∥∞ = 1, donc

∥∥∥dne(ℓ)n

∥∥∥
∞

= |dn|nℓ.

Or |dn| 6
Cℓ+2

nℓ+2
, donc

∥∥∥dne(ℓ)n

∥∥∥
∞

6 Cℓ+2

n2
.

Or la suite
(∥∥∥dne(ℓ)n

∥∥∥
∞

)
n>1

est positive, et la série
∑
n>1

Cℓ+2

n2
est convergente, donc la série

∑
n>1

∥∥∥dne(ℓ)n

∥∥∥
∞

est convergente, donc la série de fonctions
∑
n>1

dne
(ℓ)
n est normalement convergente.

C'est la même chose pour la série de fonctions
∑
n>1

d−ne
(ℓ)
−n ,

donc la série de fonctions
∑
n∈Z

dne
(ℓ)
n converge normalement 1 .

• On montre par récurrence que, pour tout ℓ ∈ N,
+∞∑
n=1

dnen est de classe Cℓ, de dérivée ℓ-ième

+∞∑
n=1

dne
(ℓ)
n .

� D'après la question 3, c'est vrai pour ℓ = 0.

� Soit ℓ ∈ N, pour lequel
+∞∑
n=1

dnen est de classe Cℓ, de dérivée ℓ-ième
+∞∑
n=1

dne
(ℓ)
n .

La série de fonctions
∑
n>1

dne
(ℓ)
n est donc simplement convergente.

Pour tout n ∈ N∗, dne
(ℓ)
n est de classe C1, de dérivée dne

(ℓ+1)
n .

En�n, d'après le début de la question, La série de fonctions
∑
n>1

dne
(ℓ+1)
n est normalement donc

uniformément convergente.

1L'énoncé a omis de dé�nir cette notion!
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On peut donc appliquer le théorème de dérivation terme à terme :
+∞∑
n=1

dne
(ℓ)
n est C1, de dérivée

+∞∑
n=1

dne
(ℓ+1)
n , donc

+∞∑
n=1

dnen est e Cℓ+1, de dérivée ℓ+ 1-ième
+∞∑
n=1

dne
(ℓ+1)
n .

� Finalement,
+∞∑
n=1

dnen est de classe C∞, 2π-périodique, donc appartient à C ∞
# .

• C'est la même chose pour
+∞∑
n=1

d−ne−n, donc

+∞∑
n=−∞

dnen appartient à C ∞
# .

Question 5

A noter que la dé�nition de l'énoncé impose à un opérateur di�érentiel d'être non nul (à cause de
l'existence de l'entier K), et que, si l'on n'autorise pas les bk à être des complexes quelconques, le sens
réciproque est faux.

• Soit B un opérateur di�érentiel, et K son ordre. Il existe donc des complexes b0, · · · , bK , avec

bK ̸= 0 , tels que, pour tout f ∈ C ∞
# , Bf =

K∑
k=0

bkf
(k).

Alors, d'après la question 2 :

pour tout f ∈ C ∞
# et tout n ∈ Z, cn (Bf) =

(
K∑

k=0

bk (in)
k

)
cn (f) = P (n) cn (f),

où P =
K∑

k=0

ikbkX
k.

Comme bK ̸= 0, ikbK ̸= 0, donc le polynôme P est bien de degré K.

• Soit A un endomorphisme de C ∞
# pour lequel existe un polynôme complexe de degré K ,

P =
K∑

k=0

akX
k, de sorte que, pour tout f ∈ C ∞

# , et pour tout n ∈ Z, cn (Af) = P (n) cn (f).

La méthode consiste à construire un opérateur di�érentiel dont on va montrer qu'il est égal à A.

On pose, pour tout k ∈ [[0, K]], bk =
ak
ik
,2 et on dé�nit B sur C ∞

# par Bf =
K∑

k=0

bkf
(k). B est donc

un opérateur di�érentiel d'ordre K, et, pour tout f ∈ C ∞
# et tout n ∈ Z,

cn (Bf) =

(
K∑

k=0

bk (in)
k

)
cn (f) = P (n) cn (f) = cn (Af).

Ainsi, si f ∈ C ∞
# , Bf et Af sont deux éléments de C ∞

# , donc de C 0
#, et (cn (Bf))n∈Z = (cn (Af))n∈Z

.
Or, d'après le cours, l'application g 7→ (cn (g))n∈Z est injective sur C 0

#, donc Bf = Af .
Finalement, A est un opérateur di�érentiel d'ordre K de C ∞

# .

Partie 2

Question 6

Pour tout n ∈ Z \ {0}, |ρ (n) cn (f)| 6 |n|ℓ |cn (f)|.
2Voilà pourquoi il faut remplacer �bk réels� par �bk complexes�
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Mais, avec les notations de la question 2, pour tout n ∈ Z \ {0} et tout k ∈ N, |cn (f)| 6
Ck+ℓ

|n|k+ℓ
, donc

|ρ (n) cn (f)| 6
Ck+ℓ

|n|k
.

On peut donc appliquer la question 4 :
la série de fonctions

∑
n∈Z

ρ (|n|) cn (f) en converge normalement, et sa somme appartient à C ∞
# .

Question 7

On va à nouveau se servir de la question 4.
Pour tout n ∈ Z∗, tρ (|n|) > t |n| donc, par croissance de l'exponentielle et d'après la question 1,∣∣e−tρ(|n|)cn (f)

∣∣ 6 e−t|n|∥f∥.
Mais t > 0, donc, d'après les règles de croissances comparées, pour tout k ∈ N, nke−t|n| tend vers 0

quand n→ +∞ et quand n→ −∞ , donc la suite
(
|n|k e−t|n| ∥f∥

)
n∈Z

est bornée.

Les conditions d'application du résultat du 4 sont donc réunies, donc :
∀t > 0, la série de fonctions

∑
n∈Z

e−tρ(|n|)cn (f) en converge normalement, et sa somme appartient à C ∞
# .

Question 8

Soit a un réel strictement positif.

On va reprendre le schéma de la question 4 pour prouver que la fonction t 7→
+∞∑

n=−∞

e−tρ(|n|)cn (f) e
inx est

de classe C∞ sur [a,+∞[.
Pour cela, il su�t de savoir que :

-pour tout n ∈ Z, φn dé�nie sur [a,+∞[ parφn (t) = e−tρ(|n|)cn (f) e
inx est C∞ sur [a,+∞[

-pour tout m ∈ N, la série de fonctions
∑
n∈Z

φ
(m)
n converge normalement.

On véri�e :
-l'exponentielle est C∞et est sa propre dérivée, donc, pour tout n ∈ Z, φn est C∞ sur [a,+∞[ et,

pour tout m ∈ N, sa dérivée m-ième est φ
(m)
n : t 7→ (−ρ (|n|))m e−tρ(|n|)cn (f) e

inx .

-par conséquent, pour toutm ∈ N et tout n ∈ Z,
∥∥∥φ(m)

n

∥∥∥
∞

6 |ρ (|n|)|m e−aρ(|n|) |cn (f)| 6 |n|ℓm e−a|n| ∥f∥.

Par règle de croissances comparées, nℓme−an =
(
nℓme−

an
2

)
e−

an
2 = o

n→+∞

(
e−

an
2

)
.

Or les suites
(
e−

an
2

)
n∈N

et
(
nℓme−an

)
n∈N∗ sont positives et la série

∑
n>1

e−
an
2 converge, donc la série∑

n>1

nℓme−an converge.

Ainsi, la série
∑
n>1

∥∥∥φ(m)
n

∥∥∥
∞

converge.

De même, la série
∑
n>1

∥∥∥φ(m)
n

∥∥∥
∞

converge.

Finalement, pour tout m ∈ N, la série de fonctions
∑
n∈Z

φ
(m)
n converge normalement.

Le même raisonnement qu'à la question 4 permet de conclure que t 7→
+∞∑

n=−∞

e−tρ(|n|)cn (f) e
inx est de classe

C∞ sur [a,+∞[, et que ses dérivées successives se calculent par dérivations terme à terme successives.
Or ceci est vrai pour tout a > 0, et tout réel strictement positif est intérieur à une demi-droite [a,+∞[,
avec a > 0, donc
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t 7→
+∞∑

n=−∞

e−tρ(|n|)cn (f) e
inx est de classe C∞ sur ]0,+∞[ .

Question 9

Soit f ∈ C 0
#.

On a vu à la question précédente que t 7→
+∞∑

n=−∞

e−tρ(|n|)cn (f) e
inx est C1 sur ]0,+∞[, et que sa dérivée

est la fonction t 7→
+∞∑

n=−∞

− ρ (|n|) e−tρ(|n|)cn (f) e
inx.

On a vu à la question 7 que Qt est e�ectivement dé�ni sur C 0
# et prend ses valeurs dans C ∞

# .
Or A est dé�ni sur C ∞

# .
On peut donc e�ectivement écrire que, pour tout x ∈ R et tout t > 0,

A (Qt (f)) (x) =
+∞∑

n=−∞

ρ (|n|) e−tρ(|n|)cn (f) e
inx.

Ainsi, la fonction Φ dé�nie sur R× ]0,+∞[ par Φ (x, t) = Qt (f) (x) véri�e :

∀ (x, t) ∈ R× ]0,+∞[,
∂Φ

∂t
(x, t) = −A (Qt (f)) (x) .

Question 10

Soit u et g deux éléments de C ∞
# .

Par dé�nition, (A+ αI)u =
+∞∑

n=−∞

(ρ (|n|) + α) cn (u) en.

Mais on a vu que les séries
∑
n∈Z

|ρ (|n|) cn (u)| et
∑
n∈Z

|cn (u)| convergeaient, donc, d'après la question 3, la

suite des coe�cients de Fourier de (A+ αI)u est ((ρ (|n|) + α) cn (u))n∈Z.

• Ainsi, si (A+ αI)u = g, alors, pour tout n ∈ Z, (ρ (|n|) + α) cn (u) = cn (g). Or ρ (|n|) ∈ R+, et

α /∈ R−, donc ρ (|n|) + α ̸= 0, donc cn (u) =
cn (g)

ρ (|n|) + α
.

Mais u ∈ C ∞
# , donc u est la somme de sa série de Fourier, donc u =

+∞∑
n=−∞

cn (g)

ρ (|n|) + α
en.

• Réciproquement, comme g ∈ C ∞
# , pour tout k ∈ N et tout n ∈ Z \ {0}, |cn (g)| 6

∥g∥
|n|k

, donc, pour

|n| > |α|+ 1,
|cn (g)|

ρ (|n|) + α
6 ∥g∥

(|n| − |α|) |n|k
6 ∥g∥

|n|k
.

On peut donc appliquer la question 4 : on peut dé�nir u =
+∞∑

n=−∞

cn (g)

ρ (|n|) + α
en, c'est un élément

de C ∞
# , et, d'après la question 3, la suite de ses coe�cients de Fourier est

(
cn (g)

ρ (|n|) + α

)
n∈Z

, donc

(A+ αI)u =
+∞

t
∑

n=−∞

(ρ (|n|) + α) cn (u) en =
+∞∑

n=−∞

cn (g) en.

En�n, g ∈ C ∞
# , donc g est la somme de sa série de Fourier, donc (A+ αI)u = g.

Finalement, on a montré que A+ αI est un automorphisme de C ∞
# .

Question 11
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Soit x ∈ R.
Pour tout n ∈ Z, on dé�nit la fonction hn sur ]0,+∞[ par hn (t) = e−αte−tρ(|n|)cn (g) e

inx.
C'est une fonction continue sur ]0,+∞[, de module majoré par t 7→ e(−Re(α)−|n|)t |cn (g)|.
Or Re (α) + |n| > 0, donc t 7→ e(−Re(α)−ρ(|n|))t |cn (g)| est intégrable sur ]0,+∞[, et son intégrale y vaut

|cn (g)|
Re (α) + ρ (|n|)

.

Par conséquent, hn est continue et intégrable sur ]0,+∞[, et, car |n| 6 ρ (|n|),ˆ
]0,+∞[

|hn| 6
|cn (g)|

Re (α) + |n|
6 |cn (g)|.

En particulier et d'après la question 2, pour tout n > 1, 0 6
ˆ

]0,+∞[

|hn| 6
|cn (g)|

Re (α) + n
6 ∥g∥

n2
. Par

conséquent, la série
∑
n>1

ˆ
]0,+∞[

|hn| converge.

Ainsi, d'après le théorème d'intégration terme à terme,
+∞∑
n=1

hn est intégrable sur ]0,+∞[, et son intégrale

y vaut
+∞∑
n=1

ˆ
]0,+∞[

hn.

On procède de même avec ,
+∞∑
n=1

h−n.

Finalement, t 7→ e−αtQt (g) (x) est intégrable sur ]0,+∞[, et son intégrale y vaut
+∞∑

n=−∞

ˆ
]0,+∞[

hn =
+∞∑

n=−∞

ˆ +∞

0

e−αte−tρ(|n|)cn (g) e
inx dt =

+∞∑
n=−∞

cn (g)

α + ρ (|n|)
einx.

En reprenant les résultats de la question 10, on peut donc conclure queˆ +∞

0

e−αtQt (g) (x) dt = (A+ αI)−1 (x) .

Question 12

• La construction de la question 10 est possible dès lors que, pour tout n ∈ Z, α ̸= −ρ (|n|).
Dans tous ces cas, A + αI est un automorphisme de C ∞

# , donc est de noyau nul, donc −α n'est
pas une valeur propre de A.

• Par ailleurs, pour tout N ∈ N, e
N
est non nul, et (cn (eN))n∈Z = (δnN)n∈Z, donc AeN = ρ (N) eN .

• Finalement, les valeurs propres de A sont les nombres ρ (n), où n ∈ N .

Partie 3

Le lecteur aura noté qu' �occurrence� s'écrit avec deux �r�...

Question 13

Si f ∈ C ∞
# , d'après la question 6, A1 (f) est dé�ni et est élement de C ∞

# , donc (A1 ◦ A1) (f) est dé�ni.
D'autre part, d'après la question 3, la suite des coe�cients de Fourier de A1 (f) est (|n| cn (f))n∈Z,

donc (A1 ◦ A1) (f) =
+∞∑

n=−∞

|n| |n| cn (f) en =
+∞∑

n=−∞

n2cn (f) en = A2 (f).

Question 14

6



• Avec P = X2, pour tout f ∈ C ∞
# et tout n ∈ Z, cn (A2 (f)) = P (n) cn (f), donc, d'après la

question 5, A2 est l'opérateur di�érentiel f 7→ 1

i2
f ′′ = −f ′′ .

• Si P est un polynôme pour lequel, pour tout f ∈ C ∞
# et tout n ∈ Z, cn (A1 (f)) = P (n) cn (f), on

obtient, en appliquant à f = en, que, pour tout n ∈ Z, P (n) = |n|.
En particulier, X coïncide avec P en tous les entiers naturels, donc en une in�nité de réels, donc
P = X.
Et −X coïncide avec P en les opposés de tous les entiers naturels, donc en une in�nité de réels,
donc P = −X.
On a obtenu deux résultats contradictoires, donc A1 n'est pas un opérateur di�érentiel.

Question 15

• Sur C ∞
# , l'opposé du laplacien est l'opérateur di�érentiel f 7→ −f ′′ : c'est A2. Or A1 est un

opérateur de C ∞
# dont la carré est A2 : c'est donc bien une racine carrée de l'opposé du laplacien

de C ∞
# .

• Si f est un élément de C 0
#, et si t ∈ ]0,+∞[, on sait que la fonction x 7→ Q2

t (f) (x) est élément de

C ∞
# , et que A2(Q2

t (f)) = − (Q2
t (f))

′′
.

Ainsi, le résultat de la question 9 dit que la fonction Φ dé�nie sur R× ]0,+∞[ par

Φ (x, t) = Qt (f) (x) est solution de l'équation aux dérivées partielles
∂Φ

∂t
=
∂2Φ

∂x2
: c'est léquation

de la chaleur à une dimension.
Comme on a obtenu cette conclusion en appliquant le résultat de 9 dans un cas particulier, on
peut l'interpréter comme donnant des solutions d'un problème di�érentiel qui généralise l'équation
de la chaleur.

Question 16

Le candidat qui a anticipé sur la question 17 sait qu'il doit trouver α =
1

π
.

• On �xe y dans R, t ∈ ]0,+∞[, et f ∈ C ∞
# .

On a déjà vu que f est la somme de sa série de Fourier, donc, pour tout x ∈ R,
f (y − x)

t2 + x2
=

+∞∑
n=−∞

cn (f) e
in(y−x)

t2 + x2
.

A�n d'appliquer le théorème d'intégration terme à terme, on dé�nit, pour tout n ∈ Z, φn sur R

par φn (x) =
cn (f) e

in(y−x)

t2 + x2
.

� Pour tout n ∈ Z, φn est continue, de module majoré par x 7→ |cn (f)|
t2 + x2

, qui est une fonction

intégrable sur R. Ainsi, φn est intégrable sur R.

� Pour tout n ∈ Z,
ˆ
R
|φn| 6 |cn (f)|

ˆ +∞

−∞

dx

t2 + x2
.

Or les deux séries
∑
n>1

|cn (f)| et
∑
n>1

|c−n (f)| convergent puisque f ∈ C ∞
# , donc les deux séries∑

n>1

ˆ
R
|φn| et

∑
n>1

ˆ
R
|φ−n| convergent.
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Le théorème d'intégration terme à terme (toujours en séparant les deux séries) s'applique donc :ˆ +∞

−∞

t

t2 + x2
f (y − x) dx =

+∞∑
n=−∞

cn (f) e
iny

ˆ +∞

−∞

te−inx

t2 + x2
dx.

• Pour n ∈ Z, on calcule l'intégrale

ˆ +∞

−∞

te−inx

t2 + x2
dx.

u 7→ tu est une bijection C1 de R vers lui-même et x 7→ te−inx

t2 + x2
est continue et intégrable sur R,

donc, d'après la formule de changement de variable,ˆ +∞

−∞

te−inx

t2 + x2
dx =

ˆ +∞

−∞

e−intu

t2 + t2u2
t2du =

ˆ +∞

−∞

e−intu

1 + u2
du.

En�n, d'après le premier résultat admis,

ˆ +∞

−∞

e−intu

1 + u2
du =

√
2π

√
π

2
e−|n|t = πe−|n|t.

• On remplace les intégrales dans la formule du premier point :ˆ +∞

−∞

t

t2 + x2
f (y − x) dx =

+∞∑
n=−∞

cn (f) e
inyπe−|n|t, donc

Q1
t (f) (y) =

1

π

ˆ +∞

−∞

t

t2 + x2
f (y − x) dx .

Partie 4

Question 17

• Préliminaire : si t ∈ ]0,+∞[, la série
∑
n>1

e−tn converge comme série géométrique de raisone−t, qui

est élément de ]0, 1[, donc la série
∑
n∈Z

e−t|n| converge. On notera sa somme S (t).

• Soit f ∈ C 0
#, t ∈ ]0,+∞[ et x ∈ R.

Q1
t (f) (y) est dé�ni d'après la question 7.

f est continue bornée et x 7→ t

t2 + x2
est continue et intégrable sur R, donc x 7→ t

t2 + x2
f (y − x)

est continue et intégrable sur R.

L'intégrale
1

π

ˆ +∞

−∞

t

t2 + x2
f (y − x) dx est donc dé�nie.

• D'après le second théorème deWeierstrass, il existe une suite (Pk)k∈N de polynômes trigonométriques
qui converge uniformément vers f . Les Pk sont en particulier des éléments de C ∞

# , donc on peut

leur appliquer la question 16 : pour tout k ∈ N, Q1
t (Pk) (y) =

1

π

ˆ +∞

−∞

t

t2 + x2
Pk (y − x) dx.

On fait tendre k vers +∞ :

� d'après la question 1, pour tout k ∈ N et pour tout n ∈ Z, |cn (Pk)− cn (f)| 6 ∥Pk − f∥,
donc |Q1

t (Pk) (y)−Q1
t (f) (y)| 6 S (t) ∥Pk − f∥.

Or, quand k → +∞, ∥Pk − f∥ → 0, donc Q1
t (Pk) (y) → Q1

t (f) (y).

� :
pour tout k ∈ N,∣∣∣∣ 1π
ˆ +∞

−∞

t

t2 + x2
Pk (y − x) dx− 1

π

ˆ +∞

−∞

t

t2 + x2
f (y − x) dx

∣∣∣∣ 6 ∥Pk − f∥
ˆ +∞

−∞

t

t2 + x2
dx .
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Comme au-dessus, on en déduit que, quand k → +∞,
1

π

ˆ +∞

−∞

t

t2 + x2
Pk (y − x) dx→ 1

π

ˆ +∞

−∞

t

t2 + x2
f (y − x) dx.

• On a bien montré que Q1
t (f) (y) =

1

π

ˆ +∞

−∞

t

t2 + x2
f (y − x) dx .

Question 18

• Soit t ∈ ]0,+∞[.

Pour tout y ∈ [0, 2π], Q1
t (y) =

+∞∑
n=−∞

e−t|n|cn (f) e
iny .

Chaque fonction y 7→ e−t|n|cn (f) e
iny est continue sur [0, 2π], et l'intégrale sur [0, 2π] de son module

vaut 2πe−t|n| |cn (f)|, ce qui est inférieur à 2πe−t|n| ∥f∥.
On a déjà vu que la série

∑
n∈Z

e−t|n| converge, donc,
∑
n∈Z

e−t|n| converge, donc, d'après le théorème

d'intégration terme à terme,

ˆ 2π

0

Q1
t (y) dy =

+∞∑
n=−∞

e−t|n|cn (f)

ˆ 2π

0

einydy.

Or

ˆ 2π

0

einydy vaut 2π si n = 0 et 0 sinon, donc

ˆ 2π

0

Q1
t (y) dy = 2πc0 (f) =

ˆ 2π

0

f (y) dy.

• Le résultat demandé est donc vrai, puisque l'expression

ˆ 2π

0

(f (y)−Q1
t (y)) dy est nulle pour tout

t > 0 !

Question 19

• On e�ectue le changement de variable x = tu, justi�é de la même façon qu'au 16.

Ainsi, pour tout t > 0, Q1
t (f) (y) =

1

π

ˆ +∞

−∞

f (y − tu)

1 + u2
du.

On va maintenant utiliser les théorèmes de caractérisation séquentielle de la limite et de conver-
gence dominée.

• Soit (tn)n∈N une suite de réels strictement positifs qui converge vers 0.

� f est continue, donc, pour tout n ∈ N, u 7→ f (y − tnu)

1 + u2
est continue sur R.

� Pour tout u ∈ R,
f (y − tnu)

1 + u2
→

n→+∞

f (y)

1 + u2
.

� f étant bornée, toutes les fonctions u 7→ f (y − tnu)

1 + u2
sont de modules majorés par la même

fonction : u 7→ ∥f∥
1 + u2

, qui est continue et intégrable sur R.

Ainsi, d'après le théorème de convergence dominée, Q1
tn (f) (y) →

n→+∞

1

π

ˆ +∞

−∞

f (y)

1 + u2
du.

Or

ˆ +∞

−∞

du

1 + u2
= π, donc Q1

tn (f) (y) →
n→+∞

f (y).

• Ce qui précède vaut pour toute suite (tn)n∈N de réels strictement positifs qui converge vers 0, donc,
par théorème de caractérisation séquentielle de la limite :
Q1

t (f) (y) →
t→
>

0
f (y) .
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Partie 5

Question 20

• Si t est un réel positif ou nul, Q1
t (f) est un élément de C 0

#, dont la suite des coe�cients de Fourier

est
(
e−t|n|cn (f)

)
n∈Z.

Ainsi, d'après la formule de Parseval, la série
∑
n∈Z

e−2t|n| |cn (f)|2 converge, et E (t) = π
+∞∑

n=−∞

e−2t|n| |cn (f)|2.

• Chacune des fonctions t 7→ e−2t|n| |cn (f)|2 décroît sur [0,+∞[, donc c'est aussi le cas pour E.

• Pour tout n ∈ Z, on note ψn la fonction dé�nie sur [0,+∞[ par ψn (t) = e−2t|n| |cn (f)|2.
ψn est bornée, et ∥ψn∥∞ = |cn (f)|2.
Or, en appliquant le premier point avec t = 0, on trouve que la série

∑
n∈Z

|cn (f)|2 converge.

Ainsi, la série de fonctions
∑
n∈Z

ψn converge normalement donc uniformément.

Or, pour tout n ∈ Z∗, ψn (t) →
t→+∞

0.

Par conséquent, d'après le théorème de la double limite, E (t) →
t→+∞

|c0 (f)|2 .
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