CORRIGE DE 'EPREUVE de MATHEMATIQUES
CONCOURS E4A, FILIERE PSI, EPREUVE A, 2003

Partie 1.

Question 1.

1.1. On vérifie que la fonction 6 est de classe C* (et de classe C* par morceaux) sur IR avec
§' = 0, fonction impaire, 27-périodique, telle que

Vo € [07 g} 01(z)= —2x
Vo € [g,ﬂ'} O1(x)= 2(x —m)

2 ™
1.2. La fonction 0 étant impaire, ona a,(f1) = 0 pour tout n € IN, et b,(01) = — / 01(x) sin nadx
T Jo

pour tout n € IN*. Calculons :

b(61) = 727 [/02(—23:) sinm:dac—l—[T 2(x — ) sinnxdx]

2
s

4 ) 2
= —(1-(-1") / x sinnz dz
m 0
4 " ™ nt 1  nm
= - (1—(=1") (—% cos?—i-ﬁ sm7> .
Finalement, by, (6;) =0 tout p € IN*, et bap1(6;) 8 (1P tout p € IN
inalemen = 0 pour tou e = ——>—— pour tou .
» O2p(U1 p p ) 2p+1\U1 T(2p + 1)2 p p
8 1 p+1
La série de Fourier de 6 est donc = Z ((QpJ)rl)Q sin(2p + 1)x.
p=>0
La fonction 6 est continue, de classe C! par morceaux, donc 6; est somme de sa série de
Fourier :
] +oo (_1)p+1 .
vz € R 01(x) = - 1;) [ ESIE sin(2p + 1)z

et il y a convergence normale de cette série sur R.

Question 2. La fonction 6 est paire, donc b, () = 0 pour tout n € IN*. Une intégration par
parties, en tenant compte de 6’ = 61, donne a,,(6) = —— b, (#1) pour tout n € IN*. Enfin,
n

ap(0) = % /OWH(x) dz=0

(on peut par exemple observer la symétrie O(m —x) = —60(x)). La série de Fourier associée a
la fonction 6 est donc 8 Z i cos(2p + 1)z. Comme 6 est 2m-périodique, de classe
= (2p+1)3
C!, cette série converge normalement sur IR vers la fonction 6 :
400
Ve e R 0(z) = ; pgo (2(p_i)1p)3 cos(2p+ 1)z .
mO3r§leg;t&¥on & ae;%% 14 primitive de 6 qui s’annule en 0 ; c’est une fonction 27-périodique car
ap(f) = % ; 7T9(917) dz = 0. Elle est impaire donc a,(®) = 0 pour tout n € IN. Une

1
intégration par parties donne b, (®) = — a,(f) pour tout n € IN*, donc la série de Fourier
n



(="

8
de P est = Z;) W sin(2p + 1)z. Ici encore, il y a convergence normale de cette série
vers la fonction ® (@ est de classe C* sur R) :

Vo € R @(w):§z(_7

Partie 2.

(1) est une équation auzx dérivées partielles, et je suppose que h est définie sur RY et non IR_.

Question 1.

v € |0, "(x)— xz) =
1.1. Si { [0, 9" (@)= nglx) alors, pour tout (z,t) € [0,7] x IR}, on a

vVt e R R (t)— ph(t) =
) =@ b)) =pg@) bt et D (et) = gla) W(E) = pgla) h(1).

donc la relation (1) est satisfaite sur [0, 7] x IR
1.2. M'(t) —ph(t) =0 < h(t)=Ce" avec C € R

A x + B si p=0
g"(x) —pglx) =0 < g(x) =< Acosy/—px + Bsiny/—px si p<0
AeVh® + Be VET & 141> 0

1.3. On a gi(z) = Ay coskx + By, sinkx et hi(t) = Cy e_kzt, donc
Vie(z,t) = (A coskx + By, sinkx) ek

(la constante Cy, est superflue).
Les conditions au bord (2) imposent Ay = 0, donc Vi (x,t) = By, sinkz e
fonction vérifie (1), (2) et (3) quel que soit le choix de la constante By.

K2t et cette

Question 2.

—+o0
2
2.1. Si on cherche H sous la forme H(z,t) = Z dy, sin kz e %"t (somme d’une série trigonométrique
k=1

+oo
supposée convergente), on a H(x,0) = de sin kz. La relation (4) impose

k=1

+oo

8 (=nr
H(z,0) = &(z) = — pz_o (RS sin(2p + 1)z ,
lle est d rifié t dj = b(®), soit dy, =0 et d 8 D" g st
elle est donc vérifiée en prenan = soi =0 e =— ——*— 1Iles
p k k%), 2p 2p+1 = (2p + 1)

cependant difficile, sans hypothese supplémentaire par exemple sur le mode de convergence
de la série, d’affirmer que c’est la seule solution a la question. Il est en fait exact que deux
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séries trigonométriques ayant la méme somme ont les mémes coefficients, mais c’est un
résultat difficile et hors programme.

“+o0 “+oo
1)
2.2. Posons donc H(z,1) = 5 E (2(_‘_)1)4 sin(2p + 1)z e~ @D goit H = E dy, Ry, ou les
™ P
—0 k=1

dj. sont les coefficients déterminés a la question précédente. La fonction H est bien définie

sur 2 (et méme sur IR xR ) et il y a convergence normale de la série définissant H puisque
8

le terme d’indice p est majoré en valeur absolue par ———.
b . P T 2+ 1)4

—+oo —+oo
—1)P
La série Z dy, @(aﬁ, t) = % Z (() cos(2p+1)x e (2pt1)% converge normalement

P Or 2p+1)3
= 82Rk 8 X (—1)p+! 5
sur €2, ainsi que la série ; dr —— (z,1) = - pz:(:) W sin(2p+ 1)z e~ Pt e qui
permet de dériver deux fois terme a terme par rapport a la variable z, donc
a X PR
V(1) € O de 7 (1) .
+0o too
OR 8 —1)ptt
De méme, la série de atk (x,t) = . Z ((2])_’)_1)2 sin(2p + 1)z e~ (2p+1)%t converge
=0

k=1
normalement sur §2, ce qui permet de dériver terme a terme par rapport a la variable ¢ et

OH X . ORy
Ve  —-(n)= ;dk 5 @t)

+oo
i I fomcti 8% (-
uestion 3. Soit la fonction H : H(x,t —_
Q Soit la fonction (z,t) — H(z,t) = Z (2p—|— I
La fonction H est définie et continue sur Q = [0, 7] x 1R+ (et méme sur IR x IR car impaire

et 2m-périodique en la variable x). Les calculs faits a la question précédente montrent que H
2

sin(2p + 1)z e~ (@Dt

admet des dérivées partielles v et Tz continues sur [0, 7] x IR’ , et méme sur IR x IR
x
(convergence normale des séries).
™= 82Rk 8 X (2p+1)2t
La série d T,t) = — —1)? sin(2 1z e 4P converge normalement
> Gt ot = - S (-1 sinep + 1) :

sur tout compact inclus dans l'ouvert U = R x IR, d’ot1 I'existence d’une dérivée partielle
2

continue sur U. On montre de méme 1’existence et la continuité de dérivées partielles

ot?
0*H  0°H 8 X (—1)p+!
92 00 et on toutes deux égales & - I; (2])% cos(2p + 1)z e~ 2p+1)%t
0’H 0H
Donc H est de classe C? sur [0, 7] x RY.. On a vérifié (question précédente) que 2 = Bt
T

sur [0, 7] x RY. La vérification de (2) est immédiate. Celle de (4) est conséquence de la
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question 2.1. Pour (3), majorons groosierement : on a (2p+ 1) > 2p+ 1 pour tout p € IN,
donc

8 X 8 et
H(z. 1) < 2 —@p+Dt _ 2
Hz <> S e >

1—e2t’
p=0

donc, pour tout z € [0, 7], , Ii$ H(x,t) =0.

Partie 3.

Question 1.

1.1. ECC(Q,R), E # 0 et la stabilité par combinaisons linéaires est immédiate, donc F est un
sous-espace vectoriel de C(£2,R).

1.2. C’est évident : si Pensemble £ des solutions du probléeme (P) est non vide (ce qui est le
cas, cf. Partie 2, question 3), alors £ est un sous-espace affine de C(2,IR) de direction
E.

Question 2.

Pour traiter les questions qui suivent, les hypotheses de [’énoncé sont insuffisantes. La fonction
w est en effet supposée continue sur le fermé Q = [0, 7] x R, de classe C* sur [0, 7] x RY,
ce qui d’aillleurs n’est pas conforme au programme puisqu’on n’est censé parler que de
fonctions de classe C* sur un ouvert, et [0,7] x RY n’est pas un ouvert. Mais surtout,

Ow
partir de la question 2.2., nous aurons besoin de l’existence d’une dérivée partielle e en

les points de la forme (x,0) avec x € [0, 7], ce qui n'est mentionné nulle part dans l’énoncé.
Ow 0*w w _ l , o relati
92 a2 et B continues en les points (x,0), la relation
(1) de ’énoncé se prolongera en ces points (utile pour la question 2.2.) et le calcul intégral
de la question 2.3.sera justifié.

En supposant de plus les fonctions

0
2.1. ¢ Pour t =0, on a w(x,0) = 0 pour tout x € [0, 7], donc la dérivée partielle 8—w est définie
z
dw

0
en ces points et vaut 0, puis I [w(:r, 0) a—(x, ())] = 0, donc l'intégrale proposée est nulle.
x x

e Pour ¢ > 0, la fonction  +— w(z,t) est de classe C? sur [0, 7], d’ot1 Pexistence de l'intégrale

O =7
proposée, qui vaut alors {w(m, t) —w(m,t)} =0 puisque w(0,t) = w(m,t) = 0.
=0

2.2. Pour t € RY, on a, en utilisant (1?7m
(%(w(gg,t) %(g;,t)) = (g—‘;(m,t))z + w(x,t) %(w,t)
= (Bwn) +wlnn e
- (Zen) L 00,

d’ou le résultat, qui reste vrai pour ¢ = 0 sous quelques hypotheses supplémentaires men-
tionnées plus haut.
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Ow  Ow
2.3. En admettant donc la continuité des fonctions — et o les points (x,0), les théoremes

usuels donnent la continuité sur IR des fonctlons

t»—>/ xt dx et tl—>/ (z,1) xt)d

Alors 9 est dérivable sur Ry et
Ow 2 T ow
/O (a (z, T)) dx+/o w(a,T) 5-(a,T) do

/0 (gz(a: T))Qd:L’Jr;/O7r a((;f)(a:,T)zdg:
= 0.

W(T)

Donc t est constante sur IR, mais ¢(0) = 0, donc ¢ = 0 sur R;..

Par ailleurs, le théoreme de Fubini donne

/OT(/OWW(:c,t)(Z;(mJ)dx) at = /OW(/OT; 8(8t2)(x,t) dt) dz

t=T 1 /7
amt)} de = = / W?(z,T) dz
0

t=0 2

Il
O\:‘
L—
N =

&

o
—

donc ¥(T) est la somme de deux termes positifs. Les deux termes sont nuls, en particulier
VT € Ry / Wz, T)dz =0.
0

2.4. La fonction x — w?(x,T) est continue et positive sur [0, 7] et son intégrale est nulle ; elle
est donc identiquement nulle. Donc w = 0 sur €.

2.5. Le probléme (P) a donc une solution unique, qui est la fonction H obtenue & la question
3. de la partie 2.
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