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Premiere partie : Développement Eulérien de cotan et calcul de {(2n) , n € N .

l.a) Pour z € R\Z posons

_ 1 1
un(x)_x+n xr—mn
On a
up () = 2 ;Zx
n 12 — n2 n2

ainsi la série Y u,, converge simplement sur R\Z.
1.b) Comme g(z) == + Z z2 “— alors g est impaire.

De plus f est impaire donc D Test aussi.
l.c) Soit N>1,ona

N-1

N 1 1 N+1
Z<x+1+n+x+1—n> - gx—i—nJr;x—n

n=1

1 1 N 1
- x—i—N—&—lim—NJrzx—i—njo—nJrgix—l

n=1

par passage & la limite sur N on obtient g(z + 1) = g(z) .
f est 1 périodique donc D l'est aussi .
1.d) Soit N € N | pour z € |N, N + 1] écrivons

1 o/ 1 1 = 1 1
g(x)a:+g<x+n+x—n>+ :Z <x+n+x—n>

Sin > N, nous avons

xr2 —n2

donc la série Z converge normalement et uniformément sur |N, N + 1 . Ainsi g est continue sur [N, N + 1]
n>N

donc elle est sur RT\N | par parité g est continue sur R\Z.

12 —n2

f est continue sur R\Z donc D est aussi.

2.a) Montrer que pour tout x € R\Z, on a

1+ T —T
f( 2 ) N ﬂcotan(? + 5) ~ cotan(ZZ)
donc
x 1+ -7 T
f(§> +f< 2 ) ~ cotan(ZE) —|—7Tcotan(7).
0052(735 —sm2(7“")
=7
sin(%7) cos(%57)
= 2f(v)
2.b) Ona

+o0o +oo
x 2 2 2 z+1 2 2 2
—_ = — t =
9(2) x+n <x+2n+x—2n> et 9 2 ) x—|—1+n§_:1<x—|—2n+1+x—2n+1)



cette derniere série s’écrit

r—2n+1 x+2n—1 rz+2n+1 xz+2n-—1

n=1 n=1

somme télescopique

qui vaut
*f 2, 2 2
—\z+2n-1 z—-(2n-1) x+1
ainsi
—+oo +oo
T z+1 2 2 2 2
9G)+el=—) = o+ <x+2n 2n)+7§<x+2n1+x2n+1)
= 29(%)

3.a) Soit N € Z* , écrivons

D(x) cotan(rz) ! ! ! +§ ! + !
= ™) - —— = —— — — — .
z+N x—N «x rT+n T—n

on a au voisinage de N

cotan(mz) = Y +—(x—N)+o(zx—N)

donc cotan(ma) — 2y 0 ,deplusz — Z (i + in) est continue sur |N — 1, N 4+ 1] (question 1.d)

m(z — N) a=N n=Ng1 N
ainsi D se prolonge par continuité en N, et elle se prolonge une fonction D continue sur R .
On a cotan(rz) — -1 o Oet z — Z (an + = n) est continue sur ]—1,1[ et vaut 0 pour = 0 , ainsi D(0) = 0.

3.b) D est continue sur le compact [0,1] donc elle est bornée et atteint ses bornes , ce qui justifie I'existence de

o € [0,1] tel que D(o) = M = sup D(¢).
t€[0,1]

D’apreés 2.a) et b) on a D(%) + D(%EL) = 2D(z) par suite 5(%) + 5(’%1) = 2D(x) pour tout  dans R .

Donc

On a 15(%) < M et D(*) < M, si 15(%) < M ou D( L) < M alors D(%) + D( 1) < 2M ce qui est absurde

donc 5(%) = D(2f) = M | par récurrence on trouve

Vn €N, 5<%>:M

4. D est continue en 0 donc
M= 1im () =0
n—-+oo \ 27
De méme on a 343 € [0,1] tel que D(e) = m = iﬁ)f ]l~)(t) et D (%) =m Vn € N;ainsim =M =0, par suite D est
tefo,1
nulle sur [0,1] , or D est 1 periodique donc elle est nulle sur R, ainsi f = g et :

2

“+oo
Vo e R\Z, nxcotan(mx)=1+2 Z %
x2—n

n=1

5.a) On écrit la formule précédente pour t € |—1,1[\{0} et on fait le changement x = 27t on obtient pour

e |—2m, 2x[\ {0}

x
L cot ()—1 P
200an + Zx2 (2mn)?



pour tout n > 1 et tout z € |—2m,27[\{0} on a

22 _ —? 1
2 — (2mn)2  (2mn)2 1 — (52)2
=< X
= =Y (— <1
Zl(Qﬂ-n |27'rn| )

La famille ((5%-

27m)2’“)k>l > est évidement sommable , donc

+o0o +oo

X xr X
L ot (7) - 1-2 T g2
* cotan (- I
+o00o 400 T
= 1-2 —— )%
> G
k=1n=1
Ainsi
. . = C2k) g
¥ € | =2, 27 \{0}, % cotan (§) =1— Z T

5.b) La formule d’Euler donne pour z € |—2m, 27 [\{0} :

¢ (:c) e 4+ 1 . 21
cotan (=) =1 =17 — —
2 etr —1 ew —1

d’ou

m’ e 22k
eiz —_1 9 Z 22k 17T2k (1)

6. Ecrivons (1) sous la forme

. +o0
Yz € |—2m, 2 \{0}, % =3 up.(iz)"

la série > u, 2™ est de rayon de convergence R > 27 , et on a , par produit de Cauchy, pour tout |z| < 27,
+oo
(e — 1) <Z Up 2 ) = anzn (2)
n=0

et pour = € |27, 27| la relation (1) donne ,
400
Z wpttx" =
n=0

par unicité des coefficients du DSE on a :

wy =1et w, =0Vn e N\{1}

(e* —1) <Zun >:z

Vo € |—2m, 2n[, Zun

ce qui donne pour tout |z| < 2,

7.a) D’apres la question précédente :

h est DSE en 0 de rayon R > 2, donc elle est de classe C* sur |—27, 27|, et elle est de classe C* sur R\ |—27, 27|

,comme produit de fonctions de classe C*°, donc h est de classe C* sur R , de plus on a

nlu, = h™(0)



ce qui donne

(=1)""*(2n)!

7r2n22n—1

h(2m)(0) = ¢(2n) VneN*

7.b) Reprenons la formule (2) de la question 6) , por tout |z| < 2w

+oo
(e* —1) <Zun )Zanzn
n=0

“+o00
on a b, = h{™(0) = nlu,,. Posons e* — 1 = 3. a,2" avec ap = 0 et a, =
n=0

1

-1 » ce qui donne

n n
by,
Wp = E UrAn—k = § Eanfk
k=0 k=0

donc pour tout n € N :
=0 kl(n+1—k)! 0 sin>1.

Les b,, sont appelés les nombres de Bernoulli .

7.c) Ona
¢(2n) = b2n(_1)n_(;:j722n_1 vn e N*
Sin =2 alors b°+b1 +b2 =0et by =~
Donc | ¢(2) = %2 .
Demémeona:b4:_—7((4):ﬂ—4 et bg = 7C() s
30 90 945 |

Deuxieme partie

8.a) Soit p € M(E), p est une probabilité sur E pour la tribu P(E), donc u(P(E)) C [0,1] et M(E) est
une partie de B (P(E) ,R).

8.b) Soit f,g € B (P(E),R), [[fll =sup{[f(A)l, AeP(E)}

Ifll=0.

Si||fl=0, pour tout A€ P(E)ona 0<|f(A)| <|fl]l, donc f(A) =0, ains f =0.

Soit A € R, pour tout A € P(E) on a |[Af(A)] < |A||f|l donc [[Af|| < |A[IIfI] (F).

SiA#0,onalf] =% Af)|, linégalité (*) donne ||f|| = || [Af]l , dot [l f]| < [IAfIl , c’est aussi valable
pour A =0, aissi ||Af]| = [A|If] -

Pour tout A € P(E) [f(A) +g(A)| < [F(A)]+ [g(A)] < 1]+ [lgll, ce qui donme][f + gl < [[f[| + llgll-

Ainsi ||| est une norme sur B (P(E) ,R).

9. Soient (ftn ),y une suite de M(E) qui converge vers p dans B (P(E) , R).
Soit x € £, on a

— <
| (2) = p@)| < lpn = pll = 0
Ainsi ngrfmpn( x) = p(z)|.
10.a) Posons pour tout n > 1, A, = {x1,22,..., 20} , (An),cn- st une suite croissante de réunion E , le
théoreme de la limite monotone donne
w oo An) =1



la suite (p(Ay)) est croissante donc il existe N > 1 tel que , pour tout n > N , p(A,) >1—¢.
Soit k> N ,ona Ve € Ay, pun(x) 2 u(z) donc
n—-+00

9

ez, nz No = (@) = p@)l < G975
aissi

> N, = n — <e.
n > max EZA | () — p(@)| < &
TEAL

On prend F. = Aj et N. = max N, , on a u(F.) > 1— ¢ et pour tout entier n > N, on a

cE€AL
D lpa(e) = ple) <€
xEF,

10.b) Soit A une partie de F , on a

[ (A) = p(A)] = [pa (AN FL) + pn (AN (E\FE)) — (AN FL) — p (AN (B\F))|
< pn (AN F) = p (AN F2)| + o (AN (B\F)) + 1 (AN (E\F))
S lpn (ANE) = p(ANE)| + p (E\FL) + pn (E\Fe) (car AN (E\F:) C E\F, )
(1) (2)

On a pour n > N,

(1) |Mn(AmFe)_:u(AﬂFs)|

Z ,un(CC)— Z /J(aj)

r€EANF. r€EANF.
< D (@) - p(@)]
xeANF.
< Y (@) — ()]
xeF.
< ¢
De plus
(2) p(ENFL) + pn (EN\Fe) <20 (ENFL) + |pn (E\F:) — p (E\F:)|
et
lpin (E\F:) — p(ENFL)| = |pn (F2) — p (F2)|
< > i (@) = p(2)]
zeF,
< ¢

Comme p (F;) > 1 —¢ alors u (E\F;) < ¢ et
(2)  p(BE\F:) + pn (E\F;) < 3¢

Ainsi pour tout n > Ng, |pn(A) — p(A)| < 4e

10.c) Conséquence des questions 9) , 10.a) et 10.b) .

11. Si (0k)en+ converge vers une probabilité ¢ dans B (P(E) ,R), alors pour tout n € N* | (6 ({#n})),cn- converge
vers 0 ({,}) . On a § ({x,}) = 0 pour tout k > n , donc § ({z,}) =0, ainsi 6 = 0 ce qui est absurde car 6 (E) = 1.
Donc (0x)j,cn+ ne converge pas dans B (P(E) ,R).

12.a) On utilise le théoréme de Bolzano-Weierstrass et une récurrence :

e La suite (1 (71)),cn st bornée dans R, donc on peut en extraire une sous suite convergente (f, (n) (xl))neN,

la suite (uwl(”) (arg))neN est aussi bornée dans R, donc on peut en extraire une sous suite (uwow(n)(xQ))neN

convergente , de plus (Nsolosoz(n)(xl))ner\; converge vers la méme limite que la suite (/‘L%@l(")(xl))neN .



e Soit m > 2, supposons qu’on a construit (¢x); <<, des applications strictement croissantes de N* dans N* telles

que, pour tout k € N* et pour tout entier 1 < i < m, la suite (K, om0, .00 (n) (Ti)) converge.

neN*
La suite (umowommﬂpm(n) (a:m_H))neN* est bornée dans R, donc on peut en extraire une sous suite convergente
(Hgpr0p50...0pmopmsi (n) (mm+1))nEN*, de plus les suites (1p, 0py0...0pmo00m1(n) (xi))neN* convergent pour tout 1 <
i <m.

D’ou le résultat .

12.b) Soiti e N*et h >k > i, la suite (utplomo_uow(n) (xi))neN* nEN® !

elles sont convergentes, donc elles ont la méme limite , ainsi cette limite commune ne dépend que de i et pas de k ,

est une sous suite de (“salosazomowc(n) (xl))

elle est notée pioo ().

12.c) Pour k € N* Papplication @y, est strictement croissante et pi(n) >n Vn , donc pri1(k+1) > k et

propao...opkr1(k+1)>propao...0pk(k)

ainsi 1 est strictement croissante.

On a pour tout z € N* et k > i la suite (Nwowomow(n) (,’El)) converge vers [i (2;) ,donc

neN*

Ve >0 ElNE y > N = ’ﬂ¢10¢20...0@k(71) (1'1) — Moo ($2)| <e€ 7Vk > { )

ce qui donne

Ve > 03N, ,n>N = it;p |,u¢1w2o_“wk(n) (i) — Moo (xz)| <e,

ou encore

Zglz Hpiopz0...00k(n) (xl) — Moo (33,)| n_:i_oo 0

c’est une convergence uniforme pour k > i.
Pour n assez grand on a

|t (ny (3) = poo ()| < Sup | Hpropm0..00n(n) (T1) — fioo ()]

donc | (pypr) (i) fhoo (5) -

N —
EeN* n_ 400

12.d)  Soit i € N*, (k) (mi))kEN* est une suite d’éléments de [0,1] , qui est fermé , donc p (2;) € [0,1] .
Pour tout k et n dans N* on a

n o0
> iy (@) €Y prp (@) =1
i=1 i=1
par passage a la limite sur k£ on obtient

D oo (i) <1
i=1

“+o0
comme fioo (z;) > 0 alors la série Y poo (z;) converge et | > pioo (z;) < 11|,
i>1 i=1

12.e) Soit £ > 0 et F. partie finie de F telle que

1—e<p,(F) = Zun(sc) Vn >1
zeF,

par passage & la limite sur n on obtient 1 —e < > puoo () , par suite
xeF,

—+00
1= <) oo (i) <1
=1

+oo
ceci etant pour tout € > 0 donc | > fioo (%) =1
i=1

Ainsi la famille (poo (2;)) définie une une unique probabilité, pe , par si A C E alors pieo (A) = > oo ().
€A

converge vers [ (z;) pour tout ¢ dans N*, d’apres la question 10) (,Uw(k))

1EN*

Nous avons () (2;)) converge

keN* keN*



Vers fio, dans B (P(E) ,R) , ainsi pio est une valeur d’adhérence de (pin),,cy -
Troisieme partie

13 On a
px(X(Q) =P(X € X(2)) =1.

Soit (Ap), ey une suite d’événements deux a deux incompatibles de X (£2). Les événements ([X € A,]), oy sont deux

a deux disjoints et

U[XGA,L][XG U 4.

neN neN

(U] = ey

= P(U[XeA,J)

neN

+oo

= Y P(XeA)
e

= ZMX(A )
n=0

on en déduit

Ainsi px est une probabilité sur F.
14 Soit X et Y deux v.a.r sur (2,4 ,P) et A une partie de E :

lux(A) —py(4)] = [P{X € A}) —P({Y € A})|
= |P(I{xeay =1) = P(ljyeay =1)|
= |E(l{xeay) —E(lyyveay)| (Tixeay(©)={0,1})
|[E(]]{XGA} —Tyveay)|
E([Txeay — Tveay)

‘H{XEA} — H{YEA}| prend les valeurs 0 ou 1, avec H“{XGA} — H{YEA}‘ = 1] =[X #Y]et H“{XeA} — “{YeA}| - 0] -
[X =Y] donc

E(|Txeay = Vyveay]) = P(|Vxeay —Tyveay| =1)
— P(X£Y)

Ainsi
ix(A) — py(A)] P(X £Y) VA€ P(E)

donc px — py est bornée et ’ lux —py] S P(X £Y) ‘ .

15.a) Soit w € Q, on a (X, (w)), ¢y est stationnaire et converge vers X (w) , donc {n € N, X, (w) # X(w)} est fini
et max {n € N, X,,(w) # X (w)} existe , d’ot L est bien définie.

15.b) Soit n € N, on a

[L>2n]={weQ, Xpw)#Xw) Vk<n}

donc [X,, # X]| C [L > n] par suite’lP(Xn;éX) < P(L}n)‘.

15.c) D’apres la question 14) on a ||uy, — px|| < P(X, # X) donc ] lpx, — px| < P(L > n) \

Remarquons que (J [L <n| = Q et ([L <n]),, est une suite croissante d’événements , le théoréme de la limite
n>1

monotone donne lim P(L <n) =1, par suite lim P(L >n)=0ainsi lim ||ux, —px| =0, cadpx, —
n—-+oo n—-+oo n—-+oo " n——+oo

ux -



16. Soit w € Q, la suite (1n(X(w))),cn+ €St stationnaire , car v, (X (w)) est nulle a partir d'un certain rang,

donc ¢, (X(w)) — X(w), dela question 15) (appliquée d la suite (Y (X)),cn«) OD A fiy (x) —  fix , Ce qui

n—-+oo n—-+oo
se traduit par

VeeN*, P(X=2z)= lim P@.(X)=u2)

n—-+oo

Quatrieme partie

17. Soient p; et pe deux probabilités sur N*. On suppose que Vr € N*, uq (N*r) = po (N*r).
17.a) SoitreN*etn>1,o0na

n+1 n
U N*rp; = (U N*sz') UN*rp,11
i=1

i=1

et
n n
N*rpp1 = (U N*Tpnﬂpi) U <N*7”pn+1\ U N*Tpnﬂpi)
= i=1
puisque
n n
UNrpniap: € [ Nrps
i=1 i=1
alors

n+1 n n
U N*rp; = (U N*Tpi> u <N*Tpn+1\ U N*Tpn+1pi> (%)
=1

i=1

17.b)  On suppose que Vr € N*, uy (N*r) = pg (N*r)

Montrons par récurrence sur n que pour tout r € N* :

i (N*r\ U N*m) = p2 (N*r\ U N*m)

i=1 i=1
Pourn=1,o0na
pr (N*P\Nrpy) = g1 (N*r) = pa (N"rpy)
= 2 (Nr) — o (N*rpy)
= po (N*r\N*rp;)
Supposons la relation vraie pour n et pour tout r € N*, on a alors
n+1 n+1
H1 (N*r\ U N rp1> = p1 (N*r) <U N TZ%)
=1
la réunion de la relation (x) est disjointe donc

n+1 n n
1 (N*r\ U N*m) = wm(Nr) = (U N*m) + (N*ran\ U N*Tpn+1pi>
=1

i=1 i=1

H1 <N*T\ U N*sz') + (N*Tpnﬂ\ U N*Tpn+1pi>

i=1 =1

L’hypothese de récurrence donne

n+1 n n
1 <N*7’\ U N*sz) = 2 (N*T\ U N*sz) + po <N*7’Pn+1\ U N*Tpn-s-mi)
i=1

i=1 =1

n+1
= o (N*r\ U N*rpi>

i=1



D’ot le resultat pour tout n et » dans N*.

(2

n
17.c)  Soit n et r dans N* . La suite (ul (N*r\ ‘U1 N*rpl)) est décroissante minorée donc elle converge , de
= neN*

+o00o
limite g1 <N*r\ U N*rpi) . On a alors
=1

=

—+o0 —+oo
H1 (N*T\ U N*sz) = p2 <N*T\ U N*sz)

=1 i=1

—+o00
SireN*etae N7\ |J Nrp; alors a = k.r et p; { k pour tout ¢ dans N*, forcement k =1 et a = r, donc
i=1

+oo
N*r\ U N*rp;, = {r}
i=1
Ainsi Vr € N*, uy ({r}) = p2 ({r}) d’on .

18. La relation ii) s’écrit , pour tout r € N*,
lim P (X, € Nr) =P(X € N*r)
n—-+4oo

ou encore

lim px, (N*r) = px (N*r).

n—-+oo
La suite (ux,, ), oy est tendue, d’apres 12.e) il existe 1) : N — N strictement croissante telle que (“Xw(n>)n
, dans B (P (N*),R), vers une probabilité px__ .
Pour tout 7 € N* on a |wa(n)(N*T) — px.. (N*r)| < ||MX'1/1(n) — pix. || donc X iy (NFT) o M (N*r) , de plus

nver
ey converge

iy (N'r) = lim e, (Nr) = px (Nr)

n—-+o0o0 n—-+oo
alors pux (N*r) = pux_ (N*r) | d’aprés la question 17) on a ux = ux,, -
Ce qui prouve que px est 'unique valeur d’adhérence de (x,),cy > de plus (px, ),y est bornée donc elle converge
vers px .

( ¢’est un exercice classique : toute suite réelle bornnée qui admet une unique valeur d’adhérence I , converge versl ) .

19. Soit r e N* et 4 € {1,2,...,5}, on a

[7" | XS)} = U {X,(f) =k.r ] (réunion disjointe)
k<[2]

1<
donc
p (r | X(w) _ ! [ﬁ} 1
On a
rizo] = N [r1x0]
1<i<s
- U ﬂ [X;«Li) =rk; } (réunion disjointe)

(k1,..ks)€[L,[2]] \1siss

donc

P (r | Z,(LS)> = Z P n [r | X }

(k1, ko) E[[1,[2]]] 1<i<s

= Z H P (r | X ) (indépendance des X))
(k1. k)€1, [2]] 1i<s

- (el



d’ou

lim P (r|zY) =L

n—-+oo

20.a) Soit s > 1 et Z une v.a.r telle que Z(2) = N* et P(Z =n) = - pour tout n € N* .

((s)n

k| Z] = U [Z =k.h] (réunion disjointe)
heN*

Pour pour tout £ € N* on a .

donc

Pk | Z2)=)Y_ P(Z=kh)

heN*

1
2 C(s)(k.h)*

heN*
1

ks
20.b)  Soit s > 2 un entier. On utilise la question 18) , les questions 19) et 20.a) donnent

1
lim P (r | z,gs)) -~ —P(r| 2)
7/-8

n——+o00

Vérifions que (u Z(s)> est tendue .
" neN

OnaP (Z,(ls) = k) <P (k | Zy(,s)> < % donc
5 _ £
k;;-l P (ZT(l) o k) = kzzng-l ks n—>—->i-00 0

Soit € > 0 il existe N tel que , si n > N alors > ki < ¢, on en déduit que
k>n+1

Sop (Zés) _ ) = pige ({1m}) 2 1—¢

1<k<n

D’apres la question 18) la suite (uz(s>> converge dans B (P (N*),R) vers Z et donc vers s ( car us et Z sont
n neN

de méme loi).
21. Soit s,n € N* avec 2 < s < n. Les variables XT(LI),XTSZ), .. .,Xy(f) sont indépendantes et suivent la loi
uniforme sur {1,2,...,n} et z8 = xWM A AXY. Done

Pu(s) = P(Z8) = 1) = iy (1)

Ainsi

i — (1) =
ngr}rloo P (s) = ps(1) = (s)

La question 7.c) donne

lim P,(2) =% ~0.60793, lim P,(4) =2 ~0.92394 et lim P,(6) = 2% ~0.98295 .

n—-+4oo n—-+oo n—-+oo
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