CCINP PSI 2025 Mathématiques - Un corrigé

EXERCICE

Probabilités

Q1. Puisque X ~ P(A), |I'espérance et la variance de la variable aléatoire X valent A |

Q2. En utilisant I'inégalité de Bienaymé-Tchebychev:

P(X = Al > A) = P(IX —E(X)| > A) < 35~ = 1

Q3. Soit w € {X >2A}. Alorson a X(w) — A= A. Or A >0, donc X(w) — A > 0.
On a ainsi | X (w) — A > A

L’événement {X > 2X} est inclus dans Pévénement {|X — A| > A}.

On peut aussi dire que {|X — A| = A} est la réunion de A = {X > A} n{X — X > A} et de
{X <A {=X+ A=A}, Or, Aest égal a {X > 2A}. D'ou la conclusion.

Q4. On a donc P(X > 2)\) < P(|X — A= )\). D’ou d’apres Q2 :
1
P(X >2)) < N (1)

4 - A - (At)" - fo
Q5. Pour tout réel t, la série g e —'t = e E — est convergente, car on reconnalt une serie
n! n!
n=0 n=0

exponentielle.

’L’ensemble de définition de Gx est R.

Q6. Pour tout t € R, Gx(t) = e et = M2 = A,

VteR,  Gx(t) =M,

Q7. Soient t > 1 et a € R. Notons ng le plus petit entier naturel supérieur a a. On a :

P(X > a)= i P(X =n).

n=ng



Q8.

Qo.

Q10.

Or, puisque t > 1, on a pour n > ng > «, t* < t" d’ou :

P(X>a)t"< Y P(X =

n=ng
En ajoutant des termes positifs, on majore Z P(X " par Z P(X " qui est Gx(t).
n=ng
D’ot, en divisant par t* > 0 :
PX > a) < Gfa(t)
G+ (t A(t—1)
Avec a = 2\, on obtient P(X > 2)\) < x(1) _ .
£22 122
Cela étant vrai pour tout t > 1, on a avec t =2 :
e e\
P(X >2)) < 35 = <Z> 2)

Puisque A > 0, on a par stricte croissance du logarithme népérien :

LS (S)A e —In(\)>Aln (Z) e B o

AT 4 A
. In(A) \ . : 1
L’étude de W : \ — 3 sur RY montre que ¥ admet un maximum atteint en e valant —.
e

On admet que e - (In(4) — 1) > 1,05, donc

VA > 0, In(\) o 1 _In(4) -1
e

A1
On a donc pour tout A > 0, <Z) < <y

La majoration (2) de P(X > 2\) est la plus précise que la majoration (1).

PROBLEME 1

Séries de Fourier

0
Par la relation de Chasles, / f)ydt = fdt + / f(t)

Enposantt——u,ona/_ﬂf(t) /f du—/ f(=

Si f est paire, alors /Tr f(—u)du = / f(u)du = / f(z)dx (variable muette).
0 0 0

On a donc /7r f(t)dt:2/7rf(t)dt

- 0
Si i ire, al ' —u)du = — ' d ’ dt =
i f est impaire aors/o f(=u)du /0 f(x)dz et /_ﬁf(t) t



Q11. Soit une fonction g : R — R telle que pour tout = € ]0; ] :

T™T—X

2

g(z) =

Si g convient, on doit avoir g(0) = 0 (car g est impaire).
Et pour x € [-7;0[, g(z) = —g(—2z) = —W;—x, car —z € |0; 7.

La fonction est alors déterminée de fagon unique par 27-périodicité.

Réciproquement, en posant :

—W;—x sixe]|—m0],
g(r) =40 siz=0
W;I si z € ]0; 7]

et en prolongeant g par 27-périodicité, on définit une fonction g sur R.

e Par construction, g est 2m-périodique.

e La fonction est bien continue par morceaux sur R, car elle est continue sur |—m; 7] \ {0} et les
limites directionnelles aux éventuels points de discontinuité sont finies :

l(i)rpg:geR,l(i){ng:—gG]R,lTirrpg:OER,lerszl_iTrgg:OGR.

Remarque : On constate que g est en fait continue en 7.

e La fonction g est impaire sur [—7; 7] et pour tout x € R, il existe un k € Z, tel que
—x + 2km € [—m; 7 et alors:

g(—=) = g(—z + 2k) = —g(x — 2k) = —g(x).

Il existe une maniere et une seule de définir g sur R

telle que ‘ g soit continue par morceaux, impaire et 2w-périodique sur R. ‘

On obtient le graphe ci-dessous (en z = 0 (mod 27) la fonction est discontinue et vaut 0) :

w/2 J
Zn 2\3# -7 Tv\;ﬂ‘ 3'7\4:7
—7/2

1 ™
Q12. Rappelons que g est impaire, donc ag(g) = —/ g(t)dt = 0.
T

—T

1 s
Comme sin(0) = 0, by(g) = —/ 0dt =0 .

™

Soit n € N*. La fonction t — ¢(t) cos(nt) est impaire, donc a,(g) = 0.

2 [T 2 [Tm—1t
La fonction t — ¢(t) sin(nt) est paire, donc b,(g) = —/ g(t) sin(nt)dt = —/ T 5 sin(nt)dt.
T Jo 0




On calcule / (m—t) sin(nt)dt par intégration par parties en utilisant (les fonctions sont bien de classe
0

Clsur [0,7]) u(t) =7 —tetvt) = ! Cos(mf) (rappelons que n # 0):

s s 1 ™
/ (m —t) sin(nt)d [ T—t)— cos(nt)] - — / cos(nt)dt
0 0

0 n
s

=0+ % - % {— sm(mﬁ)] 0

n

On a montré que ag(g) = by(g) = 0 et que pour tout n € N* a,(g) =0 et b,(g9) = —
n

Partie 11 - Convergence d’une série de Fourier
Q13. Soit (z,t) € R x [0;1].

’1 —te*|? = 11 — tcos(z) — isin(z)|* = (1 — tcos(x))? + 2 sin?(x)

Pour ¢ = 0, ce module vaut 1 et donc il n’est pas nul. Pour ¢ € ]0, 1], on a donc :

|1 — tel®

=0 <= sin(x) =0 et tcos(z) = 1.

Si sin(z) = 0, on a soit cos(x) = —1, mais t = —1 est exclu; soit cos(x) =1 et t = 1.

Pour (z,t) € R x [0;1],

1 — te*| = 0 si et seulement si # = 0 (mod 27) et ¢ = 1.

Q14. Soient (a,b) ER* tel que 0 < a < b < et x € [a;b].

La fonction ¢ : t — |1 - teix} est continue sur le segment [0,1]. D’apres le théoreme des bornes
atteintes, elle admet un minimum m. Comme ¢ est positive, on a m > 0.

De plus, d’apres la question précédente cette fonction ne s’annule pas car x # 0 (mod 27).
Donc m # 0.

Il existe m € R tel que pour tout ¢ € [0; 1], ‘1 —tel| > m.

Q15. Soit x € |0; 7.

1 1
Pour tout t € [0, 1], ——— (d’apres la Q14, m > 0).
11— e”’| m
" 1
Comme t" > 0, H—t| t" et on obtient par croissance de l'intégrale :
— ell’
" 1
0< —.dt < —dt tndt —
o |1 —te| m m

On en déduit par le théoreme des suites encadrantes :

1 tn
lim / ———dt=0
n—+oo [ |1 — tel?|

Remarque: On aurait pu ne pas demander la Q14 et faire utiliser le théoreme de convergence dominée...

N



Q16. Soit N € N*. Soient = €]0;7[ et t € [0;1], on a t" 'e"* = & (teim)n_l.

On a donc une somme de termes consécutifs d’une suite géométrique de raison te™

N
§ :tn—lemm _ elm
n=1

tem 1 - tNeiNm

Mz

1 — teix

n=1

Q17. Soit x € |0; 7.

1
Par linéarité de I'intégrale, on obtient avec / "t = —
0 n

) 1 1 ] 1 1 ] tNeiNr
E et — = / e’ —dt — / e’ —dt
n 0 1 —tew 0 1 —tew

n=1
Or : 1 ) tNeiN:E 1 tNeiN:E 1 tN
/ew .dt’ </ er ¢ dt:/ LAY
1 N 1 4NNz
D’apres Q15, lim ———dt = 0, donc par encadrement lim e —dt =0
N—oo Jq |1 — telr| N—oo Jq 1 — te=

inz 1 el 100 inx
Donc la série E converge et —dt = E :
n o 1 —te” <N

n—=

n=1

Remarque : La aussi, le concepteur a évité le théoreme de convergence dominée.

Q18. Soit A € ]—1;1].
Pour tout t € [0,1], #* =2\ +1=(t —A)* +1 -1 > 1 -\
Comme 1—\* > 0, le trindme ne s’annule pas, l'intégrale I()\) existe en tant qu’intégrale d une fonction

continue sur un segment.

Si on connailt par coeur une primitive de x —» on conclut rapidement; sinon, on procede par

. 22 + a?’
changement successifs :

On pose u=1¢— \:

1 1 1-X 1
=[] —— dt= -
() /0 o1 /_A 1 e

Puis on pose u = V1 — A2 z, on a du = v1 — A2 dx :

1 1=-N/V1=x2 4
I(A) =v1-— )\2/ dz.

dr =
AVI=XZ (1—>\2)9€2+1—>\2 V1= )2 /_A/m x?+1

On reconnait la dérivée d’arctan. D’ol en utilisant I'imparité :

1 (1-X)/v/I-A2

I\ = —— {arctan(x)] = ; (arctan (i> + arctan (L))
RV i V1IN V1= 2 1-x2/))°




Q19. Soit z € ]0;7[. On a A = cos(z) € ]-1;1[. Et /1 — cos?(z) = | sin(z)| = sin(z)

/0 — - = 1 (costo) = Sml(x) (t (1——(§>) + arctan (g;)) |

1 — cos(x) _ 2sin?(z/2)
sin(z) 2sin(z/2) cos(z/2)

D’une part, = tan(z/2). Comme g € }O; z[ :

2

arctan (1;;3—?;5@) = arctan (tan(x/2)) = g

sin(f —
D’autre part, Cés(x) = < ) = tan (ﬁ - 95) Comme — — € }0; z[ :
sin(x)  cos(§ — ) 2 2 2

arcton (S50 ) — arctan (van (5~ 1)) =3 -

D’ou :

/1 1 df — 1 <x n s ) 1 T—X
— — — 1) = . .
o 1—2tcos(x) + t2 sin(z) \2 2 sin(z) 2

100 ing 1 iz
Q20. D’apres Q17, Sy(x) = Im (Z en ) =1Im </ 1 ¢ teizdt)
, 1—

n=1

. ) iz eix_t
Or, (1 —te™)(1 —te™™)=1-2¢ t?, d'ot — = . Donc :
r, ( e )( e ) cos(z) +t%, d’out [t~ 1—2tcos(a) 1 2 onc

S,(x) = /0 T (1 _eizeiz> dt = /0 1 — 2:22% it = sin(a)1 (cos()).

D’apres Q19, on obtient

Vo € |0;m], Sy(x)=sin(x)- n(0) 2 =5 = g(x)
Rappelons que :
VeeR, S,(z) = sin(nz)
n
n=1
Donc S, est 2m-périodique, impaire et on a Sy( Z

D’apres Q11, les fonctions S, et g sont identiques.




Q21.

Q22.

Q23.

Q24.

Q25.

Q26.

PROBLEME 2

Inégalité et matrices de Hadamard

Notons h la fonction définie de R dans R par :  Vx € R, h(z) =€" — (1 +z).
h est continue et dérivable sur Ret: Vaz € R, h'(z)=¢e" — 1.

T | —00 0 400
n - 0 +
On obtient donc le tableau de variations suivant : +00 +00
h ¢ /!
0

Ce tableau permet d’affirmer que |Vz € R, e >x+ 1‘ et ‘Vl‘ ER, =142 <= z=0.

Fixons ¢ entre 1 et n.
On remarque que comme les réels \; ne sont pas tous nuls et positifs, A est un réel non nul.

: o Ai P Y Ai
La question Q21 appliquée a x = i 1 donne immédiatement i < exp 1 1), avec

égalité si et seulement si A\, = A.
Par définition, Z Ai=nA et H A =G".

i=1 i=1
En multipliant les n inégalités portant sur des nombres positifs obtenues a la question Q22, on obtient

pIRY
Ege:cp %—n soit Egl et donc |G <A

e Supposons : Vi€ [1,n]], A=A Alors A=G=)\.

e Réciproquement supposons que G = A. Alors, en reprenant les inégalités de la question Q23, il
est nécessaire qu’il y ait égalité dans chaque inégalité de la question Q22. Or cela n’est possible
quesi Vie[l,n], N=A etdonc Vie[ln], \=A.

e On a donc bien prouvé que |G = A si et seulement si \y = Ay = -+ = )\n.‘

S est une matrice symétrique réelle donc le théoreme spectral permet d’affirmer que

S est diagonalisable dans ., (R).

S a donc n valeurs propres réelles (et strictement positives par hypothese) notées A1, Ag, ..., A, et le
cours indique que

n

det(S) = [N et Tr(9) = i Ai.

i=1

Les valeurs propres de S sont des réels positifs et non tous nuls donc les questions Q23 et Q25 donnent

Tr(S)

(det(S)"" < =




Q27. e Supposons qu’il existe A > 0 tel que S = AI,.
Alors  det(S)=A" et Tr(S)=nA donc (det(S)Y"=\=
Tr(S)

Tr(S)

n

e Supposons  (det(S))/" =
Cette égalité est le cas d’égalité dans G < A donc par la question Q24, toutes les valeurs propres
de S sont égales a un méme réel A\. Comme S est définie positive, A > 0. De plus, S est
diagonalisable donc elle est semblable a AI,, et finalement S = A\[,,.

e On a donc prouvé que

/n _ TI'(S)

(det(S5)) < IA>0/S=A,.

Q28. S est une matrice symétrique définie positive donc VX € .4, (R) ~ {0}, XTSX > 0.
Notons (E, Es, ..., Ey,) la base canonique de .#,;(R).
Fixons j entre 1 et n et considérons X = E;. On a donc X # 0 et ainsi X7 SX > 0.
Or X'SX =(X,5X)=s,;.

Ainsi:  Vje[1,n], s;;>0.

Q29. On remarque que la matrice D est bien définie et inversible d’apres la question Q28.

0 si 1#£]

e Notons D_l = (di,j)léi,jén' Alors V(Z,]) € [[1771]]2, d@j = 1
554
Notons D 'SD™! = (a;;)1<ijen. Alors , pour (i,j) € [1,n]? on a, par définition de D' :

si 1=

3

aij =Y dip(SD™ ;= di i (SD™Y);; = di ikl = dii Sij dj;

k=1 k=1

. . _ _ S .
Ainsi: D7'SD7! = (4>
Vi S35/ 1<ij<n

e On a clairement V(i,5) € [1,n]]*, aij=a;; et Vie[l,n], a;=1 donc

D7'SD™! est une matrice réelle symétrique dont les éléments diagonaux valent 1.

e Enfin, prenons X un élément non nul de .#,;(R). On a, puisque D" est diagonale :
X'D'SD'X = XT(DHY'SD'X = (D' X)'S(D'X) =YTSY

en notant Y = D' X. Comme X est non nul et D! est inversible, le vecteur Y est non nul.
Et comme S est définie positive, on en déduit que XTD1SD'X =Y7TSY > 0.

On a ainsi prouvé que | D"'SD™! est une matrice réelle symétrique définie positive.

Q.30 e Lamatrice D"1SD™! est une matrice réelle symétrique définie positive donc par la question Q26 :

—1ap-1
(det(D-1gD-1))/n ¢ TDTSDT)

n



D’aprés la question Q29, Tr(D7'SD7!') =1, donc (det(D'SD™)Y" <1 puis
det(D'SD™!) < 1.

Or det(D'SD™) = (det(D™1))? det(S), donc, comme les réels manipulés sont positifs, on
obtient  det(S) < (det(D))?,  soit, par définition de D,

det(S) < H Sj,j
j=1

e On a utilisé Q27 pour montrer cette inégalité, et d’apres Q27 :
Tr(D-'SD™1)

n

det(S) = [[ 575 <= (det(D™'SD™"))"/" =

< IA>0/D'SD =)\,

<~ IN>0/85=\D?

< IA>0/V(G, ) e[1,n])? (#j = s,;=0) et si;i=Asi
= V(i,j) € [Ln]?, (i#) = s,;=0)

On a donc prouvé que :

det(S) = H s;; siet seulement si S est diagonale.

Q31. Soit M une matrice inversible. Notons A la matrice MT M.

e On a, par propriété de la transposée , AT = M7 (MT)' = M™M = A, donc A est une
matrice symétrique.

e Deplus VX € #,(R)~{0}, XTAX =X"MTMX =(MX)"(MX)=||MX|J?
|| || désignant la norme euclidienne usuelle sur .4, (R).
Si M X est le vecteur nul, alors comme M est inversible, on obtient que X est le vecteur nul, ce
qui est exclu.  On en déduit donc

VX €y (R)~ {0}, XTAX >0

e Et on conclut que |M™M € S (R).

Q32. Il y a une erreur d’énoncé. Le résultat annoncé n’est pas vrai pour les matrices non inversibles.
Considérons une matrice M = (m;;)1<ij<n  de A, (R).
a) Supposons M inversible.
e La question Q31 indique que M7 M € ST (R).

La question Q30 permet alors d’affirmer que — det(M* M) < H M TM
1

Or det(MTM) = (det(M))*> et Vje[l,n], (MTM);; memm > (mig)*

k=1
Et finalement, en prenant la racine carrée de ces réels positifs :




e En utilisant les notations de 1’énoncé, et par définition du produit matriciel, on a :
V(7)€ [1,n]?,  (M"M);; = (C;,Cy).

Donc, la question Q30 permet d’affirmer que

|det(M)| = (H <Z(m”)2>> <= M"M est diagonale <= Vi # j,(C;,C;) = 0.

i=1

J=1

b) Supposons M non inversible.

e Alors det(M) = 0, donc 'inégalité (3) est trivialement vraie.
e De plus

o) = (I (3] ) = 0 =TT (3tonr)
— dje(Ln]/ Z(mi,j)Q =0

e 3Jje(1,n] /Vie[Ln],m,=0

Et finalement

det(M)] = (H (me?)) — 3jelLn] /C =0,

j=1 \i=1

Q33. Soit M = (mij)i<ij<n € Hn(R) telle que V(i,5) € [[1,77,]]2, Im; ;| < 1.

e Onaainsi: V(i,7) € [1,n]?, (mi;)* <1 et

n

Vje [[1,71]], Z(mi,j)2 <,

i=1
Comme on a sommé n inégalités pour obtenir ce résultat, on a , pour j € [1,n] :

Z(mi7j)2 =n <= Vie[L,n], (m,?=1<<= Yic[l,n], |mi,| =1

=1

Comme on manipule des réels positifs, on ne change pas le sens des inégalités en utilisant des
produits et , par (3) :

De plus,

10



e Conclusion :

e Supposons que |det(M)| = n?.

Cette égalité implique les cas d’égalités cités ci-dessus, ainsi que le cas d’égalité de la question
Q32. On vient de voir que cette égalité entraine que  V (i,j) € [1,n]% |mi;| =1, donc M
ne comporte pas de colonne nulle, donc par la question Q32, les colonnes de M, C1, Cs, ..., C,,
sont deux a deux orthogonales.

Oronavuque VY (i,7) € [1,n]?, (M"M);; = (C;,C;). Donclamatrice M” M est diagonale.
De plus :

n

Viellnl, (M"M);;=> (miy;)*=n

=1
Donc
MTM = nlI,

Supposons que MM =nlI, et V(i,j)€[1,n]? |mi | =1.
Alors  (det(M))*>=n" et |det(M)|=nc.

|det(M)| < n2

|det(M)| =n? — (M™M =nI, et Y(i,j)€[Ln]* |mil=1).

1
Q34. On suppose que M € H,, donc —M?" x M =1, donc
n

Q35.

eSi n>2 alors |[(M),|=

1
M est inversible et M~ !'= —MT.
n

|m171| . 1

=—#1 donc |M'¢H,.
n

eSi n=1 alors M'=M et

M M

e Notons A la matrice par blocs, A = ) = (@ j)1<ij<n-

M —M
M e M, donc VY (i,j) € [L,n]* |myl=1 etainsi V(7)€ [Ln]?* o, =1
De plus, comme MTM =nl,, on a:

Mt MT M M onl, 0
T _ o n n,n o
A= (MT —MT> 8 (M —M> - (om 2n[n> = 2nlan

On en déduit que
M M
(M —M) € Han

Montrons par récurrence sur p € N, lassertion Q,, : "27 € H"

Qo et Q; sont vraies car (1) € Hy et N € Ho.

Supposons Q,, vraie et montrons que Q4 est vraie .

Par hypothese, 2P € H, donc Har # () donc il existe une matrice M appartenant & Hop.

M ) € Haxor, donc Hop+1 # 0 et ortl « .

M
Alors d’apres le premier point, < M oM

Ainsi Q,; est vraie .
Par principe de récurrence, on a

VpeN, 2 ecH|

11



Q36.

Q37.

Q38.

MTM = nl, donc V¥ (i,§) € [1,n])% @aq>:{031?#1

n st 1=
En particulier, (Cy,C3) = 0. Comme les coefficients de C sont tous égaux a 1, la somme des
coefficients de Cy vaut 0. Or, par hypothese, les coefficients de C5 valent 1 ou —1. Donc il y a autant
de 1 que de —1 et

Sachant que tous les coefficients de C; valent 1, et que les autres coefficients valent 1 ou —1, on a :

(C’l,CE):Zmi,g:lxx—l—l><y+(—1)><z+(—1)><t:x+y—z—t
i=1

De méme "
(C1,C3) =x—y+2z—1t et (Cy C3)= memi,g =x—y—z+t
i=1
On a envisagé tous les cas possibles pour Cy et C3 donc z+y+z+t=n.
Cela fournit le systeme :

r4+y—z—1t = 0
r—y+z—1t = 0
(5) r—y—z2z+t = 0
r+y+z+t = n
On résout (5) :
([ —y+2+t =z (1) —y+z+t =z (1)
y—z+t =z (2 t =z (D+(2)
)=\ yizct =2 (3 T =z (1)+(3)
(| 7+y+z+t = n (4) r+y+z+t = n (4)
(y —
t =z
=
z = x
dr = n

On en déduit donc que

n est un multiple de 4.
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