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Partie I. Autour de la suite de Fibonacci.

I.A. Questions préliminaires.

Question I.A.1.En d�eveloppant dire
tement c = ab ave
 a = n−1∑

i=0 ai2i et b = n−1∑

j=0 bj2j on obtient :

c = n∑

i=0( n∑

j=0 aibj2i+j

︸ ︷︷ ︸

di

) 
e qui 
onduit �a additionner n entiers di.Le 
al
ul de 
haque entier di demande n multipli
ations de bits don
 le 
al
ul de tous lesentiers di demande n2 multipli
ations de bits.Comme 
haque entier di ne d�epasse pas 2n bits, 
haque addition requiert O(n) additions debits et don
 au total O(n2) additions de bits.Ainsi le 
o^ut du produit de deux entiers 
od�es sur n bits est-il de O(n2) additions et multi-pli
ations de bits. �Remarque : on a aussi c = ∑

i∈A

( n∑

j=0 bj2i+j

︸ ︷︷ ︸

ei

) en notant A l'ensemble des indi
es i tels que
ai 6= 0.Il n'y a alors plus de multipli
ations et le nombre d'entiers ei �a ajouter peut ^etre signi�
ative-ment moindre que n don
 le nombre d'additions de bits moindre que n2. On rajoute seulement
n tests de nullit�e des bits de a.

Question I.A.2.�A part le prin
ipe de la multipli
ation rapide de Knuth (mais non au programme !!) je ne voispas.Quitte �a 
ompl�eter a et b par un bit fort nul, on suppose a et b 
od�es sur 2n bits. On �e
ritalors a = α1 + 2nα2 et b = β1 + 2nβ2 ave
 α1 = n−1∑

i=0 ai2i et α2 = n−1∑

i=0 an+i2i et idem pourla d�e
omposition de b.Alors ab = α1β1 + 2n
((α1 + α2)(β1 + β2)− α1β1 − α2β2) + 22nα2β2.Ainsi le 
al
ul de ab se ram�ene au 
al
ul du produit de 3 entiers sur n bits :α1β1, α2β2et (α1 + α2)(β1 + β2) et au 
al
ul de 4 sommes d'entiers 
od�es sur au plus 2n bits (lesmultipli
ations par 2n et 22n se traduisent par �(n) d�e
alages de bits).Notons T (2n) la 
omplexit�e temporelle de 
et algorithme de type diviser pour r�egner.La 
r�eation des 4 entiers α1 et βi se fait en un temps proportionnel �a n (4n re
opies de bits).Le 
al
ul de (α1 + α2) et (β1 + β2) en O(n). De m^eme que le 
al
ul des 3 autres sommes etles multipli
ations par 2n et 22n une fois les 3 produits d'entiers de taille n e�e
tu�es.Ainsi T (2n) = 3T (n) +O(n1). Comme 1 < ω = log23, il vient T (n) = �(nω). �

Question I.A.3.En notant f(p) = ap, f satisfait la r�e
ursion f(0) = 1, f(2p) = x ∗x et f(2p+1) = a ∗x ∗x ave

x = f(n). On e�e
tue ainsi un nombre de multipli
ations de l'ordre de log2(p) (
'est �a dire del'ordre du nombre n de 
hi�res de l'�e
riture de p en base 2) au lieu de p − 1 par l'algorithme\na��f". �
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Remarque : 
ela d�ebou
he naturellement sur un algorithme r�e
ursif non terminal que l'on peutfa
ilement d�er�e
ursi�er en un algorithme it�eratif 
ar il s'agit d'une r�e
ursion sur N li�ee �a lafon
tion de des
ente du \diviser pour r�egner" : n 7−→ Int(n/2) qui se traduit par un simpled�e
alage �a droite des bits de l'entier n.L'int�er^et de la d�er�e
ursi�
ation est que la 
omplexit�e spatiale est alors en θ(N) bits o�u N estla taille du r�esultat et �evidemment on ne peut esp�erer mieux !

I.B. Diverses façons de calculer fn.

Question I.B.1.L'�equation 
ara
t�eristique r2 − r − 1 = 0 admettant pour ra
ines � = (1 +√5)/2 et� = (1−√5)/2, il existe deux 
onstantes α et β telles que fn = α�n + β�n.Les 
onditions initiales f0 = 0 et f1 = 1 fournissent α = −β = 1/√5.ainsi fn = 1√5(1 +√52 )n

− 1√5(1−√52 )n

∼ 1√5(1 +√52 )n.Comme les logarithmes de deux in�niment grands �equivalents sont �equivalents, le nombre debits dans l'�e
riture en base 2 de fn qui est �equivalent �a log2(fn) est don
 �equivalent �a λn ave


λ = log2(�).Ainsi tout programme 
al
ulant fn aura don
 un temps au moins lin�eaire : le temps de g�en�ererles bits de fn. �

Question I.B.2.

let rec fibo n = if n < 2 then n else fibo (n-1) + fibo (n-2);;

fibo : int -> int = <fun>

Question I.B.3.Notons Rn le nombre d'appels r�e
ursifs n�e
essaires au 
al
ul de fn par la fon
tion pr�e
�edente.Il vient Rn = 2 + Rn−1 + Rn−2 et R0 = R1 = 0. Ainsi la suite R′

n = Rn − 2 v�eri�e la m^emer�e
urren
e que la suite (fn) ave
 R′0 = R′1 = −2.Il existe don
 deux 
onstantes a et b telles que Rn = 2 + a�n + b�n ∼ a�n. �

Question I.B.4.

let fibo2 n = let x0 = ref 0 and x1 = ref 1 in

for k=2 to n do let x = !x1 + !x0 in

x0 := !x1;

x1 := x

done;

!x1

;;

fibo2 : int -> int = <fun>Ce programme 
al
ule fn pour n > 1.Il e�e
tue n − 2 additions. De mani�ere plus pr�e
ise lors de la bou
le d'indi
e k il ajoute fk−1et fk−2 dont le nombre de bits est �equivalent �a λk (question pr�e
�edente) don
 est un �(k).Ainsi la 
omplexit�e temporelle en additions de bits est n∑

k=2 θ(k) = �(n2) ��A 
haque instant il 
onsomme trois 
ases m�emoires dont la plus grande taille est 
elle utilis�eepour 
od�ee fn �a la �n soit �(n) bits. �
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Question I.B.5.On 
al
ule An par l'algorithme d'exponentiation rapide (d�er�e
ursi��e) don
 ave
 �(lnn) mul-tipli
ations de matri
es.Chaque multipli
ation de deux matri
es demande 8 multipli
ations et 4 additions d'entiersd'au plus n bits. (
ar les matri
es sont remplies ave
 des fk ave
 k 6 n+1 (Cf question I.C.1)ou ave
 des 0 et des 1 (
as de la matri
e A pour une puissan
e impaire)).En e�e
tuant les multipli
ation d'entiers ave
 la multipli
ation rapide de Knuth, 
haque mul-tipli
ation de matri
es a une 
omplexit�e temporelle en O(nω) ave
 ω = log2 3.Ainsi la 
omplexit�e temporelle totale du 
al
ul de fn est O(nω lnn) = o(n2). �En utilisant la version d�er�e
ursi��ee de l'exponentiation rapide (Cf I.A.3), la 
omplexit�e spatialeest 
elle du r�esultat An 
'est �a dire �(n) bits. �

Question I.B.6.Soient un entier k �x�e, Xn = (

fn

fn+1 ) o�u fi est la 
lasse de fi modulo k et An la matri
e dontles �el�ements sont les 
lasses modulo k des �el�ements de An. Alors, la relation de 
ongruen
e�etant 
ompatible ave
 la multipli
ation et la multipli
ation, Xn = An Xo et An = A
n.On 
al
ule alors A

n par l'algorithme d'exponentiation rapide d�er�e
ursi��e d'o�u 
omme pr�e-
�edemment �(lnn) multipli
ations de matri
es dans Z/kZ.Chaque multipli
ation de matri
es demande 8 multipli
ations et 4 additions dans Z/kZ.Pour multiplier deux �el�ements de Z/kZ 
od�es par leur repr�esentant entre 0 et k−1 on e�e
tued�eja la multipli
ation dans Z de 
es deux 
odes qui sont sur �(lnk) bits. D'o�u pour 
ela une
omplexit�e temporelle de �(ln2 k). Puis le 
al
ul du repr�esentant entre 0 et k − 1 de la 
lassede 
e produit inf�erieur �a k2 se fait par au plus k − 1 soustra
tions de l'entier k don
 par auplus k − 1 additions d'entiers 
od�es sur au plus log2(k2) = �(ln k) bits d'o�u une 
omplexit�etemporelle de �(k ln k). Ainsi la 
omplexit�e temporelle du produit de deux �el�ements dans
Z/kZ est de �(ln2 k + k ln(k)) = �(k ln k).C'est aussi la 
omplexit�e du produit de deux matri
es dans Z/kZ.Finalement la 
omplexit�e temporelle du 
al
ul de la 
lasse de fn modulo k est de �(k ln k)�(lnn)Don
 pour k �x�e, lorsque n → +∞ on a une 
omplexit�e temporelle en �(lnn). �Par le m^eme argument que dans la question pr�e
�edente, la 
omplexit�e spatiale est i
i born�ee.
�

I.C. Utilisation d’automates.

Question I.C.1.V�eri�
ation imm�ediate par r�e
urren
e. �

Question I.C.2.En remarquant que A2n+1 = AnAn+1 et en utilisant la question pr�e
�edente (ainsi que lar�e
urren
e de Fibona

i), on obtient par identi�
ation des termes des deux matri
es :






f2n = fn(2fn+1 − fn)

f2n+1 = f2n + f2n+1

f2n+2 = fn+1(2fn + fn+1)
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Question I.C.3.Notons f′k = fk [2℄ et Mn = (f′n, f′n+1).Il r�esulte fa
ilement de la question pr�e
�edente que :

f′2n = f′n f′2n+1 = f′n + f′n+1 f′2n+2 = f′n+1 (1)Remarquons par ailleurs que si anan−1 . . .ak est le 
odage d'un entier p alors anan−1 . . .ak0est le 
odage de 2p et anan−1 . . .ak1 
elui de 2p+ 1.Soit Q l'ensemble des valeurs possibles de Mn.Si l'on 
onnait Mp, l'�etat �a la suite de la le
ture des bits de p : anan−1 . . .ak alors on 
on-nait l'�etat �a la suite de la le
ture de anan−1 . . .ak0 et de anan−1 . . .ak1. En e�et il s'agitrespe
tivement de M2n et M2n+1 
al
ulables gr^a
e �a (1).Ce qui fournit l'automate d�eterministe suivant en notant D l'�etat initial 
orrespondant �a unesuite de bits nuls :

D

(1,1)

(0,1)

(1,0)

1

0

0

1 1

0

0
1

Question I.C.4.2050 = 2048 + 2 = 211 + 2 = 100000000010 et la le
ture de l'automate 
onduit �a l'�etat (1, 1)don
 f2050 ≡ f2051 ≡ 1 mod(2) �

Question I.C.5.On a fn+3 = fn+2 + fn+1 = 2fn+1 + fn don
 f′n+3 = f′n. �On a 2050 = 3× 683 + 1 don
 f′2050 = f′1 = 1 �

Question I.C.6.Modulo 3 on a 2n ≡ −n et 2n + 1 ≡ −n + 1. D'o�u le tableau suivant des 
ongruen
es de 2net 2n + 1 en fon
tions de 
elle de n :
n 0 1 22n 0 2 12n+ 1 1 0 2

D

1

0

2

1

0

0

1 1

0

0
1

Ce qui fournit l'automate
i-
ontre identique au pr�e
�edent.
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I.C. Une généralisation.

Question I.D.1.

let rec g m n = match 0 with

| _ when n = 0 -> 0

| _ when n < m -> 1

| _ -> (g m (n - m)) + (g m (n - 1))

;;

g : int -> int -> int = <fun>Le temps de 
al
ul Tn de gn v�eri�e la relation Tn = Tn−m + Tn−1 + An en d�esignant par Anle temps de l'addition de gn−m et de gn−1.L'�equation 
ara
t�eristique est P(r) = rm − rm−1 − 1 = 0. Elle n'admet au
une ra
ine multiple
ar les seules ra
ines de P′ sont 0 et (m− 1)/m non ra
ines de f (les seules ra
ines rationnellespossibles a priori de P sont 1 et -1 par le th�eor�eme de Gauss).Comme P est stri
tement 
roissant sur [1,+∞[ il admet une unique ra
ine λ0 > 1. Une �etudefa
ile des variations montre que si m est impair, λ0 est la seule ra
ine r�eelle et que si m estpair il y a une seule autre ra
ine r�eelle : µ ave
 −1 < µ < 0.En outre si z est une ra
ine non r�eelle alors |z|m = |zm−1− 1| 6 |z|m−1+1 < 1 (en e�et z nonnul 
ar non r�eel).En 
on
lusion toutes les ra
ines (r�eelles ou pas) de P sauf λ0 sont en module stri
tementinf�erieures �a 1 et toutes les ra
ines sont simples.Don
 il existe (a0, a1, . . ., am−1) ∈ R
m tel que gn = a0λn0 + m−1∑

i=1 aiλi ave
 λ > 1 et |λi| < 1.Or a0 6= 0 sinon la suite (gn) 
onvergerait vers 0 
e qui n'est pas 
ar il est imm�ediat que
gn > 1 pour n > m. Ainsi gn ∼ a0λn0 .Il en d�e
oule que le nombre de bits dans le 
ode de gn (don
 �egalement de gn−m et gn−1) est�(n) don
 An = �(n).Ainsi Tn = Tn−m + Tn−1 +�(n) et T0 = .. . = Tm−1 = α (α le temps de traitement d'un 
asde base de la r�e
ursion).Sans tenir 
ompte du temps de l'addition on a T ′

n = T ′

n−m + T ′

n−1 don
 (Cf �etude pr�e
�edente)
T ′

n ∼ b0λn0 .La pr�esen
e de �(n) dans la r�e
urren
e de la suite (Tn) rajoute un terme polyn^omial.Finalement Tn ∼ b0λn0 et la 
omplexit�e temporelle, 
omme on pouvait s'en douter, est expo-nentielle. �

Question I.D.2.

let g3 n = match n with

| 0 -> 0

| 1 | 2 -> 1

| _ -> let x0 = ref 0 and x1 = ref 1 and x2= ref 1 in

for k=3 to n do let x = !x0 + !x2 in

x0 := !x1;

x1 := !x2;

x2 := x

done;

!x2

;;

g3 : int -> int = <fun>
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Question I.D.3. et I.D.4.On dispose d�ej�a de la version �el�ementaire suivante :

let g_iter m n = match n with

| 0 -> 0

| _ when n < m -> 1

| _ -> let t = make_vect m 1 in

t.(0) <- 0;

for k=m to n do let x = t.(0) + t.(m-1) in

for i=0 to m-2 do t.(i) <- t.(i+1) done;

t.(m-1) <- x

done;

t.(m-1)

;;

g_iter : int -> int -> int = <fun>Pour 
al
uler gn 
e programme met un temps 
onstant si n < m et sinon il e�e
tue n − mtours de bou
les. �A 
haque tour, il e�e
tue une addition et m a�e
tations.Ainsi 
e programme e�e
tue �(n) additions d'entiers. �Remarque : Notons l�a une ambigu��t�e dans l'�enon
�e : on 
ompte i
i en additions d'entiers etnon de bits. En fait 
ompte-tenu d'une �etude pr�e
�edente, on sait que le 
ode de gn 
omporte�(n) bits don
 au tour k de la bou
le (il 
al
ule gm+k−1) il e�e
tue �(k) additions de bits.D'ou �nalement la 
omplexit�e en nombre d'additions de bits est �(n2). �Ce programme e�e
tue un nombre d'a�e
tations �equivalent �a mn.En fait �a 
haque tour m − 1 a�e
tations sont de simples d�e
alages et il n'y a qu'une seulevaleur nouvelle nv dans le tableau qui se pla
e en derni�ere position.On peut g�erer 
ela de mani�ere plus �e
onome en �evitant les re
opies dues aux d�e
alages. Pour
ela on ne modi�e pas physiquement les 
ases en question et on fait une le
ture 
ir
ulairedu tableau en g�erant un pointeur debut qui indiquera l'indi
e physique du d�ebut e�e
tif dutableau.On initialise bien s^ur debut �a 0. Lors d'un tour ave
 debut �a l'entr�ee :1/ on 
harge la 
ase d'indi
e debut par la somme de 
elle d'indi
e debut et de 
elle d'indi
e

debut − 1 mod(m) ;2/ on rempla
e debut par debut + 1 mod(m) ;La 
omplexit�e en a�e
tations de 
e nouveau programme est alors �(n) �

let g_iter_opt m n = match n with

| 0 -> 0

| _ when n < m -> 1

| _ -> let t = make_vect m 1 and debut = ref 0 in

t.(0) <- 0;

for k = m to n do

t.(!debut) <- ( t.(!debut) + t.((!debut + m - 1) mod m) );

debut := ((!debut + 1) mod m)

done;

t.((!debut + m - 1) mod m)

;;

g_iter_opt : int -> int -> int = <fun>
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Remarques :1/ Dans le 
al
ul modulo m de debut − 1 on rempla
e debut − 1 par debut + m − 1 
ar lafon
tion mod de caml ne g�ere pas les entiers n�egatifs.2/ Le O
(max(n, m)) de l'�enon
�e est ridi
ule �a plusieurs titres.I
i m est un entier �x�e et la variable (sous entendu grande) est n. Don
 max(n, m) = n !D'ailleurs ave
 la version simple o�u le nombre d'a�e
tations est �equivalent mn on a aussi unnombre d'a�e
tations qui est O(n) = O

(max(n, m)).
Question I.D.5.

• Premi�ere id�ee :On modi�e simplement le programme pr�e
�edent en rempla
ant la ligne :

t.(!debut) <- ( t.(!debut) + t.((!debut + m - 1) mod m) );par
t.(!debut) <- ( ( t.(!debut) + t.((!debut + m - 1) mod m) ) mod 3);�A 
haque tour :1/ Cal
ul de debut+m−1 mod(m). Comme m est �x�e de taille \raisonnable" on 
onsid�ereque 
ela se fait �a temps 
onstant, 
elui d'une op�eration dite �el�ementaire.2/ Cal
ul de la somme t.(debut)+t.(debut−1 mod(m)). Il s'agit de la somme de deux entiersentre 0 et 2 don
 op�eration �a temps 
onstant.3/ Cal
ul de la 
lasse modulo 3 de 
ette somme 
'est �a dire de la 
lasse modulo 3 d'un entierentre 0 et 4. Op�eration �el�ementaire.4/ Gestion du pointeur ; l�a en
ore op�eration �el�ementaire.Don
 au total 4(n − m+ 1) op�erations �el�ementaires pour le 
orps de la bou
le.Le temps de 
r�eation du tableau initial rempli par des 0 et des 1 est de m op�erations �el�ementaires.Bref pour m petit devant n on peut 
onsid�erer que le temps de 
al
ul est 
elui de 4n op�erations�el�ementaires.Ave
 n = 1020 et une ma
hine e�e
tuant 109 op�erations �el�ementaires par se
onde, on a untemps de 
al
ul de l'ordre de 1011 se
ondes soit de l'ordre de 3200 ann�ees !

• Deuxi�eme id�ee :En notant A la matri
e 
arr�ee d'ordre m asso
i�ee �a la r�e
urren
e v�eri��ee par la suite de ve
teurs
olonne Gn = t(gn, gn+1, . . ., gn+m−1) : Gn = AGn−1 il vient Gn = AnG0 et on se ram�ene,
omme dans la question I.B.6, au 
al
ul de An = A
m (la 
ongruen
e est modulo 3).On utilise l'algorithme d'exponentiation rapide (d�er�e
ursi��e) qui demande �(lnn) multipli
a-tions de matri
es de Z/3Z.On e�e
tue d�ej�a la multipli
ations dans Z des 
oeÆ
ients qui sont des entiers entre 0 et 2.Chaque multipli
ation est don
 �el�ementaire. De m^eme que le 
al
ul de la 
lasse de 
e produitmodulo 3.Bref le 
al
ul de An demande de l'ordre de log2(n)× 2m2 op�erations �el�ementaires.Ave
 la ma
hine �evoqu�ee pr�e
�edemment pour le m^eme exemple on a un temps de 
al
ul del'ordre de 2× 10−3 × 20 log2(10) < 1 se
onde !!
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Partie II. Un calcul de ppcm.

Question II.A à II.E.

• Remarque : Le fait que la stru
ture de donn�ee utilis�ee en ma
hine pour sto
ker et manipulerles tas n'importe pas me laisse perplexe. En e�et 
omment d�e
rire un tant soit peu pr�e
is�ementl'insertion et la per
olation (et surtout �etudier leur 
o^ut -Cf plus loin-) sans 
ela ?

• Par exemple pour l'insertion, on ins�ere le nouveau n�ud �a la premi�ere position libre (le
turegau
he-droite du dernier niveau) puis on fait des �e
hanges su

essifs du n�ud 
ourant ave
son p�ere (en partant du n�ud introduit) tant que l'�etiquette du n�ud 
ourant est inf�erieure �a
elle de son p�ere.Or atteindre la premi�ere position libre et 
onnaitre le p�ere d'un n�ud n'est pas fa
ile (maisbien s^ur possible) si la stru
ture de donn�ee est r�e
ursive : tas = vide ou noeud × tas × tas.Par 
ontre 
ela est imm�ediat si l'on repr�esente un tas par un ve
teur ave
 l'indi
age 
lassiqued'un arbre binaire parfait (sauf �eventuellement le dernier niveau) : les n�uds sont num�erot�esen partant de 1 pour la ra
ine et le �ls gau
he (si non vide) du n�ud num�erot�e n a pournum�ero 2n et le �ls droit : 2n + 1. Le p�ere d'un n�ud de num�ero n est 
elui de num�ero n/2(division enti�ere)On peut alors utiliser pour repr�esenter un tas en m�emoire un \ve
teur variable" 
'est �a direun enregistrement ave
 un premier 
hamp (appel�e \objet") qui est un ve
teur de 
ouplesd'entiers et un deuxi�eme 
hamp mutable (appel�e \lg") qui est un entier. La longueur physiquedu ve
teur \objet" sera 
hoisie de mani�ere �a ^etre suÆsante pour manipuler les tas que l'onren
ontrera et le 
hamp \lg" indiquera le nombre de n�uds \e�e
tifs" de l'arbre. Par exemplepour un ve
teur \objet" de longueur 100 et lg de valeur 10 
ela 
orrespondra �a un arbre ayant10 n�uds, la ra
ine 
orrespondant �a la 
ase 1, la ra
ine de son �ls gau
he �a la 
ase 2, 
elle deson �ls droit �a la 
ase 3, et
. . . . Le dernier n�ud 
orrespond �a la 
ase 10 et 
'est le �ls gau
hede la 
ase 5. La premi�ere position libre est la 
ase 11 qui 
orrespond au �ls droit de la 
ase 5.L'insertion du n�ud new dans le tas T est alors imm�ediate :

Incrémenter T.lg

T.objet.(T.lg) <- new

temp <- T.lg

Tant que temp >= 2 et T.objet.(temp) <= T.objet.(temp/2)

échanger T.objet.(temp) et T.objet.(temp/2)

temp <- temp/2

Fin tant queVoir programmation e�e
tive en caml �a la �n du 
orrig�e en annexe.

• Si n est le nombre de n�uds du tas initial, on a imm�ediatement 2h 6 n < 2h+1 soit h =�(log2 n) en notant h la hauteur de l'arbre.

• La 
omplexit�e de l'insertion est au pire de h �e
hanges. Ainsi 
omplexit�e en O(lnn) a�e
tations(un �e
hange valant 3 a�e
tations).Par 
ontre ave
 l'autre stru
ture de donn�ee on a un algorithme en �(n) (d�ej�a pour la re
her
hepar un par
ours en largeur de la premi�ere position libre).

• La per
olation n'est pas plus diÆ
ile : tant que la stru
ture de tas est 
ontredite et que len�ud 
ourant a deux �ls dont l'un au moins est plus petit on �e
hange le n�ud 
ourant ave
le plus petit de ses deux �ls. Puis si le n�ud 
ourant est ainsi des
endu au maximum et qu'ilposs�ede un �ls (il ne peut alors en avoir 2 mais que 0 ou 1) on l'�e
hange ave
 son unique �ls(le gau
he) si besoin.
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Cela fournit l'algorithme suivant :
T.objet.(1) <- new

temp <- 1

Tant que 2*temp+1 <= T.(lg) et

( T.objet.(temp) > T.objet.(2*temp) ou

T.objet.(temp) > T.objet.(2*temp+1) )

k <- indice de min (T.objet.(2*temp), T.objet.(2*temp+1))

échanger T.objet.(temp) et T.objet.(k)

temp <- k

Fin tant que

Si 2*temp = T.(lg) et T.objet.(temp) > T.objet.(2*temp)

alors échanger T.(temp) et T.(2*temp)

Fin si

• Le 
o^ut d'une per
olation est au pire de h �e
hanges et de 2h 
omparaisons don
 en O(lnn).

• On e�e
tue une per
olation lors du 
al
ul de Pn pour les entiers k 6 n tels que k = pα ave


α > 2 et p premier. Un tel nombre premier est inf�erieur ou �egal �a √
n puisque α > 2. Don
 ily en a au plus √n. Par ailleurs pour un tel p on a α = ln kln p

6

lnnlnp
6

lnnln 2 .Ainsi on e�e
tue au plus 1ln 2√n lnn per
olations pour le 
al
ul de Pn 
e qui est bien n�egligeabledevant n.Di��erentes valeurs su

essives du tas et du pp
m :
k = 3

res = 6 k = 4

res = 12 k = 5, 6
res = 60 k = 7

res = 420

4, 2 8, 2 8, 2 8, 29, 3 9, 3 9, 3 25, 5 9, 3 25, 549, 79, 3 16, 2 25, 516, 2 25, 5 27, 3 25, 5 27, 3 32, 249, 7 49, 7 49, 7 121, 11 169, 13
k = 8

res = 840 k = 9, 10

res = 2560 k = 16

res = 720720
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Question II.F.Un algorithme �el�ementaire 
onsiste �a tester si n est divisible par k en partant de 2 tant que lar�eponse est n�egative et que k2 6 n.Dans le pire des 
as (n premier) la 
omplexit�e est en √
n �a 
ondition d'admettre que tousles tests se font �a temps 
onstant. Ce qui est le 
as si l'on reste dans le domaine de validit�edes entiers caml (
od�es en mode sign�e �a 
ompl�ement �a 2 sur un ve
teur de 31 bits). Si l'ontravaille ave
 des entiers de taille arbitraire (don
 
od�es par une liste 
ha^�n�es de bits) on peutvoir que la 
omplexit�e est exponentielle en nombre d'op�erations �el�ementaires sur les bits.On peut diminuer un peu le nombre de tests en �eliminant d�ej�a les multiples de 2 et de 3 (ensomme le d�ebut du 
rible d'�Eratosth�ene) :

Si (n = 2) ou (n = 3) ou (n = 5) alors VRAI; exit

Si n mod 2 = 0 alors VRAI; exit

Si n mod 3 = 0 alors VRAI; exit

prem <- VRAI; k <- 1

Tant que ((6k+1)(6k+1) <= n) et (n mod (6k+1) <> 0)

incrémenter k

Fin tant que

Si (6k+1)(6k+1)) <= n

alors prem <- FAUX

sinon

k <-1

Tant que ((6k+5)(6k+5)) <= n et (n mod (6k+5) <> 0)

incrémenter k

Fin tant que

Si (6k+5)(6k+5)) <= n alors prem <- FAUX

Fin si

premIl existe des algorithmes plus eÆ
a
es mais (�a ma 
onnaissan
e) ils sont probabilistes (et 
elad�epasse le niveau du 
ours de nos 
lasses) 
omme le test de Rabbin-Miller. Ils sont bas�es surle th�eor�eme de Fermat et permettent d'aÆrmer de mani�ere 
ertaine qu'un nombre est nonpremier mais seulement ave
 une forte probabilit�e qu'il est premier.

Question II.G.

• Pour 
al
uler Pn on 
ommen
e par remarquer que l'arbre �nal 
omportera un nombre den�uds �egal �a π(n) le nombre des entiers premiers inf�erieurs ou �egaux �a n. On supposera 
onnuque π(n) est n�egligeable devant n 
e que nous utiliserons dans la suite. En fait π(n) ∼ nlnn(\th�eor�eme des nombres premiers" �etabli par Hadamard et de la Vall�ee Poussin).

• En 
r�eant un ve
teur variable de longueur n initialis�e par des 
ouples (0, 0) sauf la 
ase 1 par(4, 2), on pourra repr�esenter (largement !) l'arbre �nal.La 
omplexit�e spatiale de l'algorithme sera alors de �(n).Remarque 1 : on peut l'am�eliorer en dressant d�ej�a la liste P des entiers premiers inf�erieurs �a

n ave
 l'algorithme �el�ementaire vu pr�e
�edemment et en 
r�eant un ve
teur variable de longueuroptimale longueur(P) + 1 
e qui fournit une 
omplexit�e spatiale ∼ nlnn

.La 
omplexit�e temporelle de la 
r�eation de la liste P est major�ee par n∑

k=2√k ∼ n3/2 par
omparaison 
lassique �a une int�egrale.
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Remarque 2 : On peut relativement fa
ilement d�emontrer (Cf par exemple Mines-Ponts 2002maths 2) que pour n > 4 on a π(n) 6 α(n) = 2 ln 2( nlnn

+ 4nln2 n

).Don
 en 
r�eant un ve
teur variable de longueur E(α(n)) + 1 on aura une taille suÆsante etune 
omplexit�e spatiale en
ore en nlnn

sans avoir �a 
r�eer auparavant la liste P.En fait pour des valeurs de n 6 30 on a α(n) > n et il vaut mieux 
r�eer un tableau de longueur

n. Par 
ontre 
'est de plus en plus avantageux ensuite bien s^ur.

• Puis on fait une bou
le in
onditionnelle pour k variant de 3 �a n et- si k est premier (test par l'algorithme �el�ementaire et non par re
her
he dans la liste P) :on fait une insertion et on ajuste res,- sinon si k est �egal �a la premi�ere 
omposante de la 
ase 1 :on fait une per
olation et on ajuste rest,- sinon on ne fait rien.
• �Etudions la 
omplexit�e temporelle.

• Comme pour la 
r�eation �eventuelle de la liste P le 
o^ut des re
her
hes de primalit�e est

O(n3/2).
• Le 
o^ut des re
her
he d'�egalit�e ave
 la premi�ere 
omposante de la 
ase 1 est n−π(n) ∼ n.

• Le 
o^ut de l'insertion de (k2, k) lorsque k est premier est (Cf pr�e
�edemment) O
( ln(π(k)))(le nombre de n�uds de l'arbre est alors de π(k)) don
 a fortiori O(ln k) et don
 O(lnn).Ainsi le 
o^ut total des insertions est O(π(n) lnn) = O(n).

• De m^eme le 
o^ut d'une per
olation est O(lnn) et 
omme leur nombre est �evidemmentmajor�e par n, le 
o^ut total des per
olations est O(n lnn).Il en d�e
oule que la 
omplexit�e de l'algorithme est O(n3/2) ave
 une 
omplexit�e spatiale�equivalente �a nlnn

.

Annexe : programmation en caml.

type ’a var_vect = {objet : ’a vect; mutable lg : int};;

let echange v i j = let temp = v.(i) in

v.(i) <- v.(j);

v.(j) <- temp

;;

type comparaison = PP | PG | E;;

let compare (a1,b1) (a2,b2) = match 0 with

| _ when a1 < a2 -> PP

| _ when a1 > a2 -> PG

| _ -> E

;;
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let insere obj a = match 0 with

| _ when a.lg >= vect_length (a.objet) -> failwith "Taille insuffisante"

| _ ->

a.lg <- succ a.lg;

a.objet.(a.lg) <- obj;

let rang = ref a.lg in

while (!rang > 1) &

compare a.objet.(!rang) a.objet.(!rang / 2) = PP do

echange a.objet !rang (!rang / 2);

rang := !rang / 2

done

;;

let percolation obj a =

a.objet.(1) <- obj;

let rg = ref 1 in

while (2*(!rg)+1 <= a.lg) &

((compare a.objet.(!rg) a.objet.(2*(!rg)) = PG) ||

(compare a.objet.(!rg) a.objet.(2*(!rg)+1) = PG)) do

let k = if (compare a.objet.(2*(!rg)) a.objet.(2*(!rg)+1)) = PP

then 2*(!rg) else 2*(!rg)+1 in

echange a.objet !rg k;

rg := k

done;

if (2*(!rg) = a.lg) & (compare a.objet.(!rg) a.objet.(2*(!rg)) = PG)

then echange a.objet !rg (2*(!rg))

;;

let premier n = match n with

| 2 | 3 | 5 -> true

| _ when n mod 2 = 0 -> false

| _ when n mod 3 = 0 -> false

| _ -> let prem = ref true and k = ref 1 in

while ((6*(!k)+1)*(6*(!k)+1) <= n) &

(n mod (6*(!k)+1)*(6*(!k)+1) <> 0) do

incr k

done;

if (6*(!k)+1)*(6*(!k)+1) <= n then prem := false

else

begin

let k = ref 1 in

while ((6*(!k)+5)*(6*(!k)+5) <= n) &

(n mod (6*(!k)+5)*(6*(!k)+5) <> 0) do

incr k

done;

if (6*(!k)+5)*(6*(!k)+5) <= n then prem := false

end;

!prem

;;
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let alpha n = let x = float_of_int n in

int_of_float (2.*.log(2.)*.(x/.log(x)+.4.*.x/.log(x)/.log(x)))

;;Le programme suyivant renvoie alors le pp
m du produit des entiers inf�erieurs ou �egaux �a nainsi que le tas 
orrespondant :
let ppcm n = let m = if n <=30 then n else alpha n in

let res = ref 2 and a = {objet = make_vect m (0,0); lg = 1} in

a.objet.(1) <-(4,2);

for k=3 to n do

if premier k then

begin

insere (k*k,k) a;

res := !res * k

end;

let (r,p) = a.objet.(1) in

if r = k then

begin

percolation (r*p,p) a;

res := !res * p

end;

done;

a,!res

;;Pour n = 16 on retrouve bien le r�esultat 
al
ul�e �a la main pr�e
�edemment :
#ppcm 16;;

- : (int * int) var_vect * int =

{objet =

[|0, 0; 25, 5; 27, 3; 32, 2; 49, 7; 121, 11; 169, 13; 0, 0; 0, 0;

0, 0; 0, 0; 0, 0; 0, 0; 0, 0; 0, 0; 0, 0|];

lg = 6},

720720Ave
 n = 24 on atteint la limite 
al
ulable ave
 les entiers normaux en caml (
e qui rend aposteriori inutile la 
omparaison entre α(n) et n !)

#ppcm 24;;

- : (int * int) var_vect * int =

{objet =

[|0, 0; 25, 5; 27, 3; 32, 2; 49, 7; 121, 11; 169, 13; 289, 17; 361, 19;

529, 23; 0, 0; 0, 0; 0, 0; 0, 0; 0, 0; 0, 0; 0, 0; 0, 0; 0, 0; 0, 0;

0, 0; 0, 0; 0, 0; 0, 0|];

lg = 9},

1059261584 FIN
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