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M A T H ~ M A T I Q U E S  II  - M. 

Le but de ce problème est de montrer que la convergence de la série (Se) de terme g k n h l  
un(@), n20, défini par la relation un@) = Isin(Bn A)I , oh 0 est un nombre réel donne, est li& des 
propriétés algébriques du réel 8. 

Quelaues notations et définitions sont nécessaires : 
Dans tout le problème la lettre IK désigne soit le corps des rationnels Q, soit celui des réels IR, soit 

celui des complexes a. Une suite C = (Ci)ic N, dont tous les Cléments Ci, ic W, appartiennent au 
corps IK, est dite appartenirà IKN. 

Une suite C = (Ci)ic N est dite pseudo-périodique dans IK, si et seulement si elle appartient il IKW et 
s'il existe p Cléments de IK, hi, h2,. .., hp (p > O) tels que la propriétC ci-dessous ait lieu : 

quel que soit l'entier n supérieur ou égai à p, cn = C h j  cn-, = 1 1  cn-]+ h2 cn-2 +. . .+ hP Cn-p . 
P 

j=l 

Une fraction rationnelle appartenant au corps IK(X) est dite régulière si O n'est pas un pôle. 

La première partie étudie les suites pseudo-périodiques et établit le lien entre les séries entières 
définies à partir d'une suite pseudo-périodique et les fractions rationnelles régulihes. La seconde par- 
tie énonce des conditions suffisantes et une condition nécessaire pour que la série de terme général 
un@) soit convergente. 

Première partie 

1- 1 O)  Caractérisation des suites pseudo-pc? riodiaues : 
Associons A une suite C = (Ci)ic N quelconque, appartenant il IKN, et il un entier naturel n, le 
déterminant A,, défini par la relation suivante : 
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a. 

b. 

C. 

d. 

L2O) 

a. 

b. 

Démonmr que, pour que la suite C soit nulle (i.e. tous les termes ci sont nuls), il faut et il 
suffit que le déterminant A,, soit nul pour toutes les valeurs de l'entier naturel n. 

Démontrer que, si la suite C est pseudo-périodique, les déterminants An, associés B cette 

suite, sont nuls à partir d'un certain rang. 

Soient trois entiers fixés p, rn et n vénfiant les inégalités : 1 5 p 5 m + 1, 2m+2 I n . 
Soit une suite C de IKN possèdant la propriété : 
il existe p éltrnents de IK, hl, hz,. .., 3cp tels que, pour tout entier k compris entre m+l et 

n-1 (m+l <k<n-l),larelationck=Chjck-j=11 ck-l+h2ck-2+ ...+ ~ ~ c k - ~ a i t ~ i e u  

Déterminer, au signe près, I'expression du déterminant dn-m-l en fonction du déterminant 

P 

j= 1 

D 

j=1 

En déduire que, si le déterminant Am n'est pas nul et si le déterminant An-m-1 est nul, il 
P 

vient : cn = z~j  cn-j . 
j=1 

Démontrer que, pour que la suite C = (Ci)ie w soit pseudo-périodique dans IK, il faut et il 
suffit qu'il existe un entier q, (q 2 O) tel que pour tout entier n supérieur ou égal à q, le 
déterminant An soit nul. 

Développement en série entière dune fraction rationnelle régulière. 
Soit f une fraction rationnelle régulière appartenant à IK (X) ; désignons par P et Q deux poly- 
nômes de IK [XI premiers entre eux, avec Q(0) # O, tels que cette fraction rationnelle f soit 

D r égaleà - . 
Q 

Démontrer que la fonction f est développable en série entière dans un voisinage de l'origine. 
Soit Cn xn, n a ,  le terme général de la drie entière obtenue. Déterminer le rayon de conver- 
gence R ; démontrer que les coefficients Cn, a, appartiennent au corps IK . 

Démontrer que la suite (Cn)na est une suite pseudo-#riodique dans IK. 
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1-3') Fraction rémlière associée à une suite pseudo-périodique. 

hl ,  h2,. . ., hp tels que ; 

Soit ( C j ) j a  une suite pseudo-pCriodique dans IK. Par hypothèse, il existe p ClCments de M, 

D r 

quel que soit l'entier n supérieur ou égal à p, cn =CA, cn-j. 
j=1 

a. Démontrer l'existence d'un nombre réel Ag, supérieur ou égal à 1, tel que pour tout réel A 
D 

supérieur ou égai à ~ g ,  l'inégalité : CIA,I AP-JI AP ait lieu. 
j= 1 

b. En déduire l'existence d'un nombre réel M, tel que, pour tout entier naturel n, la majoration 
lcnl I Mn+* , ait lieu. 

c. Démontrer que la série entière de terme général Cn xn, n a ,  a un rayon de convergence R 
strictement positif. Soit S la fonction, définie dans l'intervalle de convergence 1-R, R[, par la 

00 

relation : 
n =O 

Démontrer qu'il existe une fraction régulière f unique appartenant à K(X) telle que f(x) soit 
égale à S(x) dans l'intervalle 1-R, R[. 

D'après les deux questions 1-2 et 1-3, il existe une correspondance bijective entre fraction 
régulière f appartenant à IK (X) et suite pseudo-périodique dans lK. Les termes Cn, n20, de la suite 
pseudo-périodique associée à la fraction f sont dits brièvement coefficients de f. 

1-4') Fractions rationnelles régulières dont les coefficients sont des entiers relatifs. 
P 

a. Soit f une fraction rationnelle régulière ; supposons qu'elle soit égale à - oh P et Q sont 

deux polynômes, premiers entre eux, dont les coefficients sont des entiers relatifs, avec 
Q(O)=l. Démontrer que tous les coefficients de f sont des entiers relatifs. 

Q 

b. Exemple : Étant donnés cieux entiers relatifs CO et cl, soit C = (Cj)jE N la suite des entiers 
relatifs définis par ces deux premiers entiers et la relation de recurrence : 

P 
pour tout entier n supérieur OU égal à 2 , Cn = 5 Cn-1- 6 cn-2 . 

Déterminer la fraction régulière f =- dont le développement en série entière dans un voisi- 

nage de l'origine est la série de terme général Cn xn, M. 

Q 

Il sera admis dans la suite, en particulier à la question 11-4' e, que, si f est est une fraction 
régulière dont les coefficients Cn, n a ,  sont des entiers relatifs, il existe deux polynômes P et Q, dont 

P les coefficients sont des entiers relatifs, avec Q(O)=l, tels que la fraction f soit égale à - 
Q' 
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Seconde partie 

Après avoir démontré des conditions suffisantes de la convergence de la serie (Se), les inégali- 
tés de Hadamard permettent d'en donner une condition nécesssaire. 

II- 1 O )  Soit 0 un nombre &l de valeur absolue inférieure ou égale B 1 (101 I 1) ; démontrer que la skie 
de terme générai un(0) = Isin(6n K)I , n 2 O, est convergente. 

II-20) Supposons que P soit un polynôme tel que : son degré N est un entier suweur  ou égal B 2, ses 
coefficients sont des entiers relatifs, le terme constant est 1 et les racines (complexes) ri, r2,. . ., 
qq sont deux B deux distinctes. Soit n un entier naturel quelconque différent de O. 

N 
a. Soit Sn le nombre complexe : Sn= &+ - 

k=l  
P' 
P 

En considérant, par exemple, la fraction rationnelle R = - (P' est le polynôme dérivée du 

polynôme P), démontrer que le réel Sn est un entier relatif. 

b. Soit 0 un nombre del  de valeur absolue strictement supérieure à 1 (le1 > 1). Supposcm que 

le d e l  ri = - soit racine du poIyn6me P et que les N-1 autres racines r s  Q,. . . , rN, toms 

distinctes deux B deux, aient un module strictement supérieur B 1. 
Démontrer que le del 0" vérifie la relation : 0" = Sn + an , où Sn est un entier relatif et an le 
terme général d'une suite réelle tendant v a s  O. 
En déduire que la série de terme gdnéral bn(6), n 2 O, est convergente. 

1 
0 

II- 3O) Inégalités de Hadamard : 
Considérons un espace euclidien E de dimension n ; désignons respectivement par ( I ) et I I  II le 
produit scalaire et la norme associée. Soit une base orthonohCe de E. Pour toute suite 
(xi, x2, ..., xn) de n vecteurs de E, désignons par det(xl,x2, ..., xn), le déterminant de ces n 
vecteurs par rapport B la base 8. 

a. Les n vecteurs xi,  x2,. . ., Xn sont supposés indépendants ; soit (zl, z2,. . ., zn) la suite ortho- 
normée obtenue h partir des vecteurs x i ,  x2, ..., X n  par la méthode de Schmidt. Établir 

regalité : det(xl,x2 ,..., xn) = det(zl,z2 ,..., z,)n(xk 1 zk) . 

En déduire, pour toute suite (xi, x2,. . ., Xn) de n vecteurs de E, l'inégalité : 

n 

k=l 

b. 
n 

Idet(xl,x2, ..., x,)I I nll~~ll . 
k=l 



110 CONCOURS COMMUN MINES-PONTS 

2 ème com p os i t i on 5 / 5 

I I - 4 O )  condition nkessaire de CO nvergena : 
Supposons qu'il existe un réel 8 de valeur absolue strictement supdrieure II 1, lei > 1, tel que la 
série de terme général un@), n 2 O, soit convergente. Pour tout entier naturel n, posons : 

W=Cn+En, 
1 1 

2 2 
où cn est un entier relatif et En, n 2 O, un del vérifiant l'encadrement : - -c En I -. 
Considérons les trois séries enti5res (U), (V) et (W) de termes généraux : cn xn , En xn ,en xn. 
Désignons, lorsqu'il y a convergence, par U(x), V(x) et W(x) respectivement la somme de 
chacune de ces séries : 

W W 

n=O n =O n=O 
Soit respectivement RU, Rv et R w  les rayons de convergence de chacune de ces s&ies, 

a. Déterminer les rayons de convergence Rw et RU. Établir l'inégalité : Rv 2 1. 

b. Démontrer que la série de terme général dn = Cn - 8 c-1, n 2 1, est convergente ainsi que 
celle de terme général (dn)2, n 2 1. 

W 

Pour tout entier k, k 2 1, posons : Pk = x ( d n ) 2 .  
n=k 

C. 

d. 

e. 

Soit An le déterminant associé I I  la suite (Ci)ie 

Démontrer l'existence d'une constante K telle que, pour tout entier n, l'inCgalid 
et h un entier natud n (question 1-1"). 

n 

k=l 

ait lieu. 
En déduire que la suite (An)nE w tend vers O, lorsque n croît indéfiniment, puis que le del  & 
est nul B partir d'un certain rang. 

Démontrer que la série entière de terme général En xn , n 2 O, est le développement en série 
entikre dune fraction rationnelle. Démontrer que le rayon de convergence Rv est strictement 
supérieur A 1. 

En déduire que le réel - est l'unique racine dans le disque unité f e d  d'un polynôme Q 

dont les coefficients sont entiers. 

1 
e 

FIN DU PROBLÈME 


