Corrigé CCP 1 PSI 2014
Partie 1

— —
1. Dans toutes les questions géométriques, le plan est muni d’un repére orthonormé (O 1,7

La courbe représentative de f est le segment [OA], on A est de coordonnées (1,1) : sa longueur

est \/_

Et/ A1+ (f (¢ dt /\/_dt V2. C’est le méme résultat.
2, L(f):/ol,/w(sh(t))?dt

Or, pour tout ¢ € [0,1], 1+ (sh (£))* = (ch (¢))?, et ch (t) > 0, donc L (f) = /lch (t) dt,
donc | L(f) =sh(1) |

1 1
3. (a) Pour tout t € [0, — |, 1—-t2>0,et J est Clsur 10, +o0], donc f est C! sur [0, —
1 —t
et, pour tout t € {O, —}, @)= )
2 Vv1—1t2
7 \/—/ t? A 1
Ainsi, L (f) = \/Q ]_ + TtQ dt = /'\/5 TtQ dt = AI'CSiIl (E),
0

donc| L(f) =

1 S

(b) La courbe représentative de f est le plus court des deux arcs du cercle de centre O, de

1
rayon 1, délimités par les points A (0,1) et B ( )

V2 V2

Or AOB = Z’ donc on retrouve que L (f) = Z

4 L(f) = /01\/1 T dr.

La question I.2 suggére le changement de variable ¢ =

h
La fonction ¢ — > gp) est de classe C! sur [0, Argsh (2)], a valeurs dans [0, 1],
et t — 14 4t2 est contlnue sur [0, 1],

Argsh(2 h Argsh(2)
done L (f / ,/1 + (sh ()2 P gy = / (ch () dg.
0

e 4 e 2 42 ch (2¢) +1
4 2 ’

sh ()
i

Or, pour tout ¢ € [0, Argsh (2)], (ch (¢))* =

Argsh(2)
donc L (f) = l/ : (14 ch (2¢)) de.

4o
Finalement : | L (f) = 2Argsh (2) + Zh (2Argsh (2)) ‘




Partie 2

(b)

/,/1+t4dt

1 1
La fonction u — — est de classe C! sur [1, 2], a valeurs dans {5, 1}, ett— 4/1+ a est
u

1 1
continue sur [—, } donc le changement de variable ¢ = — donne :

- [re () [ Eow

C’est le résultat demandé par 1’énoncé.

Pour tout « € R\ N et tout ¢t € |[—1,1] :
n—1

+oc>1_[(04—16
(1+t)“=1+2—’“=° " '

Pour tout n > 1, H (- - k;) 1 (—%) (2k —1) = (—%)n (=1) (1) (3)--- (2n — 3).

On multiplie numerateur et dénominateur par le produit des entiers pairs allant de 2 a
2n — 2, autrement dit 2" (n — 1)! :

n—1
1 n—1 (2n — 2)'
cela donne [ | (5 - k) =0 o
k=0

On multiplie maintenant numérateur et dénominateur par (2n — 1) (2n), ce qui donne :

ﬁ (% - k) = (=" 92n (2(72:2!1) n!”

k=0
Or, pour tout ¢t € ]0,1[, t* € ]0,1[, donc, d’aprés la formule rappelée a la question
précédente :

Vit 1 & - 2n)!
) D)LY
t L — 227 (2n — 1) (n!)
e La suite (a,),y- est & termes strictement positifs, donc il suffit de comparer le

1.
al.

An+
rapport
n

n 2 1) (2 2)2n—1 2n —1 )
Or, pourtoutn}l,aﬂ:(ThL )(n—2|— ) 2n S , ce qui est

an, 22 (n+1) 2n +1 2(n+1)
strictement inférieur a 1.

Ainsi : | la suite (a,), . décroit strictement |
e On va appliquer la formule de Stirling : p! ~ /27ppPeP.
p—+0o0

Par produit et quotlent d’équivalents, on obtient :
V2120 (2n)*" e~2n
e (2n — 1) 22727 - n2re—2n"
Vi

On simplifie: @, ~ ——— . Or2n—1 ~ 2n, donc, a nouveau par produit
n—+oo (277, — 1) 2mn- n—-+o0o

d’équivalents :



1
n 3 |
n—+oo -
2\/%ﬂ2

a

1
(d) e Pour tout n € N*, on définit la fonction g, sur [5, 1[

1)n71 (2n)! pAn—2

par ga (1) = (=) o5 (2n — 1) (n!)>?

e Si:
— chacune des fonctions g, est continue sur {5, 1[
— la série de fonctions Zgn converge simplement vers une fonction S continue
1
sur [5, 1{

1
— chaque fonction g,est intégrable sur {5, 1 { et la série Z/[l { |gn| converge
1

+oo
LY (RS
271 n=1 271

1
alors S est intégrable sur {5, 1 [, et /

e — D’aprés la question I1.2.2, les deux premiers points sont acquis, la fonction S
1 Vi+tt o1
étant définie sur [5, 1 [ par S (t) = t:— —

— Pour tout n € N*, la fonction g, peut étre prolongée en une fonction continue

1 1
sur [5, 1}, donc est intégrable sur {57 1].

_71

1 n
Pour tout n € N* et tout ¢t € {5, 1 [, lgn (V)] < ap, donc 0 < /[1 lgn| < %.
o'

Or les suites (ay), o+ €t ( ) sont positives, équivalentes, et la série
neN*

3
2\/mn?2

1
Z 5 converge, donc la série Zan converge, donc la série Z / 1 1l9nl
2V@Fn5 {5,1[

converge.

1

L - 94n—1

(2n)!
22n (2n — 1) (n!)? 4n—1

n—1

_71

— Pour tout n € N*, /{1 |:gn = (-1

2
1 + 1 L
dt nel (2n)! T 9dn-1
e On peut conclure que L (f) /% v + ;( 1) 2 (an 1) (I dn—1
1
(2n)! 1- 94n—1

220 (2n, — 1) (n!)? 4n—1

donc L(f)=1+ io (_1)71—1

(e) e On va utiliser la majoration du reste d’une série alternée : on sait que, si (uy),~;
=



est une suite qui décroit vers 0, alors la série Z (—=1)" u, converge, et, pour N > 1,

n>1

+oo
Z (—1)" | < uns1.
n=N+1
1
(2n)! 1- 94n—1

e Pour prouver décroissance de la suite (u,,), <, =
=

22n (2n — 1) (n!)? 4n—1 ’

[ty

on revient a ’expression intégrale u,, = a, " 2dt.

1
) 2
Pour tout n > 1, et tout t € {5, 1}, 0 < appr < ap et 0 <42 <472 done

an+1t4”+2 g ant4n_2.
Par intégration d’une inégalité entre deux bornes rangées dans 'ordre croissant, on
en déduit que u, 1 < Up.

Et, comme la série Z (=1)"""u, converge, ‘(—1)"_1 uy| — 0, doncu, — 0.

n—+oo n——+oo

e [l en résulte que
1 1
(2n)! T DR U T

9220 (2n — 1) (n!)® 4n—1 || = 210.9 (51> 19

L(f)= |1+ (=)'

e Je céde la main & Mathematica :

nn_] = [(Zan) 1l & [1-1Lf2*[Adwn-1))] f(27(2%0) ¥ (Z2oen-1) = (RL)*2% (Awnm-1])

u[n]

H[u[5]]

H[l+8um[{-1)*{n-1)wu[n], {n, 1, 4}]]

W[Sqrt (s / 4] ]

Les résultats obtenus permettent d’affirmer que



Partie 3

1.

(a)

(b)

1
(2n)! 1- 94n—1

220 (2n — 1) (n!)® 4n—1

4
L1311 <14 (="

n=1

< 1,1313

1

100 173,
< ; < 0,002, donc 1,1291 < L(f) < 1,1333.
210.9 (51 19
Par conséquent : | L (f) =1,134 102 prés |

e On doit trouver une quantité plus grande que la distance des extrémités de la

et 0

1
courbe représentative de f, lesquelles sont de coordonnées (5, 2> et (1,1). Cette

. 5 . . . . .
distance vaut \/; , ce qui est bien plus petit que 1,1291... mais en réalise une

bonne approximation !

On a vu aux .1 et 1.4 que
2Argsh (2) + sh (2Argsh (2

= V3ot = PR RO ) |
Avec de grosses réserves, la partie V montrant que raisonner sur la suite des fonctions
Pn ne prouve pas grand-chose !
Les courbes des fonctions p,, sont de plus en plus proches de la réunion des deux segments
[OA] et [AB], ou A et B sont de coordonnées respectives (1,0) et (1,1), donc, a premiére
vue, la suite (\,),, semble converger vers OA + AB = 2.

1 1
Pour tout n > 1, \,, — / nt" tdt = / (\/1 + n2¢2n—2 — nt”‘l) dt.
0 0
Mais, pour tout ¢t € [0,1], v/1+n2t2"=2 + nt"" ! est supérieur ou égal a 1, donc
non nul, donc, en multipliant le numérateur et le dénominateur de l'intégrande par

V1 +n2t2n=2 4 nt"=! on obtient :
1

1 2,2n—2 2,9n—2
1 + n“t*" =< — n°t"
An—/ nt"idt = dt,
0 0 1/]__i_n2t2n—2_’_ntn—l
T

I dt
donc | \, —/ nt"ldt = .
0 0 A /1 + n2t2n—2 + ntn—l

1
V 1+ n2t2n=2 4 pin-l

nulle sur [0, 1], donc son intégrale sur [0, 1] est négative ou nulle, donc g, < 1.
Si Iégalité était réalisée, ¢, serait CONTINUE, négative ou nulle, d’intégrale nulle sur
[0, 1], donc serait identiquement nulle sur [0, 1].

Or o (1) = “mmee

a 0, et donc p,, < 1.

1
Or / nt"1dt = 1, donc, dapres 1112.1, [ %, <2 |
0

Avec les notations de la question précédente, la théoréme de convergence dominée assure
que, si :

Si n € N*, la fonction ¢, :t — — 1 est continue et négative ou

— 1 est inférieur ou égal & — — 1, donc strictement inférieur

V3

e pour tout n € N*| ¢, est continue par morceaux sur [0, 1]

5



e la suite de fonctions (gon)@l converge simplement vers une fonction ¢ continue par
morceaux sur [0, 1]

e il existe une fonction 1, continue par morceaux sur [0, 1] (ce qui assure qu’elle est
intégrable sur [0, 1)), telle que, pour tout n € N*, |p,| < ¢

1 1
alors la suite ( / ©n (1) dt) converge vers / @ (t)dt.

Ici :
e Chaque fonction ¢, est continue sur [0, 1]
e Par régle de croissances comparées, (nt" ') . et (n*t*"~?)
lorsque [t| < 1, donc la suite (¢, (t)),, converge vers 1sit € [0, 1], et vers 0 si .
Par conséquent, la suite de fonctions (cpn)n}1 converge simplement vers ¢ définie
par : pour tout ¢ € [0,1[, ¢ (t) =1, et (1) =0.

e Pour tout n € N*, |¢,| < 1, et la fonction ¢ — 1 est intégrable sur Uintervalle [0, 1].

nen-convergent vers 0

T
Par conséquent, | la suite (4,,),5, converge vers / et)ydt=1 |
0

(d) D’aprés I11.2.1 et I11.2.2, pour tout n€ N*, A\, = 1 + p,,, donc
’ la suite (A,),~, converge vers 2 ‘

3. En s’inspirant de I11.2.1, on calcule L (f / f(t) dt = / ( L+ (f ()= f (t)) dt

[ est croissante, donc, pour tout ¢ € [0, 1] >0, donc /14 (f' ()* + f/ () >1>0,

frow], mwﬁ
1

Comme au II1.2.2, la fonction ¢ — est continue sur [0, 1], inférieure

+ (@) + £ (1)

donc L(f) —

ou égale a 1.
Mais f est dérivable, croissante, non constante, donc il existe to € ]0, 1[ pour lequel f’ (¢o) > 0,

et donc < 1.

+ (f(to))* + J (to)

1
Ainsi, t — ne vaut pas constamment 1, donc, de la méme facon qu’au

L+ (1 (1) + (1)
111.2.2, L(f /f’ ) dt < 1.

/f’ (1) = £(0) =1, donc[Z([) <2

Partie 4

t
1. (a) La fonction t — sin (¢)

1) en 0 : elle se prolonge donc en une fonction continue sur le SEGMENT [0, 1].

in (%)

1 .
s
L’intégrale / Tdt est donc convergente.
0

est continue sur |0, 1], et admet une limite finie (en Uoccurrence



(b)

(c)

(d)

1
e Les fonctions t +— —cos(t) et t — n sont de classe C! sur [1,+oo[, de dérivées

respectives t +— sin (t) et t — @ done, d’aprés la formule d’intégration par

parties :

X 3 t
pour tout/ Smt—()dt
1

donc /j@dt: cos (1) — < @) —/IICOS ®) g

x 12

) cos () )
e La fonction t — v est continue sur [1,4o00], et, pour tout ¢ € [1, 400,
cos () 1
0< Iz ‘ < ey
o os(t) ., .

Ort — 2 est intégrable sur [1,+oo[, donc t — 2 I’est également, donc

“cos (t
T / #dt admet une limite finie en +oc.

1t —

cos (x sin

Enfin, (z) tend vers 0 quand ©* — +o00, donc / ( )dt admet une limite finie
1

quand z — +o0.

+oo
Finalement : | I'intégrale /
1

sin (1)

dt est convergente |

C’est la méme méthode qu’a la question précédente.
Par intégration par parties, pour tout x > 1,

/””cos (2t)dt _ sin (2z)  sin (2) +/det ,

t 2z 2 2t2

sin (2z) cos (2t)

22

Or xz — est de limite nulle en +o00, et t — est intégrable sur [1, 400,

Ycos (2t
donc / t( )dt admet une limite finie quand x — 400,
1

T cos (2t
donc / %()dt converge |.
1

e On sait que, pour tout ¢t € R, cos (2t) =1 — 2 (sin (¢))*.

v 2t 1 _ 9 (sin (1))
Ainsi, pour tout z > 1, / %()dt :/ (Stm( ) dt,
1

1

donc /lxwdt - % (m () —/j%@”dt)

“cos (2t)

Quand x — +oo, In(z) — 400 et /
1

? (sin (¢))? o (sin (¢))”
/ (sin (8))° t( ) dt tend vers +00 : | I'intégrale / Mdt diverge |
1 1

: ¢ 2 . "
o Pour tout ¢ > 1, Jsin (1) € 0.1], done T < B O]

2
est positive, et on vient de voir que son intégrale

dt tend vers une limite finie, donc

in (¢
Mais la fonction ¢ — (sin (£))

F00 (o3
. t
entre 1 et +oo diverge, donc | I'intégrale / |smt( )|dt diverge |
1

7



2. (a)
(b)

()

3. °
Partie 5
1. (a)

1 1 1
La fonction u — — est de classe C' de ]0,+oo[ dans lui-méme, et ¢ — ;sin <¥> est
u

1
continue sur |0, +oo[, donc le changement de variable “t = —” donne :
u

—du sin )

—fl

1 +sin (¢
Quand z — 0, — — 400, donc f (z) — / ydt.
> X 1

pour tout & €10, 1], f () = [1 usin (u

’ f peut donc étre prolongée par continuité en 0 ‘

La fonction g est continue sur ]0, 1], et 1€ |0, 1], donc, d’apreés le théoréme fondamental
de l'intégration, f est de classe C! sur ]0, 1], de dérivée —g.

Or g est de classe C* sur |0, 1], donc f aussi.

Comme en plus f est continue en 0, elle est bien continue sur [0, 1].

1 1
La fonction ¢t — n sin (; est continue sur |0, +oo[, donc on peut effectuer le méme

changement de variable qu’a la question IV.2.1.
1

1 )
Ainsi, pour tout z € ]0, 1], / lg ()] dt = flx |Slnu(u)| du.

. +OO .
Or la fonction u +— M est positive et / Mdu diverge,
u 1 u
M| T
donc/ Mdu —  +oo , donc / lg ()| dt — +oo |,
1 u M —+oc0 T z—>>0
Soit z € 10, 1[.

f est Clsur [z, 1], donc A (x) est effectivement défini.

Et la dérivée de f est —g, donc / /14 (

Pour tout ¢ > 0, 1+ (¢ (¢))* > (¢(t))*> > 0, donc, par croissance de / sur [0, +oo],

L+(g(®) =g ()] .

Ainsi, lorsque 0 < x < 1, on obtient, par intégration d’une inégalité entre deux bornes
1

rangées dans l'ordre croissant : A (x) > lg (¢)] dt.

X
A est donc plus grande qu'une fonction qui admet +oo pour limite a droite en 0,
donc ’ A admet +oo pour limite a droite en 0 ‘

La fonction f est donc une fonction continue sur le segment [0, 1], de classe C! sur |0, 1],
dont la courbe représentative est de longueur infinie.

On doit prouver que :
e pour tout f € Ey, ||f|| =0, et, si ||f|| =0, alors f est la fonction nulle
e pour tout @ € R et tout f € Ey, ||af]| = |al||f]|
o pour tout (f,g) € EY, [|f + gl <[ fII +llgll

On le prouve :



(b)

(b)

e Soit f S El.
|| || est positive ou nulle comme somme des deux réels positifs ou nuls

[/ O)] et [[f"]| -

De plus, si || f]| = 0, ces deux réels positifs ou nuls sont de somme nulle, donc
1/ le = 0 et [£(0)] = 0.
Ainsi, f’ est la fonction nulle, donc f est constante, et f(0) = 0, donc f est la
fonction nulle.
e Soit f € Fy et aeR.
lef | = laf [f O)] + [lef ]| -
Mais I’énoncé rappelle que |||, est une norme, donc||af’||. = || || /]| -
Ainsi : [laf] = lal ]
e Soit (f,g) € F}.
On sait que |f(0)+g(0)] < [f(0)] + |g(0)| , et, comme |||, est une norme,

1f+ 9l < I lle +119lloc-
En additionnant membre & membre, on obtient : ||f + g|| < ||f]| + |lg]l.

| [I-]| 'est donc bien une norme sur F; |

Soit f € El.

Pour tout t € [0,1], f(¢t) = f(0) + (f (t) — £ (0)), donc, d’aprés I'inégalité triangulaire,
[fOF<[f )]+ [f (&) = f(O)].

Mais f est dérivable sur [0, 1], donc, d’aprés I'inégalité des accroissements finis,
£ &) = F O <t e <11l

Finalement, pour tout ¢ € [0,1], |/ (£)] < [f (0)| + [|/']| o

done | [Ifll, <IfI'}

Il s’agit de savoir 8’il existe une constante A strictement positive de sorte que, pour tout

f € B, [[fIl < Allfll -

Si tel était le cas, alors pour tout élément f non nul de Ey, ||f||, étant strictement

positif, il viendrait : M < A.
1/l

Notamment, en reprenant les notations de la partie III, la suite ( [P ) serait
Hana> n>1

bornée.

Or, pour tout n € N*, ||p,|l . =1, |pn (0)| =0, et ||p, ||, = n, donc .| =n
12l

Ainsi, la suite ( P | ) n’est pas bornée,

1Pnlloo / st

donc | les normes [|-|| et [|-]|, ne sont pas équivalentes |

1
Pour tout n € N* et tout t € [0,1], |f. (t)| < —, donc, pour tout n € N*,

Jn
1
n

Ainsi, d’aprés le théoréme des gendarmes, (|| f,||.) converge vers 0,

neN*
la suite de fonctions (f,), - converge uniformément vers la fonction nulle |

donc

1
Pour tout n € N*, [, = / \/1 + nm? (cos (nmﬁ))2 dt , ce qui, d’aprés le méme raison-
0



1
nement qu’en IV.3, est supérieur ou égal a W\/ﬁ/ |cos (7nt)| dt.
0

1
1 —

|cos (mnt)| dt = n/ |cos (mnt)| dt.
0 0
La courbe représentative de t +— |cos (mnt)| est symétrique par rapport a la droite

1
Mais la fonction ¢ +— |cos (mnt)| est —-périodique, donc
n

d’équation t = —,
2n

1
n o 2 ! 2
donc / |cos (mnt)| dt = 2/ cos (mnt) dt = —, donc / |cos (mnt)| dt = —, donc
I, >2n |

C’est un peu mieux que ce que demande I’énoncé !

La longueur de la courbe représentative de la fonction nulle sur [0, 1] est 1.

Dans I'espace vectoriel normé (Ey, [+ ,), la suite (f.),>; du V.2.1 converge donc vers
la fonction nulle, mais la suite (L (f,)),>, ne converge pas vers l'image par L de la
fonction nulle, donc L n’est pas continue.

C’est, ce qui motive les réserves que j'ai apportées au I11.1.

Soit (hy),,s, une suite de fonctions de Ey qui, au sens de |[|-[|, converge vers une fonction
h € E.

En particulier, ([|h;, — h'[| ), cy- converge vers 0.

Il en résulte que d'une part la suite de fonctions (h’n)n>1 converge simplement vers A/,
et d’autre part que la suite (||h}]|..), -, posséde un majorant A.

Ainsi :

n>1

e la suite des fonctions /1 + (h;l)2 converge simplement vers la fonction /1 + h?

< V1 + A2, et la fonction constante ¢t — /1 4+ A2

est intégrable sur lintervalle borné [0, 1].

e pour tout n € N*, ‘ 1+ (h)”

Ainsi, d’apres le théoréeme de convergence dominée, la suite (L (h,)),, converge vers
L (h).
Finalement, | L est continue sur (Ey, [|-]]) |

10



