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Les cmrdichts sont autorisds d se eumir de toutos tablas ou instnmrents da calcul. Ils indiqusmt ,  

Pour tes  calculs de valeurs approchdes, on fournira toutes les justifications ut i les  pour t'obtention 
3n tOte de leur copia, t u  matiriet u t i t i s i .  

ie l a  pricision d e m d e .  

On designe par f (p e n t i e r  > O) et  par g les fonctions reelles de var iable  r€elle def inies  sur  
' P  

t IO, + -[ par : X 

g(x) - e-Xf ( X I .  
m l  tp d t  

L'objet du p r o b l b e  est  l 'e tude des var ia t ions de la fonction g e t  de ron coaport+ent asymptotique 
au voisinage de +O, ainsi que le  calcul  numerique approche de valourr de g(x). ce qui  f a i t  l ' ob j e t  de l a  

Pa r t i e  - II. Dans la P a r t i e  - 1, on Ctabl i t  des r € s u l t a t r  concernant les fonctions f u t i l e s  pour l a  sui te .  
P. 

PARTIE - 1 Etude des fonction f 
P 

1 . 1  

1.2 a )  

Etudier l e s  var ia t ions de f l .  

Que peut-on d i r e  de f , ( x )  lorsque x tend vers O ?  

b) Montrer que l ' i n tbg ra l e  t d t  existe e t  en deduire la p a r t i e  principale de f l  au 

voisinage de O. 

1.3 Etude grossiere de f l  au voisinage de + m. 

Etabl i r ,  pour tout x > O ,  l a  r e l a t ion  : 
X . e  

( 1 )  f l ( x )  - - -e  X + f2(x).  a) 

f , (x )  2 1nx + 7 2 x  e (2) b )  Etabl i r ,  pour tout x 3 2, la r e l a t ion  : 

X X (On pourra dbcomposer l ' i n t e r v a l l e  d ' integrotion 11 ,  XI en les deux in t e rva l l e s  [ 1 ,  7 1  e t  

En déduire q u ' i l  ex i s t e  des constantes A e t  B strictement posit ives telles que, pour x assez 
grand : 

[T X I  ). 
c )  

AeX 3 f l ( x )  3 BeX . 
X X 

1.4 Etude grossisre ,  au voisinage de +O, des fonctions fp.  
Soit  un en t i e r  n > 1.  E t ab l i r  une r e l a t ion  en t r e  f n  e t  fn+l g&n€ralisant (1) .  

Etabl i r  €galement une majoration de fn(X), pour X 3 2, icmplaÇant 1. r e l a t i o n  (2). 

En deduire que, pour tou t  e n t i e r  n 3 1, il existe der con8tantes rtr ictcment posi t ives  A n et  

'n xn 

a) 

b )  

c)  

Bn t e l l e s  que, pour x assez grand : X X e .  2- 3 fn(X) < Bn n 
X 

1.5 Part ie  principale des fonction8 f n  au voisinage de +o. 

Determiner l a  pa r t i e  principale de f l ( x )  lorsque x tend vers + œ, en u t i l i s a n t  a nouveau l a  
re la t ion ( 1 ) .  

a )  

b )  Plus genbralement, déterminer l a  partie principale de fn(x) lorsque x tend vers  + œ. 
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PARTIE - II Etude de la fonction & 

11.1 Variations de l a  fonction g. 

Exprimer la fonction d i r i v t e  g* B l 'a ide de la  fonction f2. Calculer g * ( l ) .  
Prouver q u ' i l  ex i s t e  un nombre rie1 unique a > 1 t e l  que f,(a) - e. 

En diduire l e s  var ia t ions de g. Prtciser g (a) P l 'a ide de a. 
Diterminer les pa r t i e s  principales de g(x) lorsque x tend vers  O e t  lorsque x tend vers + -. 

a) 

b) 

c) 
d) 

11.2 Calcul de valeurs approchhs de g(x) et  de g*(x) lorsque x f IO, 11. 
La m€thode'conriste P (valusr g et g* A l ' a ide  de f e t  i approcher f l  gr i ce  A un dgvvaloppe- 
ment taylorien de t k  . 1 t 

t tn 
nl 

e t  Rn(t) - e - S,(t)* 
2 

Sn(t)  - 1 + t + a)  Pour tout  en t i e r  n a O, on pose : + ... + - 
a+l 

' e t  
Montrer que, pour tout  ( l h e n t  t de [O, 11 et P m r  tout entier 

En diduire un encadrement de l a  fonction f l  sur  ]O, 11. 

O < Rn(t) < 'm : 

b) 

11.3 Calcul de valeurs approchles de g(x) e t  de g*(x) lorsque x E (1 ,  31 e t  d'une v i l eu r  approcha. 
de a. 

La mtthode consiste, cette f o i s ,  B ivaluer g e t  g* & l 'a ide de f 2  e t  A approcher f 2  grPce au 
diveloppement taylor ien de t- e t . 

t 
a) On i c r i t  1 nouveau 

Montrer que, pour tout  il€ment t de [ l .  31 : 

- Sn(t) + R ( t ) .  n p+ 1 < Rn(t) < 3 t n+l 
'(n*I)T -m 

b) En deduire un encadrement de l a  fonction f 2  su r  l 'intervalle [ l ,  31. 

c)  Calculer des valeurs approchies des nombres f2(2) ,  g(2) e t  g'(2) A l a  p r t c i s ion  IO? Que peut- 

on en deduire en p a r t i c u l i e r  pour l e  nombre a ? 

d) J u s t i f i e r  l'encadrement 2,2 < a < 2.,4. Donner une valeur approchie du noQbre g(a). 

Dessiner l a  courbe repr€sentative de l a  fonction g. 

Comportement asymptotique de g e t  calcul de g e t  g* pour de grandes valeurs de l a  variable. 

Diteminer deux su i t e s  de f i e l s  telles que, pour tout  r€el  x > O e t  pour 

tout ent ier  n >/ 1 : 

(3) 

1 
Dans l a  s u i t e  du p r o b l h e ,  on suppose x f ixe  > 1 et on pose : rn = n! 

Montrer que l i m  = + =. A i n s i ,  l ' u t i l i s a t i o n  de trop grandes valeurs de n, dans l a  formu- 

l e  (3) ,  ne pouvant convenir au calcul  approchl de g(x), on se propose de diterminer une valeur 
optimale de n, c'est-%dire un en t i e r  nx minimisant rn. 

f,,(x). 

r n 
Il-= 

A l ' a ide  de l a  r e l a t ion  trouvie dans 1.4 a ) ,  i t ud ie r  7 " - 1 e t  dtterminer un tel  ent ier .  
.n-1 

On chois i t  x = 30. Montrer que r8 est l a  min* de la  s u i t e  (ru).  DIterminer une valeur appro- 

chie par utciis de r8 : B ce t  e f f e t  on i tudiera  l a  convat i t i  de 1. fonction t.7 e t  on 

majorera cette fonction par des fonctions l i n h i r e s  su r  chacun des in t e rva l l e s  11, 91 e t  19, 301. 

Diterminer enfin B l ' a ide  de ce qui preciide des valeurs approchies de g(30) et de g'(30). Quelles 
sont l e s  pricisions obtenues ? 

t a 

t 

** 


