page 136 Concours commun MINES—-PONTS-TELECOM-...
1mas commune—tMathdémalti Gues appligudas

ECOLE NATIONALE DES PONTS ET CHAUSSEES,

ECOLES NATIONALES SUPERIEURES DE L’AERONAUTIQUE ET DE L'ESPACE, CONCOURS D’ADMISSION 1988
DE TECHNIQUES AVANCEES, DES TELECOMMUNICATIONS, .
DES MINES DE PARIS, DES MINES DE SAINT-ETIENNE, DES MINES DE NANCY, ve
DES TELE%%&’?&C@'{-"’"S DE BRETAGNE, :
LYTECHNIQUE PREUVE PRATIQU
 POLYTECHN E DE MATHEMATIQUES
OPTIONS M, P’ ET TA.

{Durée de I’épreuve 2 heures)

Les candidats sont autorisds Q se servir de toutes tables ou instruments de calcul. Ils indiqueront,
mn t&te de lewur copie, le matériel utilisé.

Pour les calculs de valeurs approchées, on fournira toutes les justifications utiles pour l'obtention
i@ la précision demandée.

On désigne par fp (p entier > 0) et par g les fonctions réelles de variable téelle définies sur

Jo, + =[ par : x ¢
£ = S_4a -
p X J: 7 t gx) = e xfl(")'

L'objet du probldme est 1'étude des variations de la fonction g et de son comportement asymptotique
au voisinage de + =, ainsi que le calcul numérique approché de valeurs de g(x), ce qui fait 1'objet de la
Partie - II. Dans la Partie - I, on &tablit des résultats concernant les fonctions fp, utiles pour la suite.

PARTIE - I Etude des fonction fp
I.1 Etudier les variations de fl'

1.2 a) Que peut-on dire de fl(x) lorsque x tend vers 0 ?

1
t
b) Montrer que 1'intégrale J - dt existe et en déduire la partie principale de £ ) 2
voisinage de O. 0
1.3 Etude grossilre de f, au voisinage de + =.
Etablir r tout x > 0, la relation : .
a) ir, pou u ’ e 4] £,(x) = -e + £,(x).
b) Etablir, pour tout x » 2, la relation : 2) fl(x) < exIZ Inx + —i— .
(On pourra décomposer 1'intervalle d'intégration [1, x] en les deux intervalles [I, %] et [—-’25- , %] )
¢) En déduire qu'il existe des constantes A et B strictement positives telles que, pour x assez
grand : x
Ae g f,(x) g _Be® .
X x
1.4 Etude grossidre, au voisinage de + =, des fonctions fp.

a) Soit un entier n > 1. Etablir une relation entre fn et fuﬂ généralisant (1).
b) Etablir également une majoration de fn(x). pour x » 2, remplagant la relation (2).
¢) En déduire que, pour tout entier n 2 1, il existe des constantes strictement positives An_et:

Bn telles que, pour x assez grand : x x

e e .
A“ n § fn(*) s Bn n
x x
1.5 Partie principale des fonctions fn au voisinage de + =,
a) Déterminer la partie principale de fl(x) lorsque x tend vers + =, en utilisant 2 nouveau la
relation (1).
b)

Plus généralement, déterminer la partie principale de f“(x) lorsque x tend vers + =,

—_— - ~ e e
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PARTIE ~ II Etude de la fonction g
I1.1 Variations de la fonctxon 8- .
"a) Exprimer la fonction dér1vée g’ 2 l'aide de 1; fonction £2. Calculer g’(1).
b) Prouver qu'il existe un nombre réel unique a > 1 tel que fz(a) - a.
¢) En dé&duire les variations de g. Préciser g (a) 2 1'aide de a.
d) Déterminer les parties principales de g(x) lorsque x tend vers 0 et lorsque x tend vers + =,
1I1.2 Calcul de valeurs approchées de g(x) et de g’(x) lorsque x € ]0, 1].
La méthode consiste 3 &valuer g et g’ 2 l'aide de fl et 3 approcher fl grlcc 2 un développe-
ment taylor;en de ti— o, 2
n t
P tout entier n > 0, on pose : - t t tR(t) =e -8 (t).
a) Pour tout entier n > 0, on pose S.(8) =1+ce STt e et R (t) n
‘ tn¢l
rnansd .
Montrer que, pour tout Elément t de [0, 1] et pour tout encie 0gR (V) S o
b) En déduire un encadrement de la fonction £, sur 1o, 1}.
¢) Calculer g (%) et g’ (%) a la précision 10-3.
11.3 Calcul de valeurs approchées de g(x) et de g’(x) lorsque x € [1, 3] et d'une valeur approchée
de a.
La méthode consiste, cette fois, 2 &valuer g et g’ 1 1'side de fz et 3 approcher fz grice au
développement taylorien de t t— et.
a) On &crit 2 nouveau e° = § (t) + R ().
n n .
™! < R < o !
Montrer que, pour tout &lément t de [1, 3] : N n ~

[CON

b) En déduire un encadrement de la fonction fz sur l'intervalle [l, 3].

T T

c) Calculer des valeurs approchées des nombres f (2). g(2) et g'(Z) 2 la précision 10 . Que peut~-
on en déduire en particulier pour le nombre a ?

d) Justifier 1'encadrement 2,2 < a < 2,4. Donner une valeur approchée du nombre gla).

II1.4 Dessiner la courbe représentative de la fonction 8-

I1.5 Comportement asymptotique de g et calcul de g et g’ pour de grandes valeurs de la variable.

a) Déterminer éeux suites (ap) P20 et (bp) p>0 de réels telles hua, pour tout réel x > 0 et pour

tout entier n > 1 : p=n
f ) g(x) = Z e S b e X+ n! ."‘fw(x)
p=l x

-x
Dans la suite du probléme, on suppose x fixé > 1 et on pose : L n! e fn+l(x)'

i insi ili i dans la formu-
b) Montrer que 111” o=t Kinsi, l'utilisation de trop grandes valeurs de n, da
1o

le (3), ne pouvant convenir au calcul approché de g(x), on se propose de déterminer une valeur

optimale de n, c'est-3-dire un entier n, minimisant L

-~ 1 et déterminer un tel entier.

c) A l'aide de la relation trouvée dans I.4 a), étudier T,

’ 3 . . (3 ro.
d) On choisit x = 30. Montrer que r est le minimum de la suite (rn). Déterminer une v:leur app

e
i i i — et on
chée par excids de rg ¢ 3 cet effet on &tudiera la convexité de la fonction t -:5—

majorera cette fonction par des fonctions linfaires sur chacun des intervalles [1, 9] et [9, 30]).

e) Dé&terminer enfin 2 1l'aide de ce qui précdde des valeurs approchées de g(30) et de g’ (30). Quelles

sont les précisions obtenues ?
' [ 2 2 ]



