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Corrigé pour le contréle a posteriori, rédigé par Pierre Abbrugiati, relu et amendé par Marc Tastet.

C)
Il suffit de réinjecter chaque expression proposée pour voir que la C) et seule la C) convient.
Remarque : en utilisant les techniques de résolution des équations différentielles linéaires homogénes on

trouve que Iensemble des solutions sur | — oo, —1[U] — 1, 1[U]1, +o00o[ de I'équation homogene associée a
A 5 siz < —1
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C).

Meéme technique que pour la question 1. Comme on sait que deux solutions particuliéres différent d’une
solution homogene et que les candidats proposés ne différent clairement pas d’une solution homogeéne, si
on commence par tester la C), on n’a pas besoin de tester les autres. Bien sir, la méthode de la variation
des constantes donne aussi le méme résultat.

0.

La question est mal formulée (« 'ensemble des solutions est de la forme y(x) = ... »), mais convenons
que PENAC nous a habitués a bien pire.

Aucune réponse n’est correcte puisque sur | — oo, —1[U] — 1, 1[U]1, +o0o[ I'ensemble des solutions forme un
sous-espace affine de dimension 3 et non pas 1 comme pour chaque réponse proposée.

B).
La question est mal formulée (il manque une quantification en n).
Méme technique qu’a la question 1.

n
Plus rapidement : la suite (up)nen est de la forme A((%) > + 1(2")pen (avec A = p = 1) dont
neN

le polynéme caractéristique est (X - %)(X —-2) = X%~ %X + 1 donc d’aprés le cours sur les suites

récurrentes linéaires doubles, les suites de la forme (aup42 + bupy1 + cup)nen sont nulles si et seulement
si aX? + bX + c est un multiple de X? — %X + 1, ce qui ne laisse que la B).

B).
La méme technique qu’a la question 1 permet encore de conclure.

Plus rapidement : une suite géométrique (¢"),en vérifie (R) si et seulement si g est racine du polynéme
caractéristique 3X? — 2X — 5 de (R), dont les racines sont 5/3 et —1.

A).
Meéme technique qu’a la question 1, mais on ne teste que A) (car pour B), C) et D) la suite ne vérifie par
(R)), et on teste seulement ug et uy (car pour A) la suite vérifie (R)).

n
On peut aussi, mais c’est plus long, déterminer A et p tels que (up)neny = A((g) ) + ,u((—l)”)neN
neN
en résolvant le systéme donné par les valeurs des deux premiers termes ug et u;.
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Q8 C).
Meéme technique qu’a la question 1 il suffit réduire au méme dénominateur pour voir quelle est la bonne
expression. Comme il existe une unique décomposition en éléments simples (DES), on peut s’arréter dés

qu’on trouve . Si on connait la forme théorique d’une DES, on élimine d’emblée A) et D) qui

1
x(x —1)2
n’ont pas les bons facteurs au dénominateur.

On peut aussi trouver la DES & I’aide des techniques du cours.

Q9 A).

R 1 1 1 1 dz 1
OnlntegrenotreDES:m:;—xil—i—(%il)2 dOI’lC/len(gj)—ln(l—gj)—xl R

en notant /f(:r) dz I’ensemble des primitives de f sur |0, 1][.

Attention : on est ici sur Uintervalle ]0, 1[. Ainsi # — 1 < 0 et In(z — 1) n’a pas de sens.
Bien str la technique de la question 1 permet de répondre (y compris hélas si on ne se rend pas compte
que B) n’a pas de sens).

Q10 0.
Bin pareil mais cette fois c’est In(1 — ) qui n’a pas de sens.
Les primitives sont les z — In(z) — In(z — 1) — 15 + C, C € R et aucune n’est dans la liste.

Q11 B).
On calcule : {ln(x) —In(x —1) — ﬁ}z = —2In(2) + In(3) + % = ln(%) +1In(3) + % =In (%) + %
La formulation de 1’énoncé présente une maladresse habituelle des QCM de 'ENAC dans lesquelles "en
déduire" a un sens particulier : on ne déduit pas cela de la seule réponse "(0" a la question 10 qui n’avait
aucune proposition correcte, mais de la réponse correcte a la question 10 qui ne figurait pas dans les
propositions.

Q12 C).
zt
Simple application de la formule /eZt dt = < + R valable pour z € C\ {0}, ici z = —(1 4 2in).
z

Q13 D).
Dans cette question et la suivante, on ne voit pas trop l'intérét de se restreindre a l'intervalle | — 0o, 0] :
celui-ci n’évite méme pas le pole —1 de la fraction rationnelle! Je pense que le ¢ < 0 est une coquille et
qu’il faudrait lire ¢t > 0...
Sinon, méme résolution qu’en 8 (donc la méthode de la question 1 permet de répondre), la DES est

F) = e — whe-

Q14 C).
On intégre chaque élément simple comme dans la question 10. Les primitives sur | — oo, —1[ sont les
x — arctan(t) + %H + C, C € R, et expression analogue sur | — 1,0[ (avec une constante non nécessaire-
ment égale). Donc une primitive, parmi d’autres, est bien celle de la réponse C).
Et une fois encore la méthode de la question 1 permet de répondre (mais c’est plus long).

Q15 B).
1
Il s’agit de calculer xdx!

0
Une remarque sur les questions 15 & 17 : pour n > 1, l'intégrale I, est impropre (ou du moins les intégrales
qui interviennent pour trouver la relation de récurrence par IPP sont impropres) « méme si ¢a ne se voit
pas », ce qui rend ces questions hors-programme en sup !
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Q16

Q17

Q18

Q19

A)B).
Enfin une question oil tester les propositions n’est pas immédiat !
n
Les réponses A) et B) disent strictement la méme chose! Les applications z — ‘%2 et x — In (%) sont

C! sur ]0, 1], on peut donc effectuer une IPP (enfin avec le programme de spé) qui donne pour n > 1 la

n

n
relation I,, = 21,1, en utilisant le fait que liH(l) 2% 1n (%) = 0 (croissances comparées).
T—

2
C).
n n(n —1) nn—1)---1 n!
B).
+00
Maladresse du sujet : dans les questions 18 et 19 (mais pas 20), les séries sont notées »_ w, alors que
n=0

cette expression devrait dénoter leur somme.

Iciona Y uy ot (up)y = (%) . On a (par exemple) u, = 0((%)71) et la série de terme général
n>1 n

n
% converge absolument (comme série géométrique dont la raison a une valeur absolue strictement
inférieure a 1). Par principe de comparaison, » w, converge absolument, et donc en particulier converge.

n>1
Ainsi A) et D) sont fausses et B) est vraie.

Quant a C), c’est une proposition qui n’a malheureusement strictement aucun sens. On imagine qu’il

faut lire : « > w, est convergente, or toute série convergente est absolument convergente, donc Y uy,
n>1 n>1
est absolument convergente » (mais ce n’est pas ce qui est écrit!), et qu’elle est donc (grossiérement) fausse.

0.
cos(nm) — cos(nm/2
Ici on a Zunoﬁ(un)n:< () 5 (n/ )) :
n>1 n n
e On a |uy| < n% et la série de terme général % converge absolument, donc ) wu, converge absolument.
n>1
e Pour tout entier n impair on a cos(nm) — cos(nmw/2) = —1, pour tout n multiple de 4 on a cos(nm) —

cos(nm/2) = 0 et pour tout n congru a 2 modulo 4 on a cos(nm) — cos(nmw/2) = 2. En séparant les termes
impairs, les termes multiples de 4 et les autres, ce qui est loisible puisque les quatre séries convergent
(absolument), on obtient :

00 00 1 00 9 00 1 00 ) e ) B
;U”ZZ(%+1)2 +Z(4k+2)2 :ZW+ZWZTZWZEW2

k=0

(&)
’ 1 _
sachant quon a k;o m =35

Examinons maintenant les propositions qui nous sont faites :
A) n’a aucun sens. On imagine qu’il faut lire : « u,, — 0, or toute série dont le terme général tend vers 0
converge, donc > w, converge » (mais ce n’est pas ce qui est écrit!), et qu’elle est donc (trés) fausse.
n>1
B) n’a aucun sens. Mais, quel que soit le sens qu’on lui donne, elle ne peut qu’étre fausse puisqu’on n’a
1
pas U, ~ ;3

C) n’a aucun sens. Mais, quel que soit le sens qu’on lui donne, elle ne peut qu’étre fausse puisque » u,

n’est pas une série & termes positifs. nzl

o0

Enfin D) est fausse car méme sans connaitre la valeur de > m il est clair que c’est un nombre positif
k=0

o0
et donc ) w, est négatif.
n=1
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Q20

Q21

Q22

Q23

Q24

B)?
n
Iciona Y v, ot (up)p = Y, %—ln(n) et (Un)n = (Unt1 — Un)pn- On sait que la suite (uy), converge (vers
n>1 p=1
la constante d’Euler) donc > v, converge également par télescopage.
n>1

Probléme : aucune des quatre propositions n’a le moindre sens.

On peut néanmoins sans se mouiller affirmer que A) et D) doivent étre fausses quel que soit le sens qu’on

leur donne puisque Y v, converge (méme si I'implication sous-jacente de D) est vraie).
n>1
Pour B) et C), il va nous falloir de I'imagination.

Imaginons donc que le concepteur du sujet avait pour idée de montrer la convergence comme suit. On a,

pour n > 1, vy = Upy1 — Uy = n%rl —In(n+1)+1In(n) = n%rl —In(1+4 1) =—5» +o<#) et donc
U] ~ 27%27 or » ﬁ converge et donc ) v, converge absolument. C’est une bonne méthode hein, je ne
n>1 n>1

critique pas, mais convenons que ce n’est pas la seule. Imaginons maintenant que pour B), il faille lire

« en utilisant la méthode du concepteur du sujet, on déduit la convergence de > v, de la convergence de
n>1

> # », et pour C) il faille lire « en utilisant la méthode du concepteur du sujet, on déduit la convergence
n>1

de > v, de la convergence de ) # » (oui, j’ai prévenu qu’il y aurait besoin d’imagination). Il apparait
n>1 n>1
alors que B) doit étre vraie et C) fausse... sauf si le concepteur du sujet a en fait utilisé une autre méthode

que celle que je lui attribue.

D).

24 =1 x 2 x 3 x 4 est le produit de quatre entiers consécutifs et n’est divisible ni par 16, ni par 18 ni par
20. Donc A), B) et C) sont fausses.

Parmi quatre entiers consécutifs il y a nécessairement deux entiers pairs dont exactement un est un mul-
tiple de 4. Donc un tel produit est divisible par 8. De plus, parmi quatre entiers consécutifs (en fait c’est
déja vrai pour trois entiers consécutifs) il y a nécessairement un multiple de 3. Donc un tel produit est
divisible par 3. Enfin 3 et 8 sont premiers entre eux donc d’aprés un corollaire du lemme de Gauss, un tel
produit est divisible par 8 x 3 = 24. Donc D) est vraie.

B).

La question est mal formulée (les quantifications sont mal placées).
On a b qui divise a® + 1 donc b divise (a? + 1)(a® — 1) = a* — 1.
Ainsi, si b divise a* + 1 alors b divise (a* + 1) — (a* — 1) = 2.

De méme, si b divise 2 alors b divise (a* — 1) +2 = a* + 1.

Donc B) est vraie, et assez clairement les 3 autres sont fausses.

C).
On cherche la valuation 10-adique de 23! =23 x 22 x 21 x --- x 1.

Dans ce produit un facteur sur deux est pair alors qu’un facteur sur cing seulement est un multiple de 5
23

donc v10(23!) = v5(23!) = U5(k12_3[1 k)= > vs(k) = v5(5) + v5(10) + v5(15) + v5(20) =1+ 1+ 1+ 1 =4.

A)C).
L’énoncé confond chiffre et nombre.
Pour n > 5 on a va(n!) > vig(n!) (méme argument que pour 23). Ainsi, en notant p = vig(n!), on a

| | . . ’ '
V2 (%) > 0 et donc 237 est pair. Le dernier chiffre de 23

pair » selon les mots de ’énoncé). En particulier c¢’est vrai si n est pair.

est donc 2, 4, 6 ou 8 (et donc c’est « un nombre
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Q25

Q26

Q27

Q28

Q29

C).
Tous les nombres proposés sont bien premiers.
6
On a 21 = 3 x 7 donc d’aprés l'identité géométrique : 221 — 1 = (23)7 —1=(2%- 1)( > 23k).
k=0

Et donc 23 — 1 = 7 divise 22! — 1. Donc C) est vraie.

Evidemment 22! — 1 est impair donc A) est fausse.
On a 22! =2 x 410 = 2 x 11 = 2 [3] donc 3 ne divise pas 22! — 1 et B) est fausse.
On a 2!9 =1 [11] : en MPSI c’est une simple application du petit théoréme de Fermat, en PCSI il faut

I'obtenir en calculant les puissances successives de 2 modulo 11 jusqu’a tomber sur —1. Par conséquent,
2
on a 22! =2 x (210) =2 x 12 = 2 [11], donc 11 ne divise pas 22! — 1 et D) est fausse.

B).

Tous les nombres proposés sont bien premiers.

On a 21 =7 x 3 donc d’aprés identite geometrique : 22 — 1 = (27)° = 1= (27— 1)(1+ 27+ 21) B
donc 27 — 1 = 127 divise 22! — 1. Donc B) est vraie.

Je ne connais par coeur mes puissances de 2 que jusqu’a . On a d’aprés la question précédente :
7221 —1 =127 x (1 + 128 + 1024 x 16) et 127 étant premier, 7 ne divise pas 127. Donc d’aprés le
lemme d’Euclide on a 7 | (129 + 16000 + 24 x 16) = 16513. En posant la division euclidienne j’obtiens
16513 = 7 x 2359. En posant les divisions euclidiennes j'obtiens 2359 = 99 [113], puis 2359 = 1 [131], puis
2359 = 30 [137]. Donc A), C) et D) sont fausses.

Il y a peut-étre plus rapide, mais cette méthode reste raisonnable.

210

B)C).

Tous les nombres proposés sont bien premiers.

Bon, comme d’habitude, identité géométrique : 31?2 — 1 = (34)3 —1=(3*-1) (1 + 34 + 38>.

Et donc3*—1=92-1=81—-1=280=16 x 5 divise 3'2 — 1. Ainsi 2 et 5 sont des diviseurs premiers de
312 — 1 et B) est vraie.

Evidemment 3'2 — 1 = —1 [3] donc 3 ne divise pas 32 — 1 et A) est fausse.

Comme d’habitude, Fermat (ou calcul successif des puissances en PCSI) : 3! = 1 [11] donc 3'2 — 1 =
9 — 1 =8 [11] et 11 ne divise pas 3'2 — 1 donc D) est fausse.

Et un dernier coup de Fermat (ou...) : 3¢ =1 [7] donc 312 —1 =12 -1 =0 [7] et 7 divise 3!2 — 1 donc C)
est vraie.

A).

Les réponses étant incompatibles entre elles, au plus 'une d’elles est vraie.

Soient € R et n € Nx.

On a, par définition de la partie entiére : [x] < z < [z] 4+ 1 donc n[z] < nx < nlz] + n. Ainsi nf[z] est un

entier inférieur & nz. Or [nz] est le plus grand entier inférieur a nz. Par conséquent : n[z] < [nz]. D’on

[z] < @, et par croissance de 'application partie entiére : [z] = [[z]] < [@ :

Par ailleurs comme on a [nz] < nx on déduit [na] < z puis, toujours par croissance de l'application partie

entiére : [@} < [z]. '

D’ou [@] = [z], et donc A) est vraie et les autres sont fausses.

B).
On a (aprés division euclidienne) 2000 = 5 [7] donc 200019 = 51000 [7] Comme d’habitude, Fermat (ou

calcul successif des puissances en PCSI) : 55 = 1 [7]. On effectue la division euclidienne de 1000 par 6 et
on trouve 1000 = 4 [6] donc 51090 = 5% =2 [7].
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Q30

Q31

Q32

Q33

Q34

Q35

Q36

B).

Bon c’est un calcul, ¢a donne 2, voild quoi.

D).
Comme d’habitude quand on me demande la matrice de la projection orthogonale sur un plan dans R3, je
commence par chercher la matrice de la projection orthogonale sur la droite orthogonale au plan car celle-

ci est quasiment gratuite & l'aide de la formule de projection. Ici le plan P a pour équation 2z —2y+2z =0
2

donc sa droite orthogonale P+ = D est Vect((—f)) et (—?) a pour norme V22 + 22 + 1 = 3. Ainsi pour

ow ()3 ama s ((3) =< (D3(3)> 3(2) = < G} (3)> ()= =)t aon

P i 1 4 -4 2 . D trice I 1 4 -4 2 1 5 4 -2
a pour matrice g| -4 4 -2 u1s a pour matrice —al 4 4 -2 =3 4 5 2 .
bPpap 9 ( s o 1 )7 P pp ap 3 9 ( 5 o 1 ) 9 ( )

Rellos

Q).

Calcul direct. La méthode de la question 1 permet une résolution rapide.
B).
Notons C = Matp(f) = ( _}3 _; —;11 ) On a det(C) = 0 donc (u,v,w) est lice. Plus finement on a

Ker(C) = Vect((lj)) donc Ker(f) = Vect(—2i + j — k), ce qui ressemble mais n’est pas le résultat
proposé en D).

A)B).
Notons f la restriction de la fonction proposée sur R*. Aprés DL en 0 de 'exponentielle on a f(x) =
$2 + o(z), donc f a un prolongement dérivable sur R en posant f(0) = 0 et on a alors f/(0) = 1/2.

B).
Encore un calcul de DL mais cette fois en 400 : f(z) =z — 5 + 0(%) =2+ 0+ o(1). Donc f a bien un

asymptote en +oo qui est la droite A d’équation y = x + 0 (premiére bissectrice).

A).

Technique classique de résolution d’une équation du second degré a coefficients complexes : les racines
i—1 _ 144 ; adi—1 _ (=D@E+1) -2 __ a_

sont *5-a et 5 - On a bien str 2 0= oGty 4T s T Tis

Bien stir, on va encore plus vite avec la méthode de la question 1... ®



