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CONCOURS INTERNE SESSION DE 1983

ot

CONCCURS D'ACCES A U'tCHELLE DE REMUNERATION DES PROFESSEURS CERTIFIES

DEUXIEME COMPOSITION DE MATHEMATIQUES

Dunte : 53 heures

L'usage d’instruments de calcul, en particulier d’une calculutrice dlectronique de pache — éventuellement
progrummable et alphanumériqyue — & fonctionnement autonome, non imprimante, est autorisé conformément
la cimuluire n® 86-228 du 28 juillet 1986.

Mutériel & fournir : fenilles de papier quadrillé 5 x 3.

Une des bases du savoir-faire en géométrie est lu capacité de construire des ligures a la régle et au compas
(¢’est-a-dire pur intersection de droites et de cercles). Lorsque: cette capicité — pour des raisons que Palgébre éclaive —
tombe en défuut, on s’intéresse 3 des solutions approchées mettant en jeu des intersections de lignes appropriées.

L'épreuve est orgunisce autour d'exemples pratiques de ces deux situations, choisis essentielement parmi
les polygones réguliers convexes (5, 7, 9. cités).

Dans tout le probléme, quand on demande de construire une hgure, il est entendu qu'il s'agit d'une cons.
truction & la régle et au compas; quand on parle Jun polvgone régulicr, il est convexe et le not convexe est sous-
entendu.

PREMIERE PARTIE

POINTS CONSTRUCTIBLES

Dans ses Lecons sur les constructions géométriques (1940-1941), Henri LEBESGUE précise ce qu'on entend par -
points constructibles :

« Des points étant donnés, on se propose d’en construire d’autres qu'ils déterminent en n'usant que de la
régle et du compas, la régle ne devant servir qu'a joindre (tracer une droite) deux points donnés on prévédemment
obtenus, le compas ne devant servir qu'a tracer un cercle dont le centre est un point donné ou déja ohtenu et dont
le rayon est la distauce de deux points donués ou Jéja obienus. »

On nomme droite constructible une droite joignant deux points constructibles ot cercle constructible un
vercle centré en un point constructible et dont le rayon est la distance de deux points constructibles. 11 va de soi
yue les constructions fondamentales (médiatrice d’un scgment, paraliégle ou perpendiculaive a une droite issue J’un
point, bissectrive d’un angle), sont considérées comme connues.

Soient O et [ deux points donnés, distincts, du plan. Dans toute cette partic on désigne par points construes
tibles les points qu'on pent construire & partir de O et L :

1.1. En tracant les figures correspondantes, montrer que sont constructibles :

— les sommets des carrés,
— les sommets des hexagones réguliers,

admettant O et [ comme sommets consécutifs ou non.

1.2. Soit J un point constructibie autre que O et I.
a. Construire un point J, vérifiant OJ x 0J, = 0.

b. Construire un point J’ vérifiant 0J? = Ol x.0J.
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1.3. Le pentagone régulier.
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On désigne par 1" le cercle de centre O et de rayon Ol et par S le symétrique de { pur rapport & O. Sur une figure,
marquer les points () et [ (distance O : 4 ), tracer le cercle T et mettre #n place, en s'aidant d’une calcula-
trice on d’un rapporteur, le pentagone régulier IABR’A’ inscrit dans ce cercle. BB’ et SI se coupent en H; soit
O le symétrique de O pae rapport & [ et I’ le symétrique de I par rapport i H.

Comparer successivement : les directions dJe S et OA, de O'B et SA, de U5 et AB, ainsi que les longueurs
S() et SB, SU et SA. Des démoustrations, dont I'ordre est laissé au choix du candidat, justifieront les réponses.

Prenant la distance Ol comme unité de longuear (O = 1) et lu distance O'S conune inconnue (0’S = d), uti-
liser une partic convenable de la figure, pur exemple deux triangles homothétiques qu’on indiquera, pour former
une érquation du second degré vérifiée par d. Caleuler d. Construire un segment de longueur d, puis réaliser la
construction du pentagome IABB’A’.

1.4

Exploration des polygnnes réguliers constructibles.

On note £, le polygone régulier  n cotés de centre O dont un sommet est [; on dira que <2, est construrtible
si tous ses sommets le sont.

a. Montrer que <2, est constructible si et seulement si €, est constructible. On peut done désormais se limiter
an cas ou n est impair.

b, £, et £, sont constructibles; € . est-il constructible ? (On tracerz sur une méme figure <, et €,.)

¢. Oun suppose <0, et oL, coustrnetibles, les entiers 7 ot & élant premiers entre eux. Moutrer que €, est
constructible : on prouvera qu'il existe un sommet de €, et un sommet de L, qui sont deux sommets
conséentifs de £ .

DEUXIEME PARTIE

NOMBRES CONSTRUCTIBLES

Cotnme dans la premiire purtie les points O et [ distincts sont donnés et on Jdésigne par points constructibles
les points qu’on peut construire i la régle et an compas 3 partir de O et .

On rapporte le plan au repeére orthonormal (O, i, j) avec i = Ol et on appelle point rationnel un point Jout
les deux cnordonnées sont rationnelles.

2.1. Moatrer que tous les points rationnels du plan sont constructibles.

2.2. Pour déterminer de nonveanux points on s'intéresse aux cercles et aux droites construits & 'aide ‘es points
rationncls.

.

Montrer que ces droites et ves cercles admettent dans (0, i, j) des équations i coeflicients rationnels. En exami-

i nant leurs intersections, successivement dans le cas de deux droites, d’une droite et d'un cercle, de deux cercles,

montrer que chaque concdonnée «’un point J’intersection est ou bien un nombre rationnel ou bien un nombre
irrationnel racine d’une équation du second degré a coefficients rationnels.

2.3. a. Soit ¢ un réel. Montrer I'équivalence des deux propositions :
c est I'abscisse d’un point constructible de 1"axe (O, 5;
[c] est la distance de deux points constructibles.

Les réels ¢ possédant ces propriétés sont dits nombres constructibles.

b. Montrer que la somme et le produit de deux nombres constructibles sont des nombres constructibles. Mon-
trer que 'ensemble des nombres constructibles est un sous-corps du corps des réels.

T . , , . ey .
¢. On considére les droites et les cercles représentés dans le repére (0, i, j) par des équations dont les cocth-
cients sont des nombres constructibles. Montrer que ce sont des droites et des cercles constructibles.
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2.4. A tout point du plan on associe son atfixe complexe dans le repére {0, i, j). On appelle nombres complexes cons-
tructibles les affixes des points constructibles.

Moutrer que le conjugué d’un nombre complexe constructible est constructible, que la somine et le produit Je
denx nonbres complexes constructibles sont constructibles. Montrer que les nombres complexes constructibles

constituent un sous-corps du corps des complexes. Montrer que les racines carrées d’un nombre complexe
constructible sout constructibles.

2.5. On considere une conique 3 centre, ellipse ou hyperbole, définie duns le repére (U, £, j) par une équation
F(x, y) = 0ot F est un polyndme du second degré & coefficients réels constructibles. Montrer que ses axes
de symétrie sont des droites constructibles, que ses sommets et ses foyers sont des points constructibles.

TROISIEME PARTIE

SOLUTIONS GRAPHIQUES

L'algébre établit qu'il serait contradictoire que toute Squation du troisiéme degré a coeilicients constructibles
ait ses racines constructibles. En particulier il sera ici admis qu’on ne peut pas, i la régle et au compas, « diviser en

trois angles égaux » un angle quelconque donné (trisection), et que, parmi les polygones réguliers, ni <2, ni <2, ne

sont constructibles. O propose dans cette partie des solutions graphiques a ces problémes en s’aidant d’une courbe
auxiliaire constructible point par point & la régle et au cowmnpas.

Corame duns les parties précédentes, les points O et [ sont donnés; on désigne par D la droite OI, par I' le
cercle de centre () passant par [, et par S le symétrique de T par rapport 3 O. Le plan est orienté. Chaque fois qu’on

utilisers un repére, il s'agira Ju repere orthonormal positif (O, i, j) avec i = OL,
3.1. Trisection d’un angle particulier.

a. Soit U et U’ deux points de T symétriques par rapport i D, pris hors de D, T le symétrique de O par rapport
3 la droite UU’, V le symétrique de U’ par rupport i la droite OU.

Etablir I'égalité : 3 (OI, OU) = (01, OV).
Montrer que la droite TU" pusse par le point K de [' diumétralement opposé a V.

b. On suppose Jonné le point K sur " hors de D et, i chaque point T de D, on associe le point P de la droite
KT, s'il existe, qui se projette orthogonalement sur D .au milien de OT.

Montrer que si P est sur I, différent de K, il permet de résoudre la trisection de 'angle (6!.. i:'6).

4 -

¢. Lorsque T déerit D, le point P défini en b. décrit un ensemble JC. Reconnaitre analytiquement cet ensemble;
situer ses asymptotes. (On désignera par x,, y, les coordonnées de K.)

d. Tracés : on prend K défini sur I'- par (67, 6?(.) - ’-; 2x) .

Mettre en place I'ensemble J€ correspondant; en tracera avec soin les portions de J€ fournissant son inter-
section avec I'.

A T'aide des points obtenus, placer les sommets de 2, .
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3.2. Trisection d’un angle quelconque.

La méthode qui précéde exigerait de tracer une courbe J€ pour chaque donnéde d'angle. On voudrait disposer
d’une courbe utilisable pour tout angle.

a. Sur la perpendiculaire en [ 3 D on fait varier deux points M et M’ symétriques par rapport & 1. Soit N le
symétrique de M’ par rapport i la droite OM et soit M, le symétrique de M’ par rapport a O.

Reconuaitre Uensemble décrit pur M, . Montrer que la droite NM, est paralléle 3 OM et passe pur un point
lixe 2.

Etablir I'égalité : 3 (D, QN) = (D, ON) lorsque N est distinct de Q.

b. Lorsque M déerit la perpendiculaire en I 2 D, N décrit une courbe £ qu'on se propose de construire.

On pose OM =i + t;':t étant un paramétre qui décrit R, Déterminer les coordonnées de N en fonction Je ¢.
Mettre en place quelques points de la courbe & et donner son allure.

Comment peat-on atiliser cette courbe £ pour le probleme de la trisection ?

3.3. Tracé de <, .

Dans le repére (0, 1, /) les sommets de €, ont pour affixes les racines septiémes de Uunité.

{ . 2%
On pose & = exp Kz-,z— ets = a + a + af.

a. Calculer s + 5. On pouna s'sider d’un dessin de &, obtenu au moyen de la calenlatrice an du rapporteur
(s est le conjugué de s).

Calculer ss. Déterminer s.
b. Montrer que «, a?, x* sont les racines de I'équation :

P -2+ 5z ~-1=0

et que o3 , «®, o sont les racines de I'équation :
P -5+ sz—-1=0,.

Comment pourrait-on retrouver les valeurs de s + s et 33 ?

c. Vérifier que le produit (z — 1) (z ~ s) regardé comme fonction de = prend en «, a*, a* des valcurs imagi-
naires pures. )

Ceci améne i chercher ’ensemble K des points du-plan d'affixe z tels que (= ~ 1) (z — s) soit imaginaire
pur et & étulier ses intersections avec I'.

Former une équation cartésienne de I, reconnaitre cet ensemble et en proposes une construction pouint
par point.

Sur une figure (distance O = 4 cm), mettre cn place K et placer les sommets de 2, .



