MATHS Il duConcoursCentrale -Supélec 2010 filiere TSI

( Les calculatrices étaient autorisées : Voir lesmarquesT| » ci-dessous )
E=R3 est munide sa structure euclidienne canonidpaebase canonique est notée
X .=(eq,e,,e3 . . L'ensemble des endomorphismesBeest notéL (E) .

Partiel -

LA -

Remarque: I'expression « la droite vectorielle de vectdirecteur a » est batarde !
On devrait lui préférer « la droite vectorielle engrée par a » .

RAPPEL : Vect(a)={ xOE /OANOR ,x=x g ={A aAOR}

.A.1)

» Supposons qu® est stable paf . En particulier f (a) est dansD . Donc il existe un réel tel
que f(a)=Aa .Donc a estvecteur propre flg associé aA ) car a estnon nul . % C.Q.F.D..

» Réciproquement , supposons que a est un veatgpurepdef et notonsA la valeur propre associée.
Pour x quelconque dangect(a) on peut poserx = pa et on obtient
f(x)="f(pa) = Mf (a)=pA a .Donc f(x) reste dansvVect(a) . C.Q.F.D..

f estlinéaire

l.A.2)

Soit f un endomorphisme dE . Le polyndme caractéristique des’écrit

P =-X3+Tr(f)X?+ay X+ Dét(f) doncP (A)A ~  =A3 . En particulier
- *o00

}\Lim P:(\)=+w donc P prend des valeurs strictement positives .

De méme Lim PAf/ (A)=-o donc I5vf prend des valeurs strictement négatives ﬁf}? est
A o +o0

continue surR . Donc leThéoréme de¥aleursl ntermédiaires montre qu@ ; atteint O : Il existe
Ao dansR tel que PAf/ (Ag)=0 .Donc Ay estvaleur propre dé . Soit a un vecteur propre
associé . D'aprés 1.A.1) la droit¥ect(a) est stable paf . C.Q.F.D. .

1.A.3)
Si n estimpair alors le raisonnement du |.As2jpplique car alorg’T A) ~ =A"
— Fo0
Par contre si n est pair aloévf ()\))\ ~ A" .+ etilse peutqueP; n'ait aucune racine
o oo A o too

. . : : Tt
reelle . Par exemple dans le cas o= 2 on peut poserf = R/, (rotation vectorielle d’angle5 ) -

La réponse est NON dans le cas général ( mals 9D n est impair ) |

[.B - Ici f estun endomorphisme de .
On suppose qu® est un plan stable pdret on note f la restriction def au planP .

1.B.1)
Soit Bp =(v1,Vy) une base d® . Le «théoreme de la base incompléte montre que 'on peut

choisir v telque B=(vy,Vv,,Vv3) estune base dg .
Sachant queP est stable paf , on peut poserf (vi) =av,+Bv, et f(vy)=yv;+dv, et

~ o ~
nécessairemenMat Bp (f)= ( 5 ;j . Donc le polynéme caractéristique de est
(a =X)(d-X) - By .
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a 'y H
De méme on peut maintenant poddiatg (f)=| B & © | etlaregle de développement d'un
0 0 Aj

déterminant suivant 18%™€ ligne montre que le polyndme caractéristiquef dgécrit

a-X Y
B 0-X

.B.2)

D'aprés ce qui précéde en 1.A.1) on doit iciddihypothése quef admet une valeur propre que je

‘()\3 -X) =((a -X)(8-X) -By)(A3-X) .DotC.Q.F.D..

note A; . En choisissantv; en tant que vecteur propre de associé &\, on trouve donc , selon la

Aty M
preuve de 1.B.1) Matg(f)=| O A, 0O | etparconséquent les valeurs propresfdesont
0 0 Aj

Ai,Ao etcellesdef sontA{,A5 A3 .

1°" cas:laliste A;, A, , A 3 posséde au moins deux éléments distifcfs , A j, -

Dans ce cas chaque valeur propre apporte une droiteD ; = Vect(w; ) stable parf et le systeme

(wj, ,wj,) estlibre (premier théoreme du chapitre « Rédnstdes endomorphismes et matrices

carrées) . DoncdD;, #D;, .C.Q.F.D..

2eme @S:)\lz)\zz)\g .

Ou bien I'espace propre deassocié a I'unique valeur propre est de dimensiomoins 2 . Dans ce cas
on peut trouver un systeméw , , w ,) libre formé par des vecteurs propresfdet les deux droites

Vect(w;), Vect(w,) sont stables paf d'ou C.Q.F.D..
Ou bien le seul espace propre fdest de dimension 1 et il constitue la seuléesiable parf .

Sous 'hypothese qué possede un plan invariant il n’existe qu’un s&d ouf ne possede qu’une
seule

droite stable {f n’a qu’une valeur propre , d’'ordre 3 , et seal®space propre est une droite .

I.C -
Ici g estun endomorphisme de et F est un plan vectoriel réel . On suppose gua’a aucune valeur
m n
propre (réelle ) . On pos# =Mat (y, VZ)(g):( j .
' P q
.C.1)
Le polynéme caractéristique dg est aussi celui de M donc aussi celuigle. Il s’écrit
Q=X?2 +aq; X+ag oulesag ,a; sontréels.
Sachant queg n’a aucune valeur propre , les racines de Q@ gamplexes non réelles et conjuguées
I'une de l'autre . On les appelle et a . Soit €1 =(a, b) un vecteur propre dg’ associé aa
. , . . a a ma+ nb=a ¢
On obtient g'(€1) = a €4 ce qui se traduit paM =qa ou encore .
b b pa+ gb=ab

En calculant le conjugué de chacun des membres on |

ma+ nb=o a ma+ nk=a a " B 3 B
pa+ qb:q_bm,n,p,qsontréel p_a+ ab:a_b B b
c’est a dire g'(s_l) = as_l .C.Q.F.D..
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.C.2)
Le systtmeB, = (g, s_l) est formé par des vecteurs propresgdeassociés a des valeurs propres

distinctes donc il est libre (su ) . Il constitue une base d& 2 sur C . Or la matrice du nouveau

systeme B, =(¢;+€,,€1-€) : dansB; s'écrit P= (1 1) . Cette derniere matrice est de

déterminant-2 doncDétg, (B,)# 0 donc B, est libre aussi et est une base @=* sur C .

_ -1 -1 1 1
On obtient P % = ,1 t(Com(P))= L -1 et par conséquent
Dét(P) -1 1 1 -1

o qfa 0} 11 1) a 0)1 1) 1(1 1) a «
Mate, () =P [o Ejp_i(l —1)(0 aj[l —1)“5(1 —1} a —&j

1fa+a a-a c di c= Re@ )
Math(g )== _ _ =1 . en posan B
2l0-0a a+a di c d=Im()

1.C.3)
ANALYSE :
Si X et Y conviennent alors le polynbme camastiglue de M doit étre tel que

OAOC,Py M) =(-X)2+Y2=(A=-X-iY)(A=-X +iY) donc les valeurs propres de M
sont X —iY et X +iY .Orces valeurs propres soat et a . Donc on doit avoir2X = a + o et
X =Re(a)
{ Y =xIm(a)
Remarque: la partie « ... et(X , Y) OC x C* , tels que ... » dans I'énoncé est pour le moiéggante

puisque manifestement un coup{&X , Y) qui convient doit étre danR x R* !
SYNTHESE :

2iY =x(a - a) =+i2Im(a) . Autrement écrit on doit avo

-

: . X =Re(a) . o
En faisant le pari que{ Y =Im(a) convient on doit inventer une nouvelle baBg = (w,, w,) de
C? telle queg'(wqy)=cwy;+dw, et g'(wy)=—-dw,;+Ccw, .
Au brouillon javoue avoir fait une recherche systdique en partant de ces spécifications maisge n’
pas le courage de la reproduire ici . Aprés coupeart penser que j'aurais pu deviner une solution (
suggéree par le résultat de la question précéflénsavoir

Re(@) —-Im(a)
Im(a) Re(a)

Sion pose B = £1+s_1 jsl—is_l)alors Mag, (g‘=)(

Sion note Q la matrice de passage de la basaicae de C 2 vers B 3 alors on doit avoir

Re(@) —-Im(a)
( Im(a) Re(a)
Remarque: en Vérité les deux vecteurs; + £, ,i€,~ i€, sontréelsdonc Q esta coefficients réels

et il n’est nul besoin ddmettre quoi que ce soit ici .

Voir Annexeen fin de texte pour le « Camettra que ... »

I.D -

1.D.1)

Soit D =Vect(a) la seule droite stable paret soit F le seul plan stable pdr .

j:Q_lMQ .D'od C.Q.F.D..
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On sait que a est vecteur proprefdeNotons A la valeur propre correspondante . Sachantue
n'est pas incluse dang on a nécessaireme® n F ={0g} donc DO F = E . En notant

(v1,Vy) unebase dé& onvoitque(a, vy ,Vy) estune base dé dans laquelle la matrice de

A OO
estdelaformeg O x z | .Ennotantg larestriction def a F on sait queg n'admet pas de droite
0O y t
invariante donc aucune valeur propre réelle . Qut genc lui appliquer le résultat du 1.C.3) 0o8inote
A O O
Q= Maty, v, (Wy,w;) alorsonobtientMat 5 w, w,)(f)= 0 X -Y | .C.QFD..
0OY X
1.D.2)
Pour (x, Y, z) quelconque dang& on a les équivalences suivantes :
tra) x
(x,y,z)OP « ax+ by+ cz= 0 bl yj=( 9= (a,b,cl (x,y,:.
c)\ z

On suppose ici qu® est stable paf . Pour (x, y, z) quelconque dan® on a donc

X' X tfa X
(x',y',z")OP enposant y' [=M|y | .DoncO(x,y,z)OP, | b|M y|=(0) dou
z' z c z
tftfa X tix a
O(x,y,z)dP, b|M y||="(0)cestadired(x,y,z)OP, | y|"M b|=(0)ce
c z z c

qui signifie ( avec les notation de I'énonc&)x ,y, z)0OP ,(x,y,z)0 (a', b', ¢c' ouencore
(a',b',cHOP" .
Or l'orthogonal d’'un plan est une droite et gt = Vect( (a,b, c)) .

a a
Donc nous venons d’établir que Bi est stable paf alors 'M| b |{OVect| | b | | :% C.Q.F.D..
c

a a
Réciproguement supposons thJM ( b|=Ag| b| avecAy dansR .

c c

t a
y |=(0) implique O(x,y,z)OP, | Ag| b

QO
x

Alors O(x,y,z)0P, | b

N « X
1
—
o
N

dou O(x,y,z)OP, b =(0) cestadire

(@)
N
Ne— e

N < X

O(x,y,z)dP, bMy

(0) quiexprimeO(x,y,z)OP,f((x,y,z))OP

C.Q.F.D..
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.D.3)
Remarque#réliminaires :

1) Sachant que M estdarid ;(R) la matrice 'M Tlest aussi et d’apres 1.A.2) elle admet aumsoi
un vecteur propre donc en tenant compte de I.DrR}ait quef posséde au moins un plan stable .
2) Dailleurs pour toutA dansC on a
Dét(M-Al3)=Dét(* (M-Alg))=Dét(*M-A'13)=Dét(' M- Al3) cequiprouve que

M et 'M ontle méme polyndme caractéristique donc les @séraleurs propres .

Preuvede i) = i) :

Supposons qué n'admet qu’'une seule droite stable a savbif = Vect(V ) . Doncf n‘admet
qu’une valeur propre ( réelle ) que je notg et D, estI'espace propre correspondant .
D’aprésR.P. 1) il existe un planP , stable parf . Supposons qu'il en existe un deuxierRe, alors la
droite vectorielleD =P, n P, vérifie f(D)0O f(P,)O P, et f(D)O f(P,) O P, donc
f(D)OUPynPy,=D .Donc D=D; .Onpeutalors choisivV , et V3 telsque(Vy,V 5)

est une base d®; et (V,,V 3) estune base d®, . Dans ces condition§V,,V ,,V 3) est

A M1 M3
une base dé= et dans cette base la matricefdest de laformg 0 p, O | donc les valeurs
0 0 Hy4

propres def sont A, , o, 4 €tcecin'estpossible que gi, =4 =A 41 carf n'aqu’une valeur
propre ) . On voit alors que I'espace proprefdadmet dans(V .,V ,, V 3) l'équation

A M1 M3 Xy X1 O pg p3)x1) (O
0 )\1 0 X2 :)\1 Xo | = 0 0 0 Xo | = 0 ®H1X2+H 3X3=(.IIS’agit
0 0 )\1 X3 X3 0 0 0 X3 0

d’'un espace de dimension au moins 2 ce qui &gt car on devrait retrouver uniquemebt; .
D'ou C.Q.F.D. par l'absurde .

Preuvede ii) = iii) :

Je suppose ii) . D’aprésP.2) 'endomorphismé& n’a qu’une valeur propre que je node; .
Supposons que\; soitd’'ordre 2 . alors M possede une deuxieateur propreA 3 simple mais
sachant que la somme des valeurs propres est(é&lst Tr(M) ), A3 serait réelle ce qui est faux .
Supposons que I'espace propre associe soit de siomeau moins 2 et soit dongv ;, V ) un
systeme libre de cet espace . On peut choisirase vV ,,V ,, V 3) de E dans laquelle la matrice

A 0y
def estdelaformg O A; po |=N eten étudiant le seul espace propré Ne on voit que non
0 0 A

seulement le plarVect(Vy, V ,) eststable paf mais aussile plaitVect(u,V,+ 1oV 5,V 3)
danslecasogq; #0oup, Z 0 (etnimporte quel plandanslecaspy =p,=0 ).
C’estinterdit . C.Q.F.D. par I'absurde .

Preuvede iii) = i) :

Je suppose iii) .

Supposons qué possede au moins deux droites stables . D’apfe$) ces deux droites sont dans
I'unique espace propre de donc elles définissent un plan inclus dans qed@spropre . Or cet espace
est de dimension 1 ce qui est contradictoir€.ED. encore une fois par I'absurde .
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Partiell -

010
IILA- L’énoncé ademandé deposeridi={ 0 0 1
a b c
l.A.1)
RemarqueTl n° 1: ( pour atteindre\ taper )
[0,1,0;0,0,1;a,b,c]STO | EBR
Expand(det(n=A A ENTER

donne -A3 +A%c+Ab+a .

Le polyndbme caractéristique de M (daRd X] ) s’écrit =X 3+cX2+bX +a .

.A.2)
Supposons quex est une valeur propre réelle de M . L'espacpia correspondant s’écrit

Eq (M) ={XDOM 3 1(R)/MX =0(X}={X M 3 { R/ (M -d )X Ms,loR)}

X1
PosonsX =| X, | . On ales équivalences suivantes :
X3
- 1 0 X1 X1 X9 =0Xq
XDEG(M) = 0 -a 1 Xo |=| Xo | = Xg3=0UX>- =
a b c-a)l x3 X3 axs+bax;+ (c-a)xz=0
X2 =0X3 X2 =0X3 X1 X1 1
X3:G2X1 < X3:G2X1@ X9 | = axq |[=X a
5 o est valeur _ 5 5
xl(a+ b0(+(C-O()O( ): Qproprede M X1X0—0 X3 a~xq a
Eq (M) =Vecty a est de dimension 1
o 2

II.LA.3) ( Question ambigué )

Si on raisonne sufC alors on sait que chacun des sous espaces poEprigs est de dimension 1 , par
conséquent on a les équivalences suivantes :

M est diagonalisable sut = OA0OSpec(M), Dim(E, (M))= o.d.m.d& < chacune des
racines deP,, estdordre 1 .

Si on raisonne sulR il faut en plus que toutes les racines du polyndaractéristique soient réelles .

M est diagonalisable sulR = le polyn6me caractéristique de M a 3 rachéedles distinctes|.
M est diagonalisable sufC < le polyndme caractéristique de M n’a que demes simples .

II.LA.4) D’'apres 1.D.3) et vu que chaque sous-esgaopre def est de dimension 1 on a I'équivalence

f n’a qu'une droite stable- le polyndme —X 3+cX?+bX+a na gu’une racine réelle
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0 10
[I.B - Etude d’'un exemple :IcM =| 0 o0 1| estlamatrice dé dans % .

t3 00
I1.B.1)
Le polynébme caractéristiqgue des’écrit —X 3+12 etdoncilma gu’une racine réelle , a savoir t
Donc effectivementf ne possede qu’une droite stable ( a savoir ls-espace propre associé a t ) et

qu’un seul plan stable . D’'apreés 1.A.2) on ® ; = Vect(e; + te, + £ e )| .

Pour ce qui est déP; on obtient son equation en recherchant les vecmopres de' M

a
(voir 1.D.2)):SoitX =| b | dansM 3 1(R) . On ales équivalences suivantes :
C
-t 0 t3 0
XOE(('M) « '"MX =tX «('M ~tl 9X =0 y, gy = |1 -t 0 X =/0 [«
0O 1 -t 0
—ta+tic=0 | “txtic+tc=0 t?
2 a=t20
a=thb -4 a=tc = = X= t
b=tc b=tc b=tc 1

Ptestlepland'équationzt x ty z Odans.

I.B.2)
L'énoncé aposéA = | J D
tOR

Remarque: I'énoncé confondR 3 avec I'espace affine usudkE de dimension 3 en considérant ( du

moins je le suppose ) que le point courant MEdes'’identifie avec le triplet(x , y , z) de ses

coordonnées dans un repére orthono(mé?,?,?—) qui est lui méme identifié a

(Ops.€1.€ .8

Soit M un point deA . Il existe un t dandR tel que M soit dandR donc il existeA dans R tel
— - — . L.

que OM”™ =A(i” +tj” +t2k”) .Donc les coordonnées de M s'écrivent

(x,y,z)=(A ,)\t,)\tz) .On constatequey2 —xz=A2t?-AxAt?=

Donc M estdan2. . Ceci démontreA 0 2 .C.Q.F.D. .

Pour déterminer2 \ A je cherche a simplifier I'’équation cartésienneMequi s'écrit ( a priori )

X=A = xt =xt
O(t,A)OR?,{ y=At - OtOR, Y 2<=»DtD]R,{y o

7 =At2 z=xt Z=Yyt six#0alorst= y/x
x=0ety=0etz= 0 x=y=z=0
ou = 4 0u .Deplusxz:y2 etx=0e« x=y=0.
z=y(y/x) xz=y%etx# 0

Ceci signifie qug 2 \ A = droite (Oz) privée de O
Par conséquenty est une réunion de droites ( 1€5; et Ia droite (Oz) ) qui passent toutes par. O
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2 est alafois un cone de sommet O et une quaeldonc il s’agit d’un céne & base elliptique {sna
aussi a base hyperbolique ) .

Remarque: I'énoncé est ambigu qui demande la « nature_de.
Si la question est I'équation réduite de alors ...

L’équation de2. se met sous la formé(x ,y, z)= 0 en posantp(x ,y, z)= 2y2 - 2X2z .

0 0 -1\ x X
(2(y2—xz))=(x y z)] 0 2 0| yl=(x y 2 A ylet
-1 0 O Z Z
-A 0 -1
OAD,Dét(A-Alg)=[ 0 2-A O0|=A2(2-A)- (2=-A)= Q%= 1)(2=A .
-1 0 -\

Donc les valeurs propres de A sont, 1, 2 . Il existe donc une base orthonormée de E gqjon
préfére un nouveau repére orthonormékde ) dans lequel I'équation dé& s’écrit

X2 +2Y?-72=0 .Ceci montre a nouveau que estun cone de sommet O et & base elliptique
(intercepter 2. par le plan d’équatiorZz =1 ) ou a base hyperbolique (intercepr par le plan
d’équation X =1 ).

11.B.3)

( question imprécise : que signifie « une représ@t de 2.)» ?)

2
La courbe I’ intersection d& avec le plan d’équatiorz = 1 admet pour équatior{ X=Y" on
z=1

reconnait ici I'équation réduite d’une parabolesdexmet le point A de coordonné¢d , 0, 1) et dont
- -
'axe de symétrie es{A,i ) .

Pour dessine2 on peut donc tracef puis relier tout point d&” & l'origine par une droite ( qui est
donc dans>. ) et ne pas oublier de rajouter (Ox) (intetisecde 2. avec le plan d’équatiorz = 0 ) .

[I.C - On considére la surfacéS,) d'équationy 2 =4xz

I.C.1)
(S;) estencore un cone de sommet O et a baseqlipt( démarche identique a celle de 11.B.2) )

0 0 -2
Pour atteindre son équation réduite on recherchedkeurs propres de la matride = { 0 1 0 J et
-2 0 0

I'expérience montre qu’elles valent2 ,1, 2 . L’équation réduite dg(S) est X 242Y2=2272,
L’équation de (S;) dans le repere initial est de la fornggx , y ,z)= 0 avec

o(x,y,z)= y2 — 4xz . Le cours donne I'équation du plan tangent®y) en le pointM  de
coordonnées(xq, Yg, Zg) Sous laforme

0 0 0
(X—Xo)i(xo,)’o,zoﬂ(y—Xo)a—i(Xo,YO’Zo)Jf (z- 20)6_3 (Xo0,Yo0:,2ZoF (.

Apres calculs jarrive a

Le plan tangent {S,) en My apour équation2zgx— ygy+ 2Xgz= C dans % . .
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On constate que le tripleg0 , 0, 0) vérifie cette équation . Ceci est normal puisguéout point M
régulier d’un cone de sommet O le plan tanger® @dne contient la génératrice passant jdag donc
le sommet O ( résultat de cours) .

I.C.2)
: . . . Z
Si xo#0 alors le plan tangenP . & (S;) en Mg a pour équation=—2x — Zy—oy +z=0
X0 X0
donc on poset = - 2y—0 et on a les équivalences suivantes
X0

2 2

z z .

Py. =P, ot2=20 | -Yo |"-2%20_y Yo -, _ y 2-4x,7etcette demiére

Mo = Pt 0 5 =2Zo 0 0Z0
X0 2XO X0 4)(0

phrase est vraie puisque! ; estdans(S;) .C.Q.F.D..

[I.D - On considére la surfac® ; d'équationz = f (x,y) ou f estune application d’'un ouvert U

deR ? dansR supposée de clas€’ sur U .

[1.D.1)
z=f(x,y)=9g(x,y,z)= Csionposeg(x,y,z)=f(x,y)-z.
Donc I'équation du plan tangent ( que je nd?q, 0 )a S; enM, sécrit

d9 dg 09
X=Xg)—(Xq, ,Z0) T - Xg)—(Xq, ,Z2qn)t+ (z— 2z X0, , Z (
( O)GX( 0:Yo0,Z0)t+ (Y O)Gy( 0:Yo0:Zo)t ( o)—az (X0,Y0:2Z0F

Le plan tangentP y, 0 a Sy enM g apour équation

of 0f
X—=Xpg)—(Xq, + - —(X q, -z+ f(xp, =0.
( O)GX( 0.Yo)+(y YO)ay( 0:Y0) (X0,Y0)

11.D.2)
Tous les plansP; contiennent I'origine . On a donc les équivalensaivantes

Pwm, estdans lafamille de®

g
0f of _
(0-Xo)Z— (X0, Y0)* (0 yo)z—(X0,Y0)~ O+ f (Xxg,yo)=0C
0 X ay (*)
DtDR,PMO:z:—ty—tzx
Or, sous la premiére condition , I'équation &g, , s'ecrit

of 0f o
z=x—{(Xqp, + y—(Xq, et il vient
ax( 0.Y0) yay( 0:Yo0)

of of
f(Xo,Y0)=Xo—(X0:Y0)*Yoz—(X0,Y 0

. 0X oy
*) = 5

OtO0R , ——
gy

3 f X
X, =tet—(Xqg, =t
(X0,Yo0) ax( 0:Y0)
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Les conditions nécessaires et suffisantes poaitaps les plans tangents@y;  soient des pland;

f(x, y)=x‘3—f(x +y2 Ly @
X oy

sont O (X, ou,
(x,y) 31

2 ovo)=- Lxova | @
9 x 0:Y0 ay 0 0

1.D.3)
On pose, pour x fixéu:ym— f(x,y) .
En supposant qué convient, la propriét§1l) donne

of 02 f of 02
O(x, ouU,—(x, =X X, +—(x,Vy)+ X, donc
(x,y) ay( y) ayax( y) ay( y) yayz( y)
02 f of 92 f
u" =-X X, = =X(=2)—(X,y)——= (X, = 2xu' u"
yu"(y) aan( y)vmma ( )ay( y)ayz( y) (y)u” (y)

dou u"(y)(y-2xu'(y))=0 .C.Q.F.D..
II.D.4)Ici U=R% xR

D(X,Y)DU,E(X,y):l donne
oy 2X

2
O(x,y)duU, f(x,y)= % + ¢ (x) ou ¢ estune fonction numérique de variable réelle

de classeC ? sur tout intervalle ou elle est définie .

I1.D.5)
Dans un premier temps on suppose auigy) # 0 partout ou il est défini .
2
D’aprées les question précédentes on doit pdséix , y)O U, f (x,y)= Z— + ¢ (x) eten reportant
X
y? 2y )2 __y?
cecidans(2) onlit O(x,y)dU, ——— t o' (x)= —( ——j =-—— ce qui signifie queg'
4x 4x 4x
y 2
est partout nulle dondJ (x , y)J U, f(x,y)= Ix +J ou M estune constante .
X
y? y? 2y _y?
En reportant ce résultat darf§) onobtientd (x ,y)OU,=—+pu=-X——5+H+y——="—
4x 4x 2 4x 4x

donc u=0 .

2
SiO(x,y)0u ,g—;(x , y)# 0 alors la seule surface qui convient €8,) .
y

N.B. compte tenu de la longueur de I'épreuve j'ai sigépgue I'étude des cas particuliers n’était pas
02 f
oy 2

demandée . Cependant une étude du cas ultraprtioul [ (x , y)O U, (x,y)=0 conduita

Outre (S4) ilyaaussitous les plans d’équatiar ay — a 2 x (poser alorst =-a ).
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Partielll -

2 0 O
Avec r dansR* , g, estl'endomorphisme de matric@(r) = r? 0 -r| dans B .
rr O

LA -
Le calcul ( surTl 89 mais c’est vraiment facile sans ) donne

Py, M)=-RA-2)("+2*)=-A-2)Q-iNA+ir)

Par conséqueng, n’a qu’une valeur propre c’est 2 et 'espaagppe associé est de dimension 1 .

Un calcul ( sur machind’1 89 ou Voyage 200 et avec un « petit » programme dont je gardedees
pour l'instant ) donne

Eo(g,)= Vectg ( (P + d)e+ e+ r(P+ 2)a)

"H.B -
Un vecteur quelconque dA , est défini par

)\((r2+4)e1+ r2e2+ r(r2+ 2)(—:3):()\ (r2+ 4) A A r(r2+ 2) ou A estreel.
1.B.1)
On poseici(x, Yy, z):()\ (r2 +4) A % A r(r2 + 2)) et on a les équivalences suivantes :

2
z=1< Ar(r2+2)=1- )\=+ cequiconduitélx:rz—+4 eta
r(r<+2) r(r<+2)
2
=7 —=—— .CQFD..
r(r<+2) re+2
I11.B.2)

Soit O' le « point » de I'espacg& de coordonnéeg0,0,1) dans(Og .. %) etsoit M un point
guelcongue du plan d’équation =1 dans ce repére . On nofex , y) ses coordonnées dans
(O', e, , & | etonales équivalences suivantes :

2
MOT - DrDR,(x:r—Mety: r ]Q

r(r?+2) r2+2
2 2
oroR*, [ X=X P2y Tl proRY | X1 S et y= | -
y r(re+2) 1 re+2 y r r<+2
OrOR*, (5—1]:%& y=—— |~ OOR* [ 2= Y et y= | -
y r r<+2 X-y r<+2
OroR*,| r?= 4 o r2+2:—rj©DrD]R* { (2= AV gAY 2X- 2y:_rj©
X—-Yy Yy X—-Yy X—-Yy Yy
2
GroR* [ r2=_4Y o 2y(><+y):r}@(zy(xw);ﬁOet( g(x+y)J _ 4y ]@
X -y X-y X -y X -y X -y

YOHY) g o Y OEN Y (y(x—w):fo et y(x+y)® = x- VJ‘:'
X=y (x - y)? X-y X =Yy

Dominique Millet Corrigé d#ATHS 2 du CCS 2010 filiere TSI page 11/19



X-y#0 et y(x+ y)> = x- y) . En résumé

I estinclusedang™ et ' \ I estréduit al'origine .

111.B.3)

1 -1 N
Ona Mat(g, e,)(l,J)= i( j et le cours del®™® année donne

J2l1 1

V2 V2

2
1(x -Y +X +Y)j :Tl(x Y X X)) <2(X #)X 2=2Y
2

1
ﬁ(“”(ﬁ

y 1 1)Ly X +Y

L’équationdel" dans(l ,J) estY +(X +Y)X 2 =0

RemarqueTl n° 2 :il est tres facile de tracdr' ( en tout cas avec la calculatrice ) car

3
Y +(X4+Y)X 220 o Y(1+X ) =X 3oy =X .-
1+ X

X 1 -1\ X X=-Y
( j = i( j[ j = i( j . L’équation del'" dans la nouvelle base s’écrit donc

DU S BV & oty = X3 (oL x+2x ety= L X
V2 1+ X2 JE 1+ X2 V2| 1+x2 J21+x 2

t 1+ 2t2 t

et par conséquenk' est le support de I'arc paramétié: t (

1) sélectionner lel MODE | graphique 2 : parametric

t 1+ 2t2 t

V2 1+t2 T (1+ 22

j |

2) entrer dans la fenétreY =| les valeurs— comme xt1(t) et yt1(t) ,

V2 1+t2 T 1+ t2)2

3) ouvrir la fenétre| WINDOW | pour configurer le tracé ( prendre des valeusormables de

tmin, tmax (-5, 5 par exemple ) et desmin , xmax (idem) et desymin , ymax

4) lancer le tracé en veillant & avoir un « repérhardrmeé » grace ZoomSqr .

PartielV -
Xy z
PourV =(x,vy, 2) dans]R3onposeAV: Z Xy
y z X
IV.A -
IV.A.1) Le calcul donne
1 X +yu+zu? X+ yu+ zu?
Ay| u |= xu+yu2+z s u(x+yu+uzz) = (x+ yu+L?z)
u? Xu2+y+uz 30:01u4:u u? (x+ yu+ u? z)
1
W, =| u | estvecteur propre dé\,, associé a la valeur propne + yu+zu2 .
u?2
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IV.A.2)
Les solutions de I'équationu® =1 sont les racine8®™Me* de I'unité a savoir

2n o em

1,j=e 3 ] =e 3= 2 . Donc (W, Wy, W]) constitue un systeme de vecteurs propres de

Ay . PourqueA, soit diagonalisable dans ce systeme il suffit crisystéme soit libre .
On pose donc

1 1 1 1 1 1 om
p— |7
P=Mat(e, e, ) (W1, Wj ,Wy)=| 1 j | | = | 1] j? | avecj=e 3
. - 1= . .
1% j%)j4=;(1 j% ]
et on contrble que cette matrice est inversible .
1 0 0 1 0 0
Dét(P) = 1 j-1 j2-1=(G-1¢- 11 1 j+ =
Cy < Cr-Cq .
C3-C3-Ci1|1 j2-1 j-1 1 j+1 1
(i-D?(12- (j+D?)= (- D?E])(2-])* CCQFV.
Ay est diagonalisable sut et dans la bas¢W, W ,W]) .
Aq O O
De plus le cours affirme que(P_l)AV P=| 0 A, O ou A, estla valeur propre associée a
0 0 Aj

W, et A, estla v.p. associéew ; et A3 estla v.p. associéeW] =Wj2 .

A =X+y+z

Les valeurs propres dé,, sont< Ao, =X+ jy + | 2z

Ag=x+j2y+jz=n,

IV.A.3)
Aprés avoir calculéd 2 on trouve immédiatementAy = x 13 +yJ +2zJ 2

Les valeurs propres dd sont (Lq,M2,H3)=(1,],] 2 ) donc

Plip= Diagft; Mo H3) = C etil vient
notation locale

PIAyP=P L (xg+ yo+ 22)P= (xPlig+ yPla+ zPL3 2 )e
xPH,P+ yPlapPr zPLI2 B %3+ yBr z(PJ Pd= I+ yB zE.

Si (M1, M2, 3)=(1,],] 2 ) désignent les valeurs propres dle

alors les valeurs propres d&,, sontlesx +yu; +zy; 2,

IV.A.4)
Utilisons le résultat de 1.D.3) :
L’endomorphisme f, admet déjar; = x + y + z comme valeur propre et le sous espace

correspondant contient une droite vectorielle @saVectp (e, + e, + €3 .
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De plus cet espace est réduit a une droitk siet A 3 sont complexes puisqu’alors, estv.p. d’ordre
1 de f v -

D’aprés 1.D.3) on a les équivalences suivantes :
fy conviente A, n'estpasréelol; =A,=Agz et E, (fy) estdedimension 1 .

Sachant queA 3 :)\_2 on a les équivalences
AMOR = Ap=Age (j2-j)y+(j-j%)z=0= y=1z

Ao =A =z =Z
)\1=)\2=)\3DR©{ 2736t - Y , © Y ,
A=A X+y+z=x+jy+j°z 2y=(j+j°)y

y=2 o :
= y=0=2z . Ce cas ne convient évidemment pas car alots thoite est stable
0=(j+j%-2)y

par fy .Enconclusior] f\ n'aqu'une seule droite stable #y

IV.A.5)
D’aprés le cours le produit des valeurs propresidg est égal a son déterminant .

Dét(Ay )=AA A 3= A q(x+ jy+[2z)(x+[2y+jz)_= Ay (x*+ y?+ z°- xy- yz— zX,
T189

Dét(Ay )= (x+ y+ z)(x2 + y2 + 22 - Xy—yz— zZX)

IV.B -
° - M3(R)

. — 'R
Considérons I’appllcatlor(’ng0
V = Ay

SoientV{=(x,y,z) et V,=(x",y',2") dansR 3 et soit A dansR .
OnaAVi+V,o=(Xx+AX', y+Ay',z+Az") etil enrésulte que

X+AX" y+Ay' z+AZ' Xy z X"y z
0g(AV{+V )= z+Az" X+AX' y+Ay'|=|z X y|+A| 2" X" y'|=
y+Ay' z+Az' X+AX' y z X y' z' x'

9g(V1) +Ago(V ) .Donc gg estlinéaire.
De plus on constate immédiatement ggig (V) =0 Ma(R) < X=Y=2=0- V= ORg . Donc le

noyau deg estréduit au vecteur nul dorgy est injective .
Ainsi g est un application linéaire injectiver( &ant que restriction dg, ) et elle est surjective par
construction . C.Q.F.D. .

IV.C -
L’énoncé a définit la surfac& par { VOR?3/ det(Ay) = 1}

Une équation deS estdonc(x +y + z)(x2 + y2 +22

(ou dans le « repére canonique(@Rg ABe) ).

IV.C.1)
S n I, a pour équation

- Xy—-yz- zx)= 1 dans la base% .

X+y+z=A

x2+y2+22—xy—yz—zx=1/)\ { 2(x2+ y2+ 22 - 2(xy+ yz+ zxF 2K
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Or on constate quéx +y + z)2 =x2+ y2 +2z2%+ 2(xy+ yz+ zx) donc on peut remplacer
systématiqguement-2(xy + yz+ zx) par x2 + y2 +72- (x+y+2) 2 et (Eq) devient

X+y+z=A
< 2, 2.2 _A+2
2(x2+y2+22)+x2+y2+22—)\2:2/)\ X“+y~+z°= i

X+y+z=A

3

- Si -J2, alors < onc la deuxieme équation est impossibl&eth =
siaD|(-32,0 al A 2Od la deuxi€ : ' ' iblSet M) =0

= Si A=-¥2 alors la deuxieme éguation ne donne qu’un « poasavoir (0, 0, 0) qui n’est pas
dans, doncS nfl, =0

- Si A } —o0 —3’/5[ 0]0,+o[ alors la deuxiéme équation décrit la sphére deee

/A3+2 . o . .
0O=(0,0,0) etderayon R = n mais une telle sphere n’intercepte pas nécessantle

plan M, . Pour celail faut et il suffit qu&r , = d(O ,M, ) c'estadire
A>0etA3+ 223

>A2 < {ou = A>0.
A<-32 etA®+2<A°®

A3+ 2
A

A3+2 |A| _ A3+ 2

>

3N 3 A

>|)\|2<:

Si A estnégatif ou nulalor§ n M, =0 .
Si A est strictement positif alor§ n 1, est un cercle de centre la projection orthogodaled sur

BN (quuelapourcoordonné{s%,%,%j )etderayon\/R)\Z—d(O,rIA)Z = /3%\ )

Ceci prouve que sV o estun « point» dé& valant (Xq,Yq,Zg) alorsle planll, obtenu avec
A=Xg+Yg+zg rencontreS suivant un cercle qui contierlf 5 et tous les « points » déduits de
V o par les rotations autour de la droitéect ((1,1,1); .

Donc S est une surface de révolution autour de la drdfect ((1,1,1) , d’équationx =y =2z .

IV.C.2)

Le calcul ( en machine ou a la main ) montre gdey Ay =A - | et ceci se traduit aussi par
g(V)g(V')=g(v+V") (1).

Soient V etV' dansS . Par définition méme V" =V *V' reste danR ° . De plus on a

Dét(Ay- ) = Dét(Ay Ay ) = Dét(Ay )Dét(A, ) = 1x1=1.
cours de 2M€ année déf.deS

Ceci prouve queV * V' reste dansS . C.Q.F.D..

a) Nous venons d’établir quel estuneL oi de Compositionl nternePartoutDéfinie dans S

b) Soient V1,V ,,V 3 dansS .Ona(Ay,Ayv,)Ayv,=Ay (Ay Ay ] dufaitquele
produit matriciel est associatif dard ;(R) . En utilisant (1) on lit
g(Vi*V2)a(Via) =g(V 9)g(V * V g clestadire
g((Vi*Vo)*V3)=g(V * (V # V 3) .Dufaitque g estinjective il en résulte que
(V1*Vo)*xV 3=V 1+ (V »V } .Autrement écrit :[] estassociativelans S
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c) On sait quel 3 =g((1, 0, 0)) est neutre pourx dansM ;(R) . Donc pour V quelconque dans
S onag((1,0,0))g(V)=9g(V)g((1,0,0)F g((1,0,0 cequise traduit par
g((1,0,0) V)=g(V+ (1,0,0)F g((1,0,0) .Sachant que g estinjective on en déduit
(1,0,0)* V=Vx (1,0,0)= (1,0,0 .Enclair (1,0, 0) estneutrepour []J dans S
d) Soit V un élément quelconque & . On sait queDeét(g(V))= Dét(Ay )= 12 C . Doncg(V)
est inversible dansM ;(R)
On a alors (une formule hors programme mais que agons quand méme vérifiée en classe pour des

: - 1
matrice 3x 3) Ay T=—— 'Com(Ay )= 'Com(A, ) avec
) Ay DEL(Ay) (Av) (Av )
Xyl |zy Z X
z X y x| |y z xz—yz y2—zx zz—xy
S D 24 N 4 I G I I 2 _ 2 _
Com(Ay )= 2 x|y x y 2 z2 Xy x2 yz y2 XZ
y z| |x z| |x vy y —Xz Z- =Xy X —YyZ
Xy zy Z X
Ceci signifie g(V)"lzg(xz— yz, 2% - xy,y2— xz) . Si on pose
V':(xz—yz,zz—xy,yz—xz) on obtient doncg (V)g (V') =13 =g(V')g(V) etpar
conséquentDét(g(V')) = _t 1 1 ce qui prouve queV' est dansS

Déet(g(V)) 1

En utilisant I'injectivité¢ de g ona/ *V'=(1,0,0)=V'* V .

Donc toutélémentV de S possedeinsymétrigug(ici V' )dansS pourlaloi 7.
La conjonction de a), b), c) et d) montreme S , [0) estun groupe .
De plus les formules qui définisseM™ a partir de V etV' sontinchangées si on effectue I'échange
de V avecV' c’esta dire sion effectue les échanges»> x' ,y o y' etz o« Z (graceala
commutativité dex dans R et a commutativité et associativité de + ddRs) .
Donc V*V'=V'xV et effectivement] estcommutativedans S . C.Q.F.D. .
RemarqueTl n° 3:
le calcul deg (V) "1 est évidemment trés rapide avec une machingdquercas avec un&l 89 ou une

Voyage 200) mais il faut penser a simplifier 'expressioauvée a I'aide de la condition
Dét(Ay)=1:

[X,Y¥,Z;Z,X,Y;Y,Z,Xx]STO m(X,y,z ENTER
m(x,y,z) " ~1STOy ENTER
det(m(x,y,z)) STO ( ENTER
pld=1 ENTER
IV.C.3)

Soit u un complexe de module 1 et soit t daéhs. L’énoncé a posé
F(t,u):é(e_m+et(u+_u),e_2t+et(j 2yt ju) e trel § ut | 2—u)) .

. 2n

L 2T iﬂT 2n
3 e 3 =

) ey

et j=e 3 etdoncj®=e on obtient

Sachant queu = e

F(t,U):%(e_2t+ZEtCOSG),e_2t+ 2! 00%9—2?“) e 2ty gt C({£+2_;[jj
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ce qui a déja le mérite de prouver q&€gt , u) est bien dan® 3,
Par ailleurs en utilisant la calculatrice de la enqui suit on vérifie queDet(Ary y)) =1 .

RemarqueTl n°4:

m((e”(—2t)+2e~(txcos@ ))/3,6 " 2t 2 Nt coH- 2 )HI/3,

(en(—2t) +2e~(t)xcosP+ 21 /3))/3) STO (1M ENTER
tExpand (det (f (19 )) ENTER
donne bien la valeur 1 .

Donc F est une application diR x U dans S

Soit maintenant(x , y, z) un élément quelconque d& . On a donc

(x+y+2)(x2+y2+z22-xy-yz-2zx)=1.
On recherche(t, 8) dans R x]-m, ] telque (x,y,z)=F (t,u) phrase notégPb) .
3x=e %'+ 2! cos@)
(Pb) = 1 3y=e '+ 2'co§6- 2 /3 .Oron observe que
3z=e "2t + 2e‘cof @+ 21 /3
cos(®)+ cosP- 2t /3¢ coH+ B /3 F{eie+ei(e_2"/3)+ei(9+2"/3)):
Re[e'® (147 + | )): Re(e‘9 (B 2cos(® /3))): F{e‘ex )o=
Donc (Pb)= 3x+ 3y+ 3z= 272t t:—% In(x+ y+ z .Laquestion IV.C.1) adémontré que

si (x,y,z) estdansS alors effectivement la quantit& + y + z est dansR T* .
D’ou les équivalences suivantes :

3x=e"2'+2elcosP) 2x- y- z= 2% coH )

(Pb) - 3y=e_2t+2etcos(9— 21/3@ 2y- = x 2' cdH- 7 /)3@
32=e_2t+2etcos{9+ au /3 2z x y 8" cd9+ ® R
t=-In(x+y+2z)/2 t=-In(x+y+2z)/2

\/m(Zx—y—z): 2cosh )

Jx+y+z(2y-z-x)=2co$0- /3 _

Jx+y+z(2z- x-y)=2co§@+ ar /JLa-La+li*l

t=-In(x+y+2z)/2

Jx+y+z(2x-y-2z)= 2c0s@ ) JX+y+z (2x-y-2z)= 2cosf )
JX+y+2z(2y-z-x)=2co$6- 21 /3 _ JX+y+z (2y-z-x)= 2co$0- a1 /3

0=0
t=-In(x+y+2)/2

w/x+y+z(2x—y—z)= 2cosbh )

t=-In(x+y+2z)/2

JX+y+z(2y-2z- x)=—cos@)+\/_3sin@ ) o
L2<—2L2+L1
t=-In(x+y+2z)/2
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JX+y+z(2x-y-12)= 2cosh) J X+ oy z (2% vy zF 2co¥
Jx+y+z(By-32)= 2/3sin@ )= | | 3/ ¥ y z(y zF 2sirg )

t=-In(x+y+2z)/2 t=—-In(x+y+2z)/2

Il est clair que ce systéme ne possede que awphisolution en(t, u) carcos(® ) et sin(6) sont
imposeés par les deux premiéres équations . Pareddetistence ded n’est assurée que si

(‘/x+y+z (2x - y—z))2+(\/_31/ X+ y+ z (y- z))2: 4 -

T189
4(x+y+ z)(x2 + y2 +2z%- Xy—yz- Xxz)= 4.

Cette condition est assurée puisg(se, vy, z) estdansS . En conclusion un élément d&@ admet
effectivement un seul antécédent rardansR x U . Donc F est bijective . C.Q.F.D. et ... OUF !
N.B. Peut-étre ai-je eu tort de vouloir « trigopnométris I'affaire ?

IV.C.4)

RemarqueTl n°5:

La calculatrice donne ( voir les entrées précédemifiaétes ci-dessus )

f(t,0)xf(t',8') STO h ENTER
tCollect(h) ENTER

Ici on obtient une expression dont le premier ¢oiefiit est celui def (t +t',6+8') alors on soupgonne

une formule ...
tCollect(h)- f(t+t'06+0") ENTER

¥ alorsonauu =e'(®+9)

donne la matrice nulle . Sachant que si on pusee'e etu =e' ,on

peut conclurd O (t,u)0R xU,0(t ,u)ORx U,F (t,uxF (t ,u)=F (t+ 't ,uu)

Ceci a pour conséquence que la structure de gaupeutatif de § , [J) aurait pu étre déduite de
cellede R x U munide laloiA définie par(t, u)A(t ,u )= (t+t ,uu .

J

En effet il est trés facile de prouver q& , x) est un groupe commutatif ce qui permet tresdéte
prouver que( RxuU, A) a une structure de groupe commutatif . Ensuiitetoles propriétés de ce

groupe sont transmises & (, [J) via l'isomorphismeF de (IR x U ,A) sur (S, 0O) .
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Annexe
Voici I'énoncé d’un exercice d’oral de concoursquvé dans I'O.D.L.T. n° 16 de 2009 ) :
« Montrer que si deux matrices carréesMeg,(R) sont semblables suC alors elles le sont suR .»

En voici une preuve :
Lemme( dont la preuve est laissée au lecteur ) :

Sipour M dansM IO((E) on note M la matrice deM n, IO((]3) obtenue par la conjugaison de
chacun des coefficients de M alors on a les j@t#® suivantes :

O(A,B)OM,, (€)xM , {C), O(a,B)0IC?, aA +pB =0A + BB

O(A,B)OM, (C)xM , {C),AB =AB .

On suppose icique M e’ sont deux matrices carréesxm a coefficients réels et qu’il existe une
matrice Q inversible danM ,(C) telle queM =QM'(Q _1) .

On obtient

M = M=QM'(Q™) = QM(Q™) = QM'(Q7) .

M est a coefficients réels Lemme M' est a coefficients réels

Deplus Q(Q H=1,=2QQH=1, = Q0Ql= I, ce qui prouve queQ L= Q 1 et

Lemme
M=QM'(Q7) .
Considérons l'application® de M ,(C) dans lui méme définie pa®: X > MX -XM'
On vérifie tres vite qued est linéaire . AinsiKer(®) est un sous espace vectoriel bie,(C) sur

C quicontient 1, Q (_Q donc aussi les matrice® + 6 - A1, avec A dansR qui sont toutes
réelles .

On sait que la fonctiorh > Dét(Q+ Q- A I,,) (de R dansR ) définit le polynme
caractéristique de la matrice réeli@ + Q . Elle est donc polynomiale de degré n doremiénd des
valeurs non nulles . Il suffit de choisk o tel que Dét(Q + 6— Ao I )% O etde poser

P=Q+ 6—)\0 |, pour obtenirM =PM'(P_1) et C.Q.F.D..
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