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2019 - E3A - PSI - MATHEMATIQUES 1
UN CORRIGE

Exercice 1.

1. Soit f € &, T-périodique. Soit a € R. On utilise la relation de Chasles puis le changement de variable t = u+T, dt =
du, et la T-périodicité de f :

/anFTf(t)dt _ /lof(t)dt+/0Tf(t)dt+/Ta+T foydt = —/oaf(t)dt—i—/OTf(t)dt—i—/oa flu+T)du
_ /0 " ftydt + /0 " e + /0 " fwdu = /0 i,

a+T T
Donc |Va € R, /+ f(t)dt:/0 f(¥)dt.

2. Soit f € &, T-périodique et dérivable :

VeeR, f(z+T)=f(x).

En dérivant cette égalité, il vient :
VeeR, fl(x+T)=f(x),

donc f’ est T-périodique. | Si f est T-périodique, alors f’ est T-périodique.‘
Montrons que la réciproque est fausse. Soit 7' > 0. Posons ’ Vi e R, f(t) =t. ‘On avVteR, f(t+T) = f(t)+T # f(t)

donc f n’est pas T-périodique, cependant f est de classe C* et sa dérivée f/(t) = 1 est T-périodique.

La réciproque est fausse : il existe f dérivable sur R telle que f’ est T-périodique mais f n’est pas T-périodique. ‘

3. f est continue sur R donc elle admet une primitive F' de classe C! sur R. On a alors :

x

VzeR, U(f)(z)= /; Ft)dt = [F(t)} = F(z) - F(z —1).

z—1

Donc | U(f) est de classe C* sur R‘ avec :

Ve R U(f)(x) = F(a) = F'(e—1) = fz) = fz = 1). [U() (@) = f) ~ f@z—1).]

4. Soit f € £. On a montré en question 3. que U(f) est de classe C! sur R, donc U(f) est une fonction continue. Ainsi
U:&E—=E.
Montrons que U est linéaire. Soient (A, \2) € R? et (f1, f2) € £2. Alors par linéarité de I'intégrale, on a Vo € R,

x

Ui+ Aafo)(z) = /

r—1

Owfr 4 Aafo) ()t = Ay / Il Fi(8)dt+ Ay / xl Fat)dt = (MU (f2) + AU (f2)) (2),

est un endomorphisme de £.

E — €&
donc U est linéaire. Ainsi | U :
’ [ = U(f)

D.
5.1. Soit 0 < k < n.

x

VreR, U(XF)(z) :/

thdt = [tkﬂ ]L A G )
z—1 r—1

kE+1 k+1

D’aprés la formule du binéme de Newton :

k+1 k
VeeR, U@ = g <xk+1 -y (’“j 1) xi(_l)k+li> - (Z (k : 1)331-(_1)“1-) |

=0
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On a donc
G (k;+1

UX*) = X’f+zk+1 Z_)(—1)k‘+’?xi € R, [X].

On a Vk € [|0,n]],U(X*) € R,[X], donc R,,[X] est stable par U.
Ainsi ’ la restriction de U & E,, = R,[X] définit un endomorphisme U,, de E,,. ‘

5.2. Notons A = (a; r)1<ik<n+1 = Matp, (U,) la matrice de U,, dans la base canonique B,, de R, [X]. On a

— 1 (k+1
Vk € [|0,n]], Un(X*) = Xk+zk+1( ; ) X = Zaz+1k+1X

1 k+1 .
Pour i+ 1 < k+1, on a donc a;41,k+1 = k:—i—l( Jr >(1)k+l. Donc les coefficients de la matrice A vérifient
i
a;; = 1
1/ k .
Vielll,n+1]],Vk € [|1,n + 1]], ajp = k<i1>(_1)k+z sii <k,
a;x, = 0 sii> k.

Remarquons que la matrice A est triangulaire supérieure, avec des 1 sur la diagonale et des coefficients tous non
nuls au-dessus de la diagonale.

5.3. La matrice de U, est triangulaire supérieure avec des 1 sur la diagonale, donc | Sp(U,,) = {1}.
Puisque 0 n’est pas une valeur propre de U, Ker(U,) = {0} donc U, est injectif. Puisque E, = R,[X] est de

dimension finie (n + 1), 'injectivité équivaut a la surjectivité, donc ’ I’endomorphisme U, est bijectif. ‘

Supposons par Pabsurde U, diagonalisable. Alors sa matrice A = Matg, (U,) est également diagonalisable.
Puisque 1 est la seule valeur propre, A est semblable & la matrice diagonale D € M,;+1(R) avec des 1 sur
la diagonale, donc elle A est semblable a la matrice identité I,,y;. Donc il existe P € GL,4+1(R) telle que
P 'AP =1,,1,donc A= PI, . 1P~' = 1,1, ce qui est absurde car A posséde au moins un coefficient non nul
au-dessus de la diagonale.

D’ou | 'endomorphisme U,, n’est pas diagonalisable.
6. Soit f € Ker(U). Alors U(f) = 0.

1
(7) On a donc Vx € R,U(f)(x) = 0. En particulier, pour x =1, on a : |[U(f)(1) = / ft)dt =
0

(i) Puisque U(f) est nulle et de classe C!, on a également U(f) =
D’aprés la question 3. : Vo € R,U(f) (z) = f(z) — f(z — 1)

’ U(f) est périodique de période 1. ‘

0.
= 0 donc Vz € R,f(z +1) = f(x). Ainsi

7. On a montré que si f € Ker(U), alors f vérifie (i) et (i4). Réciproquement, soit f € £ vérifiant (i) et (ii).
Puisque f est 1-périodique, on applique le résultat de la question 1. avec T'=1 et a = x — 1. Il vient :

Vz € R, U(f)(x):/w:f(t)dt:/(;: t)dt = / £(t)

puisque f vérifie (iz). Donc U(f) =0 et f € Ker(U). On a montré que la réponse est oui :

1
Ker(U) = {f € &, périodique de période 1 et telle que / f@)dt = 0} )
0

8. Posons ’Vt eR, f(t) = cos(2nt). ‘ Vérifions que f € Ker(U). Par 2w-périodicité de la fonction sinus :

sin(27t) ] *

1 . :
- = %(sm(%rx) —sin(27z — 27)) = 0.

VeeR, U(f / ft)dt = / cos(2mt)dt = [
» 1

x—1

Donc U(f) =0et f € Ker(U). ’La fonction de £ définie par f : ¢ — cos(27t) est non nulle et dans Ker(U). ‘
(Représentation graphique a faire.)
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9. Soit g(z) = |z| la fonction valeur absolue sur R. Alors g est continue sur R mais g n’est pas de classe C! sur R car
n’est pas dérivable en 0.
Or Vf € £,U(f) est de classe C! sur R.

Donc g € £ mais g n’est pas dans I'image de U. D’ot
10.
10.1. On a Vt € R, f,(t) = e*'. Déterminons F,. Soit z € R :

I’endomorphisme U n’est pas surjectif.

x x eat T
F(z) = U(f,)(z) = L(t)dt = gt = | — = Z (% — 1)) = ar ().
@ =V = [ gt [ e [T e o) S e
e -1
Donc | F, =U(f,) = — fa-
N e’ —1
10.2. On a Vz € R*, g(z) = . Lorsque x — 0, on a
1 —1
gla) = LEEEAD =Ly
x
donc g se prolonge par continuité en 0 en posant g(0) = 1. La fonction g est dérivable sur R* avec
1 1 h(x)
* / €T x _ Ty
Va € R*, g(x)zﬁ(e x— (e —1))—ﬁ(1—|—(33—1)e )—?,
en posant h(x) =14 (x — 1)e®. De plus, lorsque & — 0,
1 2 1 2 1
g (z) = = (1+(—1+x) (1+x—|—$2—|—0(a:2)>) == (1—1—|—m—x—|—x2— x2+o(a:2)> = §—|—0(1).
/ 1 20 / 1
g'(x) =5 donc g est dérivable en 0 avec ¢'(0) = 3
z—
h est dérivable sur R et h'(z) = ze*. On obtient le tableau de variations de h :
z —00 0 400
W (z) - 0 +
h(zx) N\ /
0
1
Donc Vz € R*, h(x) > 0. On en déduit que Vz € R*, ¢'(x) > 0 avec ¢’ (0) = 3> 0. Finalement, Vz € R, ¢’(x) > 0.
On obtient le tableau de variations de g :
x —00 0 400
g (x) + 1/2 +
+00
e
g(x) 1
/
0
Ainsi ’ g est strictement croissante sur R. ‘
—a_ 1
10.3. D’apreés la question 10.1., on a F, = U(f,) = c fa=g(—a)fa.

D’aprés la question 10.2., la fonction g est une bijection strictement croissante de R sur ]0, +o0].
Soit A > 0. Il existe donc a € R, tel que g(—a) = A.

Alors |U(fa) = g(~a)fa = Ma
phisme U, associé a la valeur propre A.

ou f, est une fonction non nulle, donc f, est un vecteur propre de I’endomor-

Ainsi ’ tout réel A strictement positif est une valeur propre de I’endomorphisme U. ‘

Exercice 2.

1. X; < P()) donc
A"

rn'

et YneNP(X;=n)=e




Concours 2019 E3A - PSI - Mathématiques 1 Durée : 4 heures
On a:
“+o0
(X2 =0]=[X; =0]U | |[X1=2n+1].
n=0
Puisque 'union est disjointe :
too A\2n+1
P(Xy=0) = P(X; =0) +T;)PX1—2n+1_e +Z BTl
On reconnait le développement en série entiére du sinus hyperbolique :
Ao A 149N _e22
P(Xo=0)=e*+e sh(\) =e* + e E 26 _ Ltz 5 < .
D’autre part, pour n € N* :
2n A
[Xo=n]= Xy = =[X1=2n|, donc P(Xy=n)=PX;=2n)=e .
2 (2n)!
On en déduit que la loi de la variable aléatoire Xo est :
1+ 26—)\ _ e—QA . B )\Qn
Xo()=N et P(Xy=0)= — Vne N, P(Xo=n)=c¢€ an)
2.

too too N A\2n +oo -\t A\2n

n;” (X2 =n) Z” 2=n) nzl (2n)! z:: 2n 2 < (2n-1)
L’espérance de Xo existe car on reconnait la série définissant le sinus hyperbolique :

—x 10 yont2 —x 1©  yontl -2
e A e A e
E X = — = == h )\ .
(X2) == §(2n+1)! 2 2;0(271—1—1)! 5 s
On a ainsi
e A A
BE(X) 62 sh() = J(1—e™),

Exercice 3.

1. Soit T" une matrice n’appartenant pas a H.
Soit A € H N Vect(T'). Puisque A € Vect(T), IX € R, A = AT.
Or A=)XT € HavecT ¢ H,donc \=0et A=0.
Ainsi H N Vect(T') = {0} et la somme est directe. De plus,

dim(H & Vect(T)) = dim(H) + dim Vect(T') =

donc ’ E, = H & Vect(T). ‘

(n? —1)+1=n? = dim(E,),

2. Soit i € [|1,n]]. On a EZQz = E;; donc Vr > 1, B, = E; ; # 0. Donc E; ; n’est pas nilpotente.
Soit i # j deux indices dans [|1,n|]. Alors Efj = 0 donc E; ; est nilpotente (d’indice de nilpotence 2).

Les matrices nilpotentes de la base canonique B sont les {E; j, (i,7) € [|1, n|]

%i# 5}

3. Soit A une matrice nilpotente. Il existe r > 1 tel que A” = 0. Le polynome P(X)
Sp(A) C Racines(P) = {0}.

Puisque le spectre complexe de A est non vide, on a | Sp(A) = {0}.

’ La seule valeur propre d’une matrice nilpotente est 0. ‘

= X" annule la matrice A, donc

4
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4.

5.

5.1. La matrice identité est inversible, or on suppose que H ne contient pas de matrice inversible, donc I,, ¢ H.

6.

8

Posons J = Z Eij=|": - | la matrice dont tous les coefficients valent 1. On remarque que
I<ijsn 1 ... 1

n

U+1I,= Z(E” +Ej;)+ ZE’LZ =J,

i<j i=1

donc U =J —I,.

La matrice J est de rang 1 donc par le théoréme du rang, dim(Ker(J)) = n — 1. 0 est valeur propre de multiplicité
au moins n — 1 dans xs. De plus Tr(J) =n = (n—1) x 0+ 1 x n est la somme des valeurs propres donc n est aussi
valeur propre. Ainsi Sp(J) = {n,0}.

J est symétrique réelle donc diagonalisable en base orthonormale, donc 3P € O, (R), P~1JP = Diag(n,0,...,0).
OrU =J - I, donc P"'UP = P~'JP — I,, = Diag(n,0...,0) + Diag(1,...,1) = Diag(n + 1,1,...,1).

Sp(U) = {n+1,1}.| Ainsi 0 ¢ Sp(U) done Ker(U) = {0} et [U est inversible. |

D’aprés la question 1 appliquée avec T' = I,,, on a M, (R) = H @ Vect(l,) donc toute matrice de M, (R) se
décompose de maniére unique sous la forme d’une somme d’une matrice de H et d’une matrice de Vect(I,,).
En particulier, N s’écrit sous la forme N = A+ B avec A € H et B € Vect(l,,).

Donc]HAeH,aaeR, N =A+al,.

5.2. A € H or par hypothése, H ne contient pas de matrice inversible, donc A n’est pas inversible. Par suite

Ker(A) # {0} donc ’O est valeur propre de A. ‘

N est nilpotente donc Ir > 1, N" = (A + al,)" = 0, donc le polynome P(X) = (X + «)" annule la matrice A.
On en déduit que Sp(A) C Racines(P) = {—a}.
Puisque 0 est valeur propre de A, on a nécessairement ’a = 0. ‘ D’ou ’ N=AcH. ‘

Supposons par 'absurde que H ne contient pas de matrice inversible, alors on vient de montrer que toute matrice

nilpotente appartient & H.

Alors les matrices (E; j);; sont toutes dans H. En particulier, leur somme U = Z(E” + E;;) est une somme
i<j

de matrices de H, or H est un sous-espace vectoriel, donc , ce qui est absurde puisqu’on a montré a la

question 4 que U est inversible.

Ainsi ’ tout hyperplan H de E, contient au moins une matrice inversible. ‘

Notons S, (R) le sous-espace vectoriel constitué des matrices symétriques de E,,.
1
Sn(R) est stable pour la multiplication des matrices et dim(S,(R)) = %

Pour n = 2, dim(S3(R)) =3 =4—1, donc ’ S>(R) est un hyperplan de Fy stable pour la multiplication matricielle.

8.1. On suppose par l'absurde que I,, ¢ H. D’aprés la question 1., on a E,, = Vect([,,) @ H, et on peut définir la

projection p sur Vect(I,,) parallélement & H.
Soit (M, N) € E2. On utilise la décomposition en somme directe E, = Vect(I,) ® H :

I eR, A, €H, M=MI,+ A, avecp(M)=MI,.
I eR, FAy € H, M =X, + Ay avec p(M) = \oI,.

II vient

MN = ()\lln + Al)()\gln + Ag) = Mo, + A As+ XA + A1A2,
—_——
€Vect(I,,) €H

car H est un sous-espace vectoriel stable pour la multiplication matricielle, donc A; A5 € H.
On en déduit que p(MN) = M1, = (MIn)(A21n) = p(M)p(N).

Dot |V(M,N) € E2, p(MN) = p(M)p(N).

8.2. Soit M € E, telle que M? € H. La décomposition M? = 0+ M? avec 0 € Vect(I,,) et M? € H donne p(M?) = 0.

D’aprés la question 8.1., on a 0 = p(M?) = p(M)?. Notons M = \I,, + A avec A € R, A € H, alors p(M) = A,

5



Concours 2019 E3A - PSI - Mathématiques 1 Durée : 4 heures

8.3.

8.4.

9.1.

9.2.

9.3.

donc 0 = p(M)? = (\I,,)? = \2I,, donc A = 0. On en déduit que p(M) =0 puis M € H.

Ainsi | M2 € H = M € H|

Soit (i, ) € [[1, nl]*,

Premier cas. On suppose que i # j. On a (Ei7j)2 = 0 € H puisque H est un sous-espace vectoriel.
D’aprés la question 8.2., (E; ;j)? € H = E; ; € H.

Deuxiéme cas. On suppose que i = j. Soit ¢ € [|1,n|]. Puisque n = 2, il existe j € [|1, n|] tel que i # j.
Or H est stable par multiplication matricielle et contient E; ; et E;; donc F;; = E; ;E;; € H.

Done |¥(i,j) € [[1,n[?, Ei; € H.

Preuve 1: onaalors I, = By 1 +...+ E, , € H car H est stable par combinaison linéaire, ce qui est absurde
puisque 'on a supposé que I,, ¢ H.

Preuve 2 : on a E, = Vect(E; ;,1 <i,j <n)C HC E,, donc H = E,, ce qui est absurde puisque H est un
hyperplan de E,.

Dans les deux cas, on aboutit & une contradiction donc

On note H* 'orthogonal de H pour le produit scalaire de ’énoncé (-|-).

A est une matrice non nulle de 'orthogonal de H : A € H*.

Montrons tout d’abord que H+ = Vect(A).

D’aprés le cours, H+ est un supplémentaire de H, or H est un hyperplan de E, donc son orthogonal est de

dimension 1. Puisque A € H+ avec A # 0, on en déduit que (A) est une base de H+, donc on a| H+ = Vect(A).

On fixe maintenant B € H quelconque. Soit C' € H. Puisque H est stable pour la multiplication des matrices,
la matrice C'B est encore dans H.
Or A € H* donc le produit scalaire suivant est nul :

0= (A4|CB) = Tr(ATCB) = Te(BATC) = Tr ((ABT>TC) = (AB7|0).

On vient de montrer que VC € H, (ABT|C) = 0, autrement dit ABT € H+ = Vect(A).
Donc 3\ € R, ABT = M\A. En transposant, il vient : ’ INeR, BAT =\AT. ‘

En d’autres termes,

pour tout B € H, BAT est colinéaire a AT, ‘

Dans un premier temps, montrons que H contient au moins une matrice non nulle et non inversible.

Posons K = Vect(E1 1, E1,2) C E,, (c’est possible car n > 2). On a dim(K) = 2.

Soit A = (a;;) € K, alors A est triangulaire supérieure avec as 2 = 0, donc det(A) = 0 et A n’est pas inversible.
Ainsi K est constitué de matrices non inversibles.

Supposons par ’absurde H et K en somme directe. Alors on aurait

dim(H @ K) = dim(H) 4+ dim(K) = (n®> — 1) + 2 = n? + 1 > n? = dim(M,, (R)),

ce qui est absurde. Donc la somme n’est pas directe, H N K # {0},

et | H contient au moins une matrice non nulle et non inversible. ‘

Supposons par I’absurde A” inversible.

On fixe une matrice B € H non nulle et non inversible. Alors son rang vérifie 1 < rg(B) <n — 1.

Puisque AT est inversible, la multiplication & droite par A7 ne modifie pas le rang, donc rg(BAT) = rg(B).
D’aprés la question 1., BAT est colinéaire & A7 donc il existe A € R tel que BAT = \AT.

Si A = 0, on obtient rg(B) = rg(BAT) = rg(0) = 0, ce qui est absurde car rg(B) > 1.

Si A # 0, on obtient rg(B) = rg(BAT) = rg(AAT) = rg(AT) = n, ce qui est absurde car rg(B) <n — 1.

On aboutit & une contradiction donc ’ AT nest pas inversible. ‘

Soit B € H. Montrons que W est stable par B.
Soit € W = Im(AT). Alors il existe y € R™ tel que x = ATy.
De plus, d’aprés la question 9.1., IA € R, BAT = X\AT. Il vient

Bz = B(ATy) = (BAT)y = MATy = Az € Vect(z) C W.

Ainsi Vo € W, Bx € W, donc W est stable par B.
Finalement, on a montré que ’ W est stable pour tous les éléments de H. ‘

6
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9.4. P est une matrice de passage donc est bien inversible.
E, — FE,

M — P lMP
droite est linéaire, donc ¢p est un endomorphisme de E,,.

L’application ¢p : ’ est clairement linéaire car la multiplication matricielle & gauche ou a

E, — E,

Montrons que cet endomorphisme est bijectif. Pour cela on remarque par exemple que ¢ p-1 : M — PMP-

vérifie :

VM € E,, ¢pi1opp(M)=¢p1(P'MP)=PP 'MP)P™' =M =1dg, (M),

donc pp-1 0 pp =1Idg,, ce qui prouve que pp est bijective et que sa bijection réciproque est pp-1.

E, — E, .
Donc | pp : M — PlMP est un automorphisme de F,,.
9.5. D’aprés les notations de I’énoncé, (e1,...,e,) est une base de W = Im(AT), que 'on a complétée en une base

Bl = (61, .. .,en) de R™.

P est la matrice de passage de la base canonique de R™ a Bj.

En particulier, pour toute matrice M € M, (R), P"'MP est la matrice dans la base B; de I’endomorphisme
x — Max canoniquement associé & la matrice M.

Soit B € H. On a montré que W est stable pour tous les éléments de H, donc W est stable par B. Par suite,
Vi € [|1,p|], puisque e; € W, on en déduit que Be; € W = Vect(ey, ..., e,). Autrement dit, la matrice P~ BP
dans By de ’endomorphisme canoniquement associé & B est de la forme :

_ * | ok A | A
PP — ( e ) _ ( Ll ) avec Ay € My(R), Ay € My _p(R), A3 € M,_,(R).

Remarquons que le nombre de coefficients nuls dans la matrice ci-dessus vaut p(n — p).
On a donc montré que ’ensemble des P~'BP appartient & I’espace vectoriel engendré par les E; ; suivants :

¢p(H) = {pp(B),B € H} = {PT'BP,B € H} C Vect(Eyj, (i, j) € [|1,n[]*\ [[n —p+1,n[] x [|1,p[]).
D’aprés la question 9.4., ¢p est un automorphisme de F,,, d’ot

dim(H) = dim(pp(H)) < dim Vect(Ey;, (i, §) € [[1,n[]* \ [[n —p +1,n[] x [[1,p[]) = n* = p(n — p).

Finalement ‘dim(H) <n? —p(n—p). ‘

10. On a montré que :
dim(H) =n* —1<n? —p(n—p), donc p(n—p) <1

Or p(n —p) € N donc p(n — p) vaut 0 ou 1.

Supposons que p(n — p) = 0, alors on a soit p = 0, soit n — p = 0.

Sip=0, alors AT =0 donc A =0 ce qui est exclu.

Sin—p=0,alors p=n<n—1, ce qui est absurde. En effet AT n’est pas inversible d’aprés la question 9.2, donc
p=1g(AT) <n -1

Par suite p(n — p) # 0 donc p(n — p) = 1. On en déduit que p = let n —p = 1 soitn = p+1 = 2.

’ On a démontré que n = 2. ‘

Exercice 4.

1. On aVn € N,u, 1 — u, = u2 > 0 donc la suite (u,) est croissante.
De plus ug = a > 0 donc Vn € N, u,, > ug > 0.

Alors ¥n € N, uy, 1 — u, = u2 > 0, donc ’ la suite (u,,) est strictement croissante. ‘

Supposons par I'absurde que la suite (u,) converge vers un réel [, alors par passage a la limite il vient [ = [ + [
donc I = 0. Ceci est absurde car ug > 0 et (u,) est croissante.

Ainsi la suite (u,,) diverge, donc est une suite croissante non majorée. | La suite (u,) diverge et lim wu, = +o0.
n—-+4oo
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2.1.

2.2.

2.3.

1
Soit (n,p) € N2. On a v, = on In(u, ), donc

1 1
Untptl = Untp = gopry WUniprr) — oo nunsy) = oo ((unsprn) — 2In(ungy))
_ 1 In ( Yntptl _ 1 In [ Ynte + (untp)?
2ntptl (Un+p)? 2ntptl (Un+p)?
1

= g1+ Untp

On a montré que (u,) est croissante donc Vn € N,u, > 0. Alors > 0 et ln <1 + > > 0, d’ou
Un+p Un+p

Untp+1l = Unyp > 0. 1
D’autre part, par croissance de (u,), on a 4, > u, donc < —. Par croissance du logarithme, on obtient

Un+p Up,

1 1 1 1
Un4p+1 — Undp = W In(1 + S 2n+p+1 In(1 + E .

1 1
Donc | ¥(n,p) € N?, 0 < Vpypi1 — Unip < oY In <1 + ) .

Soient n et k deux entiers naturels fixés. On a :

k
Untk+l — Un = (Un4pt+1 = Ungp)-
p=0

On somme les inégalités de la question 2.1. pour p allant de 0 & k.

k k k
1 1 1 1 1
0 < Vnthr1 = vn = ZO(“"+P+1 ~Unip) < ZO prET (1 + un> = g In (1 + u) D5
= =

On reconnait une somme géométrique de raison 1/2 :

k _ k41
> 5= g =1 (/M) <2

p=0

On obtient

1 1
V(k,n) €N?, 0<vpips1 —vn < —1In <1+ > .

= on Up

On applique la question 2.2 avec k=0et n € N: Vn € N,0 < v,,41 — vp.

Donc ’ la suite (v,,) est strictement croissante. ‘

1 1
On applique la question 2.2 avecn =0et k € N: Vk € Njvg11 — v < 2 In (1 + )
Uo

Donc ) )
VkEeN, wvgy1 <wvg+1In (1 + ) =In(a) +1n (1 + ) =In(a+1).
a a

’La suite (vy,) est croissante et majorée par In(a + 1), donc converge vers une limite L. ‘

n n N
3.Onat,=e>retu,=e?", dou:

t'IL 62”L "
W e — exp (2"(L — vyp)) .
n

Dans I'inégalité de la question 2.2., on fixe n € N et on fait tendre k¥ — +o00. Puisque la suite (v,) converge vers L,

1 1
Vn € N, OgLvnSinn<1+>.

Up

8
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Vn € N, OSQ"(LU,L)§1H<1+1).
Up,

Concours 2019

En multipliant par 2™, il vient :

En passant a I’exponentielle, on obtient :
YneN, 1=e'<—=exp(2"(L—v,))<14+—, e |l<—<14—.
Un, Unp Unp Unp
. . tn
Puisque u,, -+ +o0,ona lim — =1 donc m
n—+00 Uy, +oo
4.
4.1. Soit n € N. Puisque s, = t,, — u,, = e2"L Up, ON A :
n41 n 2
Sppl = tng1—tUns1 =€ L —(up)?—u, = (62 L) —(Un)? = tp = (84 up)? = (Un)? —tn = (80)* +28pUp —Unp

t

On a la relation |Vn € N, 5,41 = (5,)% + (28, — D)uy,. ‘
Dans la question 3., on a montré que Vn € N,1 < -~ <1+ —, donc
Un Un

4.2.

0<t7",1ft"7u"fsl<i
T Up Up ~ Up

Puisque up, > ug >0 : Donc ’ la suite (s,) est bornée. ‘
4.3. On a montré que ¥n € N, 0 < s, < 1, d’ott également 0 < (s,)2 < 1 et —1 < 5,41 — (8,)? < 1. Ainsi la suite
Snt1 — (5,)? est bornée. Or on a obtenu en question 4.1. la relation
(2871 - l)un = Sp41 — (sn) 5

donc la suite (2s,, — 1)u,, est bornée avec lim w, = +oo par la question 1..
n—-+oo

Ceci n’est possible que si 2s, —1 — 0, donc ’ la suite (s,,) converge vers 1/2. ‘

1

Un

1
(1), autrement dit =
n—+oo

Finalement t,, — u,, = s, = B +o




