Proposition de corrigé : Banque PT — Epreuve A — 2022
Premiére Partie

1. La matrice A est a coefficients réels et vérifie YA = A. Ainsi, A est une matrice symétrique, réelle. Donc,

‘ A est diagonalisable dans une base de vecteurs propres orthonormée. ‘

2. Notons x4 € R[X] le polynome caractéristique de A. On a :

X-5/2 -1 -1)2 X—4 -1 -1/2
det(XI—A)=| -1 X-2 -1 = X-4 X-2 -1
12 -1 X —5/2 |[OFOTOAG ) x4 1 X -—5)2
1 -1 —12 1 -1 -1/2
=(X-4]1 x-2 -1 - X-4]0 x-1 -1/2
1 -1 X-5/2| Lo La—1Ly 0 0 X-2
Lg(—Lg—Ll

On en déduit : x4(X) = (X —4)(X —1)(X —2). Donc, ‘ les valeurs propres de A sont 1, 2 et 4. ‘
Remarque : le polynome caractéristique de A est scindé dans R et & racines simples; ce qui prouve & nouveau
que A est diagonalisable dans R.

3. Notons Ey = Ker(I — A), Ey = Ker(2I — A) et By = Ker(4I — A)

-3/2 -1 -1/2
e Déterminons l'espace propre E; associé a la valeur propre 1. Ona: I —A=| -1 -1 -1
-1/2 -1 -3/2
z —3rx—-2y—2=0 3z —-2(-z—2)—2=0 —r+2=0
donc |y | € E; & —r—-y—2=0 & Yy=-—x—z S yYy=—r—=z
z —x—2y—32=0 —z—2(—x—2)—32=0 r—2z=0
o T T 1
4:){ T y|=1|-22] =2|-2] avec x € R. On en déduit :
y=—2z
z T 1
1 ¥ 1
Ey=Vect | [—2] | =Vect | | =27 | | avec vy = % =B ot || 2| =vIET (22 +12= VG
1 o' 1
-1/2 -1 -1/2
e Déterminons U'espace propre Eo associé a la valeur propre 2. On a: 2] — A = -1 0 -1
-1/2 -1 -1/2
T —x—2y—2z=0 2y=20
z=-—x
donc |y | € By & —x—2=0 S r=—z <:>{ v=0
z —x—2y—z=0 2y=20 y
T T 1
S|yl =10])=2| 0| avec z € R. On en déduit :
z - -1
1 o 1
Ey = Vect 0 = Vect 0 aveca:%:%et 0 ‘\/12+02+(1) =2,
-1 —a -1
3 1 -1
2 2
e Déterminons l'espace propre Ey associé a la valeur propre 4. Ona: 4 —A= | -1 2 -1
41
z 3z —2y—2=0 3r—(x4+2)—2=0
donc [y | € Es & —r4+2y—2=0 & Qu=x+2 @{Zﬁz
z —r—2y+32=0 —z—(x+2)+32=0 y=7
T T 1
S|yl =z =2[1] avec z € R. On en déduit :
z T 1
1 B 1
E, = Vect 1 = Vect B8 avccﬁ:%:? et |[|1]l|=vI2+12+12=3.
1 3 1

On en déduit, avec les contraintes de ’énoncé :

100 5 a f
D=[0 2 0]etP=[-2y 0 B|lona=2L g=Bctr=
0 0 4 vy —a B

De plus, on a bien : PP = I : P est bien une matrice orthogonale.
Soit n € N, notons H,, : « A" = PD"P~1 ».
— _Initialisation. pour n = 0, on a : A =1 et PD°P~! = PIP~' = PP~' =] = A°.

Hérédité. Soit n € N. On suppose que A® = PD"P~!. On a: A" = A"A = PD"P~'PDP~! d'ou :
Al = ppD"IDP~! = PD"DP~! = PD"*' P~1. Ainsi, H,,; est vraie.

=~

Nous avons montré par récurrence que : | pour tout entier naturel n, A» = PD"P~,

5. D’aprés 3, P est une matrice orthogonale, donc elle vérifie : P~! = *P; et D est une matrice diagonale, donc
1™ 0 0 1 0 0
elle vérifie : D" = 0 2" 0 0 2" 0 |.D’apres 4, on en déduit :
4™ 0 0 4"

Yy a B

s

0 0
1 0 0 ¥y -2y 7
A"=|-2y 0 p 0 2 0 a 0 -«
v —a 8 0 0 4™ B B B
voooa2n AT [y =2y oy
= | -2y 0 pan a 0 -«
Yy —e2" pan 8 B B

1

. ; 2" 4" 14327424 14320 4 22l
oty +a? 2"+ 4=+ = + i . +

6 23 6 6
. —2 4" 1 44r 12
B i NG Y L B =
LRE 63 3 3
1—3.9n 4 92n+l
727a2‘2n+ﬂ2.4n: 6+

) ) 4 4n 2492 449+l
4R A= — = =—
i 6" 3 3 6
On en déduit :
1+ 3.2" + 22n+1 —2 4 22n+1 1-—23.2" + 2271+1

A — = 9 4 92+l 4 4 92n+1 _9 4 2ntl
1—320 4220+l 94 92ndl 1 4 39n 4 9ntl

6. Avec D’ une matrice diagonale et P’ une matrice orthogonale, on a :

LA/ — t (P/D/P/fl) — t (Plfl)[’D/LP/ — t (I,P/) DIPI—]: car P!—] — lP/ et I,D/ — DI.
Dioti : 1A’ = P'D'P'=1 = A'.
Finalement, si D’ une matrice diagonale et P’ une matrice orthogonale, A’ = P'D’P'~! est bien une matrice
symétrique.

Deuxiéme Partie

1. (a) Soit (u,v,w) € (]RB)3 ,LAER. Ona:

e V est une matrice colonne, AV ’est également, et ‘U est une matrice ligne. Or, le produit d*une matrice
ligne & gauche par une matrice colonne a droite renvoie une matrice & un seul coefficient donc ¢ est a
valeurs dans M (R), que l'on confond avec R, d’aprés 'énoncé.

o p(v,u) ='VAU =" ("VAU) car'VAU € M;(R)
='UPAY ('V) ='UAV = o(u,v) car A est symétrique.
donc ¢ est symétrique.
o o(u, v+ M) =UAV + A\W) = TUAV + N UAW car A € R
=p(u,v) + Ap(u, w).
done, avec le point précédent, ¢ est bilinéaire.

Ainsi, par ces trois points, ‘ © est une forme bilinéaire symétrique.
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(b) Ona: U’ ='PU = P~'U car P est une matrice orthogonale. On obtient : U = PU’. On en déduit que : (b) Soit v € R®, on a:

U’ est le vecteur colonne des coordonnées de u dans la base B’, dont la matrice associée dans la base ) 1
canonique est P, c’est-a-dire dans la base B’ = (%(i —-2j+k), %(z — k), %(z +7+ k)) veEF, ©opwi)=0e(z y 2)A 8 =0
(c) On a p(u,u) =UAU ='UPDP~'U d’apres 1.3. 5/2 1 1/2\ [1 5/2
='U* (*P) D'PU car P est une matrice orthogonale @@y 21 2 1 0] =0 (@ y 2|1 |=0
172 1 5/2) \o 1/2

L(*PU) D'PU ='U'DU" = p(u, u).

[

QT z
z’ 100 z’ a’ <:>?+y+§:0¢>5z+2y+z:0
A U = AN L ) — (! o ’ 02 0 P — (g ’ ’ 20/
vee Z/ yona:p(u,u) (I vz ) 0 0 4 Z/ (L vz ) 4Zr Donc ‘ F] est le plan de vecteur normal n = 5i + 25 + k. ‘

Choisissons deux vecteurs orthogonaux a n pour (,) et non colinéaires entre eux : par exemple a = i — 5k
et b=j — 2k. Alors| (i — 5k,j — 2k) est une base de F}. ‘

On en déduit : ‘ o(u,u) = 2’2 + 2y + 422, ‘

(d) On déduit de IL.1.(c), que : p(u,u) >0 (). Et, on a :
oluu) =022 +2y?+4:° =002 =y =2/ =02U' =0 P 'U=0 (c) ‘Non, on n’a pas F; = F] |, car par exemple, i — 5k € F] et i — 5k ¢ Vect(j, k) ; donc i — 5k ¢ F;.
SU=0&u=0 (x). Ainsi, F; est le plan d’équation = = 0 et F est le plan d’équation 5z + 2y + z = 0. Donc, on a :
D’apres I1.1.(a), ¢ est une forme bilinéaire symétrique ; et d’aprés (x) et (), est définie positive. 0 0 x 0 0
) . T = T =
Finalement, | ¢ est un produit scalaire sur R. ‘ zityjrzke Nk & o $t2=0 T 22—y TNV ¥V |7V 1

z —2y -2
Ainsi, on trouve : ‘ F; N F! = Vect(0i + j — 2k) et {j — 2k} est une base de F; N F.
5. (a) SoitveR% ona:veF, & pu,v)=0&tUAV =0 (u, f(v)) =0« f(v) € F,

N
—
S
N2

Soit w et v deux vecteurs propres de f. Notons A et p leurs valeurs propres associées; on a :

fu) =M, f(v) = pv,u#0et v#0.

De plus, on a : AU = AU et AV = uV, car f est 'endomorphisme canoniquement associ¢ & A. On en On montre ainsi que : |v € F), = f(v) € F,.
déduit :
. 312
o(u,v) = UAV =UuV = ptUV et o(v,u) = VAU = VAU = \'VU. (b) Soit (v,w) € (R*)", on a:
Or, 'UV € Mi(R),doncona: ! ({UV)=1UV & VI (IU)=tUV & VU =tUV(") (f(v),w) = (w, f(v)) = WAV =t (‘WAV) car'WAV € M;(R)
Ainsi, on a : p(u,v) = p(v,u) Sp'UV = NVU © p'UV = XUV d’aprés (.) = VAL ('W) = VAW car A est symétrique.
Sp-NUV=0&"UV=0 car p— X # 0.
Or, ¢(u,v) = ¢(v,u) est vrai d’aprés IL1.(a), donc : 'UV =0 et p(u,v) = ptUV = 0. On en déduit : | (f(v),w) = (v, f(w)).
Ainsi, on montre bien que : 6. (a) Soit u € RS tel que Fy = F.
‘ deux vecteurs propres associés a deux valeurs propres distinctes sont orthogonaux pour ¢. On a, pour tout v € R3 : (u,v) = 0 & p(u,v) = 0 < (u, f(v)) = 0 d’aprés I11.5.(a).
(b) La base B’ décrite en H.l.(a) est une base de vecteurs propres de f associés a trois valeurs propres distinctes e Montrons que f (Fu) C F,.
de f, d’apres 1.3. Donc, ces trois vecteurs propres sont deux a deux orthogonaux pour ¢. De plus, on a : Soit w € f (F,), alors w est de la forme w = f(v) avec v € F,.
e ) , 1 , , , On en déduit : (w,u) = (f(v),u) =0 carv e F, et (u,v) =0.
e Pour u =8 (i—2j+k):U = 8 . Donc : ¢(u,u) = 1%+ 2.0 +4.0° = 1. Donc w € F, et on a montré que : f (F,) C Fy.
0 e Deplus, f (F,) et F, sont deux sous espaces vectoriels de méme dimension, car f est un endomorphisme
bijectif (en effet 0 ¢ S| d’apres 1.2, et det 0).
e Pour v = g(z —k):V'=[1].Donc: p(v,v) =0%+2.1%2+4.0> = 2. ! ( # Sp(f) dap (H#0)
0 Ainsi, on a bien : | f (F,) = F,.
Posons v’ = %7) = 1(i — k), qui vérifie : p (v/,0") = % = 1. (b) Soit v € F, on a: (f(u),v) = (u, f(v)) =0 d’apres L. 5.(a) et I1.6.(a) avec f(v) € f (F,).
0 Donc, f(u) est orthogonal a F,, pour (,).
e Pour w = ?(z +j+k): W' ={0]|.Donc: p(w,w) =02 +2.0%+4.12 = 4. Or, on a : F, = (Vect(u))*; donc f(u) € F-, avec F- = Vect(u).
1 On en déduit que f(u) est de la forme f(u) = Au avec u # 0 et A € R.
Posons w’ = %w = %(7 +Jj + k), qui vérifie : ¢ (w',w') = % =1 Donc, | u est un vecteur propre de f. ‘
Ainsi, |la base B” = (?(z —2j+k),3(i—k), %(i +i+ k)) est une base orthonormée pour ¢. Troisiéme Partie
3. OnakF, = {’U eR?| (v,u) =tVU = O} et F, = {v € R | p(v,u) =tVAU = 0}. 1. (a) On a, par définition, X (Q) = [1, 3]. Avec la modélisation, P(X = 1) = P(Cy) = % et
Soit u un vecteur propre de f associ¢ a X, on a: f(u) = Au et AU = AU. On en déduit : L2
P(X =2)=P(CiNCy)=P(Cy |C1)P(Cy) = = x = = =
VEF, Spu) =0 VAU =0 VAU =0 'VU =0 ( )= PONG) = PG CQ)PG) =5 x5 =3
S'WU =04 (v,u) =0 v F, avec A\ # 0, car) € {1,2,4} d’apres 1.2. puisP(X:B):l—P(X:1)—P(X:2):é
Ainsi, on a bien : ‘Finalement, X suit la loi uniforme sur [1, 3]. ‘
4. (a) La base B = (4,4, k) est orthonormée pour ( , ). Donc ‘ F; = Vect(j, k) et (j, k) est une base de F;. (b) On a: ‘E(X) =1+2+8=2 ‘ et ‘ V(X)=31-22+1(2-22+13-22=2|
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2. (a) J suit la loi de répétition de I'expérience « jouer un trou » 36 fois, de fagon indépendante dont la probabilité #on definit B = 1/4 * A

de succes est de prendre une des 4 balles jaunes sur 48 : 4% = le Ainsi, J suit une loi binomiale de paramétres B = np.array([[5/8,1/4,1/8],[1/4,1/2,1/4],[1/8,1/4,5/811)
36 et 1/12. On a : J(Q2) = [0, 36] et, pour k € [0, 36], for k in range(n):
) X = np.dot(B,X)
P = k)= (k)i(ﬂ)‘m_k: (k)ll%*’“ return(X)
36/ 12+ \ 12 36/ 1236 °

print (G(20) [11)

(b) Anna a joué en moyenne E(X) = 36/12 = 3 balles jaunes sur les deux parcours.
3. (a) Ona E(J') = XA donc E(J') = E(J') si et seulement si . (g) On a, pour tout n € N : ~
(b) Par définition d’une loi de Poisson : (h) On obtient, pour tout n € N, avec la Premiére Partie :
)\9 39 /\0 a 0 22n+1 —_9
1g)m e A 32 J>1)=1-P(J=0)=1-e " —1_¢3 n 1 11
P(J'=9)=e G =c?F ot PU>1)=1-P(J=0)=1-c FG=1-c o) = Lan (1) L d (e
n 4n 0 "6\ g1 _ g
(c) Les événements successifs donnés par 1’énoncé sont (J < 3), (J = 7) et (J > 10). On a les approximations
successives : qui donne :
2\ 2\ _ (2 e () R _ 1 2 _ 1 1
P(J <3)~ P(J' <3) = F(3) ~0,6472 { an = cn § T T3 am
et de fagon analogue P(J = 7) = F(7) — F(6) ~ 0,0216 et P(J > 10 = 1 — F(9) ~ 0,0011. Les valeurs bo = 3t&E =3t ma
approchées des probabilités des événements sont donc respectivement : ‘ 0,6472, 0,0216 et 0,0011 ‘ (i) Comme 4% _+> 0, par opération :
n—-+0oo
4. (a) On a, en utilisant le point 2 de ’énoncé, puisque (A, By, Cp) forme un systéme complet d’événements, par
la formule des probabilités totales ansbn; €n n~>—+>oc 3
1 1 Lorsque n est grand, Anthony a autant de chances d’étre sous, sur ou au par. Cela peut poser la question
a1 = P(A1) = P(A1 0 Ao) + P(ALN Bo) + P(A1 N Co) = P(A1 0 Bo) = Ppy(A)P(Bo) = ; x 1= 7 de Vintérét de entrainement.

ot

—
©

N

. Pour tout z € R\{0,1}, on a :
puis Ag = Cy = 0. On procédant de méme pour by et c1, on obtient |a; = %, by = % et ¢ = % R 1 1 r+1—=x 1

La probabilité P4, (A1) correspond exactement a la probabilité pour Anthony d’étre sous le par & I’entrai- ¢ ztl #(z+1) #(z +1)

nement n+ 1 sachant qu’il est sous le par a I’entrainement n. Ceci correspond donc a la premiére probabilité donc on peut prendre |a = 1 et b = —1 | avec les notations de 1’énoncé.
du premier o de I'énoncé : Py, (Apy1) = 5. En utilisant des probabilités des autres o de 'énoncé, on a :

—~
=
=

(b) Pour tout n € N*, on a, par définition :
1 1
P, (A ,+1) =— et Pc, (A ,+1) =, . _ nl_
i 1 " 8 (T=n)=%N5%N N8 N8 =5.n()5%
(c) Soit n € N. Par définition : (A, By, Cy) forme un systéme complet d’événements. On applique la formule k=1
des probabilités totales pour obtenir : (c) Soit n € N, n > 2. Avec la formule des probabilités composées, on obtient :
Fien) :PAns(A"Hl) " (An1) PO (e P Fen (e P P(T =n) = P(S1) x P5;(82) X -+ N Ps;ngn..05, 5 (Sn—1) % Py 5,2 (Sn)
=g+ an-}— 3en =@ =p1)x(IT=p2) X x(1=pp_1) X pn
1 2 n—1 1
. L . ; = I I ——xZx.x %
avec la question précédente. Finalement ‘ pour tout entier naturel n que a,41 = gan + 3bn + gcn ‘ 2 3 n n+1

(d) Soit n € N. De fagon analogue : donc | P(T =n) = ED | On a également P(T = 1) = p; = 125 donc la formule précédente est vraie pour

1 1 1 1 1 5 n=1.

buy1 = Jan + Sbn + —cn et cnp1 = can + by + —cae . . . o . . . -

4 2 4 8 4 8 (d) La premiére tentative a lieu a 00h00, la deuxiéme a 00h03 puis, en continuant le raisonnement, la vingtiéme

(¢) On a, avec les relations précédentes, pour tout n € N : tentative a lieu & 00h57. En une heure, Anthony a effectué 21 tentatives. La probabilité demandée ici est
’ . p » P . donc P(1 < T < 21) qui se calcule avec les deux questions précédentes :
5 1 1
o) 5 13 2 211 11
Guyr= bur1 | = |1 3 1| (anbucy) P(1<T<21):Zk(k+1):Z<%71@+1>217£
Cni1 1105 k=t k=t
8 1 8

par télescopage donc la probabilité de sortir la balle en une heure ou moins est de P(1 < T < 21) = %
ce qui s’écrit A (e

(f) On peut par exemple utiliser le code suivant : N
< /1 1 1
import numpy as np PT=0)=1-P(T> l)zlle(sziH) =1- <1771E&loon+1> =1-1.
def G(n):

X = np.array([[0], [1],[0]1]) Finalement, m
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N

Par définition, Y P(T = n) est convergente et sa somme vaut 1 donc, & nouveau par télescopage,




® i

=

Par définition, G est la fonction somme de la série entiere > P(T = n)z". Déterminons le rayon
de convergence R de cette série entiére. Soit z un complexe non nul. On pose, pour tout n € N,
up, = |P(T'=n)z"]. On a :

U, n+1
ntl |2]" — 2|
Up n+2 n—+o0

Ainsi, par le critére de d’Alembert, si |z| < 1 alors > u,, converge donc R > 1 et, si |z| > 1 alors ). uy,
converge donc R < 1. Ainsi, . On a donc, pour tout z €] —1,1] :

+o0
2

G =2 ey

n=

ii. Soit z €] —1,1[. On a Gp(0) = 0. En utilisant le développement en série entiere usuel de 2 — In(1 —x)

(dont le rayon est 1) et la décomposition en éléments simples précédente, on obtient, puisque tous les
termes des égalités suivantes sont convergents, lorsque = # 0 :

Gﬂz)zfn(%l);i(%"*%>

n=1 n=1
too n 100 n-1 oo n too n
T T T 1 T 1
=S - =y - L 2] =—ml-2)->(-h@l-2)-=2
PR D Dhn x(Zn T) n(l—2) -~ (~In(1-2) - )
n=1 n=2 n=1 n=1

donc (s
_ 1+ ml—-2) siz#0;
GT(I)’{ o sz =0.

(g) La variable aléatoire T admet une espérance si et seulement si Y nP(T = n) converge. Or > nP(T = n)
est la série > ﬁ qui est divergente (série harmonique). En conclusion, ‘ T n’admet pas d’espérance ‘
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