
X 2006�Epreuve de math II : CorrigéPar M.Taibi professeur en MP* à RabatMatri
es réelles de partie symétrique positivePartie IOn note par Sn(R) l'espa
e des matri
es réelles symétriques d'ordre n et par An(R) 
elui des matri
es réelle antisymé-triques d'ordre n1. Il s'agit de montrer que Mn(R) = Sn(R) ⊕ An(R) :Pour A ∈ Mn(R), on a : A = 1
2
(A + tA) + 1

2
(A − tA) ave
 1

2
(A + tA) ∈ Sn(R) et 1

2
(A − tA) ∈ An(R)Si A ∈ Sn(R) ∩ An(R), alors tA = A et tA = −A, don
 A = −A et apr suite A = 0 .2. Soit A ∈ Mn(R), é
rivons A = As + Aa où As ∈ Sn(R) et Aa ∈ An(R), et x ∈ R

n, on a alors :
(Ax/x) = (Asx/x) + (Aax/x) (∗).Mais pour tout x ∈ R

n, (Aax/x) = 0 en e�et :
(Aax/x) = (x/A∗

ax) où A∗
a matri
e adjointe de Aa

= (x / tAax) 
ar A∗
a = tAa

= −(x/Aax) 
ar tAa = −AaEt 
omme le produit s
alaire est symétrique, il en résulte que (Aax/x) = 0 .Par (∗), on a : (Ax/x) = (Asx/x) pour tout x ∈ R
n .Don
 :

A est s-positive ⇔ ∀x ∈ R
n, (Ax/x) > 0

⇔ ∀x ∈ R
n, (Asx/x) > 0

⇔ la matri
e symétrique réelle As est positive
⇔ Sp(As) ⊂ R+PartieII3. Soit A ∈ Mn(R) une matri
e s-positive et λ > 0, montrons que λI + A est inversiblePour x ∈ Rn, ((λI + A)x/x) = λ ‖x‖2 + (Ax/x) > 0 
ar (Ax/x) > 0 et λ ‖x‖2

> 0 .Don
, par l'inégalité deCau
hy-S
hwartz, on a :
0 6 λ ‖x‖2 + (Ax/x) = ((λI + A)x/x) 6 ‖(λI + A)x‖ ‖x‖ (∗∗)Si (λI + A)x =, on a alors par (∗∗) λ ‖x‖2 + (Ax/x) = 0 et par suite x = 0. L'endomorphisme x 7→ (λI + A)x estinje
tif sur l'espa
e de dimension �nie Mn(R), don
 λI + A est inversible.En 
on
luison : La matri
e λI + A est inversible .Dans la suite Rλ(A) = (λI + A)−14. Etude d'exemples :(a) n = 2 et A =

„
0 1
−1 0

«Comme A est inversible, on a : ker(A) = {0} et ℑ(A) = R
2 .Pour λ > 0, on a λI + A =

„
λ 1
−1 λ

«

, don
 Rλ(A) = 1
λ2+1

„
λ −1
+1 λ

« et par suite lim
λ→0

Rλ(A) =
„

0 −1
1 0

« et lim
λ→0

λRλ(A) = 0 (marti
e nulle )(b) n = 3 et A =

0

@

0 0 1
0 0 0
1 0 0

1

AOn a que ker(A) = vect(e2) et ℑ(A) = vect(e1, e3) où Bc = (e1, e2, e3) est la base 
anonique de R
3.Pour λ > 0, on a par 
al
ul, Rλ(A) =

0

@

λ

λ2+1
0 − 1

λ2+1

0 1
λ

0
1

λ2+1
0 λ

λ2+1

1

A , don
 Rλ(A) n'a pas de limite lorsque λ → 0.Mais lim
λ→0

λRλ(A) =

0

@

0 0 0
0 1 0
0 0 0

1

A .Dans la suite de 
ette partie A est s-positive te λ > 05. Deux formules utilesa. On a A(λI + A) = (λI + A)A 
ar (λI + A) est un polyn�me en A, don
 A = ((λI + A)A((λI + A)−1 =
(λI + A)ARλ(A) et puis (λI + A)−1A = ARλ(A). D'où Rλ(A)A = ARλ(A).Par I = (λI + A)Rλ(A) = λRλ(A) + ARλ(A), on a :

ARλ(A) = I − λRλ(A)1



b. Soit µ un réel stri
tement positif., montrons que Rλ(A) − Rµ(A) = (µ − λ)Rλ(A)Rµ(A) .Si λ = µ, la formule est démontréeSi λ 6= µ, par ((λI + A)− (µI + A) = (λ−µ)I, en 
omposant à gau
he par Rλ(A), on a : I −Rλ(A)(µI + A) =
(λ − µ)Rλ(A) et puis (
omposer à droite dans 
ette dernière relation, par Rµ(A) ) :

Rµ(A) − Rλ(A) = (λ − µ)Rλ(A)Rµ(A)6. Soit x ∈ Rn tel que x 6= 0, posons y = Rλ(A)x, on a : y 6= 0 
ar Rλ(A) est inversible et x = (λI + A)y, don

‖x‖2 = ‖(λI + A)y‖2 = λ2 ‖y‖2 + 2(Ay/y)

| {z }

>0

+ ‖Ay‖2

| {z }

>0

> λ2 ‖y‖2 et puis ‖x‖ > λ ‖y‖ . D'où ‖Rλ(A)x‖

‖x‖
6

‖y‖

λ ‖y‖
.En 
on
lusion :

‖Rλ(A)‖ = sup
x 6=0

‖Rλ(A)x‖

‖x‖
6

1

λCas d'égalité :L'appli
ation x 7→ ‖Rλ(A)x‖ est 
ontinue sur le 
ompa
t S = {x ∈ Rn / ‖x‖ = 1}, il existe don
 x0 ∈ S tel que
‖Rλ(A)‖ = sup‖x‖=1 ‖Rλ(A)x‖ = ‖Rλ(A)x0‖ .posons y0 = Rλ(A)x0, on a :
‖Rλ(A)‖ =

1

λ
⇔ ‖y0‖ =

1

λ
et que 1 = ‖x0‖ = ‖(λI + A)y0‖ = λ2‖y0‖

2

| {z }

=
1

λ2

+ 2(Ay0/y0) + ‖Ay0‖
2

| {z }

>0

.Il y'a don
 égalité si et seulement si 2(Ay0/y0) + ‖Ay0‖
2 = 0 ⇔


(Ay0/y0) = 0
‖Ay0‖ = 0

⇔ Ay0 = 0 ( et y0 6= 0 )
⇔ ker(A) 6= {0}
⇔ A non inversible
⇔ det(A) = 07. . a. Montrons que Si x ∈ ℑ(A), alors lim

λ→0
Rλ(A)x = 0 .Soit x ∈ ℑ(A), il existe y ∈ R

n tel que x = Ay, don
 par question 5) λRλ(A)x = λRλ(A)Ay = λ(I−λRλ(A))y =
λy − λ2Rλ(A)y.On a que : lim

λ→0
λy = 0 et ‚

‚λ2Rλ(A)y
‚
‚ 6 λ2 ‖Rλ(A)‖ ‖y‖

6 λ2 1

λ
‖y‖ = λ ‖y‖ →

λ→0
0

,don
 lim
λ→0

λ2Rλ(A)y = 0 et par suite lim
λ→0

(λRλ(A)x) = 0 .b. On a : R
n = ker(A) ⊕ℑ(A) en e�et : La formile du rang donne :

R
n = ker(A) + ℑ(A).Soit x ∈ ker(A) ∩ ℑ(A), alors 

Ax = 0
x ∈ ℑ(A)

.Par la question 5) on a : ARλ(A)x = x − λRλ(A)x et puisque x ∈ ℑ(A) (Questin 7.a), on a :
x = lim

λ→0
(x − λRλ(A)x) = lim

λ→0
ARλ(A)x.Or ARλ(A)x = Rλ(A) Ax

|{z}

=0

= 0, 
ar x ∈ ℑ(A), don
 x = 0 .(a) Par la question 5.a), pour x ∈ ker(A), on a :
λRλ(A)x = x − ARλ(A)x = x − Rλ(A) Ax

|{z}

=0

= x.On sait que si x ∈ ℑ(A), alors lim
λ→0

λRλ(A)x = 0.Soit B un proje
teur de R
n sur Ker(A) parallèlement à ℑ(A), par 
e qui pré
ède on a :

∀x ∈ Rn, lim
λ→0

(λRλ(A)x) = Bx (1)Montrons que lim
λ→0

λRλ(A) = B pour 
on
lure :Si Bc = (e1, ..., en) est la base 
anonique de R
n, par (1), on a :

∀i ∈ {1, ..., n}; lim
λ→0

(λRλ(A)ei) = Bei (ieme 
olonne de B ), don
 les 
omosantes dans la base 
anonique de
Mn(R), de λRλ(A) tendent lorsque λ tend vers 0 vers les 
omposantes de B. D'où lim

λ→0
(λRλ(A)) = B ( ontravaille dans un espa
e de dimension �nie )
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8. Cara
tère C∞ de Φ :Pour λ > 0 , on a : Rλ(A) = (λI + A)−1 =
1

det(λI + A)
t (com(λI + A)) , don
 les 
omposantes relativement à labase 
anonique de Mn(R) de Rλ(A) sont des fra
tions rationnelles en λ et par suite l'appli
ation Φ : λ 7→ Rλ(A) estde 
lasse C∞ sur R

∗
+ .Par la question 5.a) et pour λ > 0 �xe, pour tout µ > 0, tel que µ 6= λ, on a : Φ(λ) − Φ(µ)

λ − µ
=

Rλ(A) − Rµ(A)

λ − µ
=

−Rλ(A)Rµ(A) = −Φ(λ)Φ(µ)Comme l'appli
ation M 7→ Rλ(A)M est linéaire sur Mn(R), don
 est 
ontinue , d'où lim
µ→λ

(−Rλ(A)Rµ(A)) =

−Rλ(A) lim
µ→λ

Rµ(A) = − (Rλ(A))2 = −Φ2(λ) (l'appli
ation étant 
ontinue ). On 
on
lut alors que Φ′ = −Φ2.Par dérivation de l'xpression pré
édente, on obtient : Φ′′ = −2ΦΦ′ = 2Φ3. Si pour p ∈ N, Φ(p) = apΦ
p+1, on a :

Φ(p+1) = ap(p + 1)ΦpΦ′ = (p + 1)ap(−Φp+2), don
 ap+1 = −(p + 1)ap ave
 a1 = −1. D'où ap = (−1)pp! pour tout
p ∈ NEn 
on
lusion :

Φ est de 
lasse C∞ sur ]0, +∞[, et pour tout p ∈ N , Φ(p) = (−1)pp!Φp+1Partie III9. Soit λ > 0, montrons que F (λ) est inversible.Il su�t de véri�er que F (λ ) est inje
tive .Soit x ∈ R
n tel que F (λ)x = 0, par la question 5., on a : F (1) − F (λ) =

(λ − 1)F (1)F (λ), don

F (1)x − F (λ)x

| {z }

=0

= (λ − 1)F (1)(F (λ)x)
| {z }

=0

= 0, et par suite F (1)x = 0. Et 
omme F (1) est inversible, il en résulte que
x = 0 et par 
onséquent F (λ) est inje
tive.En 
on
lusion : F (λ) est bien inversible .10. .(a) Par ii) via la question 9., on a en 
omposant à gau
he par F (λ)−1 :

I−F (λ)F (µ) = (µ−λ)F (µ) et puis en 
omposant à droite, la dernière relation, par F (µ)−1 il vient : F (µ)−1 −
F (λ)−1 = (µ − λ)I. Don
 :

F (µ)−1 − F (λ)−1 = (µ − λ)I(b) Prenons µ > 0, et λ > 0, alors par la question 10.a), on a : F (λ)−1 − F (µ)−1 = (λ − µ)I, don
 F (λ)−1 =
F (µ)−1 + (λ − 1)I →

λ→0
F (µ)−1 − µI.On déduit alors : lim

λ→0
F (λ)−1 = F (µ)−1 − µI = A et 
e
i pour tout µ > 0 .11. Montrons que AF (λ) et A sont s-positives :Soit x ∈ R

n, par la question 10.a), on a : I = (λI + A)F (λ) = λF (λ) + AF (λ), don
 AF (λ) = I − λF (λ) et puis
(AF (λ)x/x) = (x − λF (λ)x/x) = ‖x‖2 − λ(F (λ)x/x).Par i) et l'inégalilé de Cau
hy s
hwartz, on a :

(F (λ)x/x) 6 ‖F (λ)x‖ ‖x‖ = ‖F (λ)‖ ‖x‖2

6
1

λ
‖x‖2don
 ‖x‖2 − λ(F (λ)x/x) > 0 et par suite AF (λ) est s-positive.Pour x ∈ R

n, il existe y ∈ Rn tel que F (λ)y = x (
ar F (λ) est inversible ), don
 : (Ax/F (λ)−1x) = (AF (λ)y/y) > 0.Or (Ax/F (λ)−1x) = (Ax/(λI + A)x) = λ(Ax/x)+ ‖Ax‖2 , don
 (Ax/x) > −
1

λ
‖Ax‖2 pour tout λ > 0. Par passageà la limite lorsque λ → +∞, il vient : (Ax/x) > 0 pour tout x et par suite A est s-positive .Partie IV12. Supposons i), soit x ∈ R

n , posons ϕ(t) = ‖exp(−tA)x‖2 pout tout t ∈ R+ ..Pour t et t0 dans R+, on a : ϕ(t + t0) = ‖exp(−(t − t0)A)x‖2

= ‖exp(−tA) exp(−t0A)x‖2 
ar tA et t0A 
ommutent .
par i)

6 ‖exp(−tA)‖2

| {z }

61

‖exp(−t0A)x‖2

6 ‖exp(−t0A)x‖2 = ϕ(t0)D'où : ∀t, t0 ∈ R+ , ϕ(t + t0) 6 ϕ(t0) et par 
onséquent ϕ est dé
roissante sur R+ .En 
on
lusion : i) ⇒ ii)Supposons ii) : Soit x ∈ R
n , pour tout t ∈ R+, ϕ(t) = (exp(−tA)x/ exp(−tA)x), don
 ϕ est dérivable et
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ϕ′(t) = (−A exp(−tA)x/ exp(−tA)x) + (exp(−tA)x/− A exp(−tA)x) = −2(A exp(−tA)x/ exp(−tA)x) ( dérivationdu produit s
alaire ).Si l'on pose y = exp(−tA)x, on a alors : ∀t ∈ R+ , ϕ′(t) = −2(Ay/y)Par ii) ϕ est dérivable et dé
roissante, don
 : ∀t ∈ R+ , ϕ′(t) = −2(Ay/y) 6 0 et par suite (Ay/y) > 0 pour tout
y ∈ R

n ( exp(−tA) est inversible ). Ce qui prouve que A est s-positive .D'où iii) .Supposons iii) : Soit t ∈ R+, pour x ∈ R
n , ave
 y = exp(−tA)x, on a :

(A exp(−tA)x/ exp(−tA)x) = (Ay/y) > 0, don
 ϕ′(t) = −2(A exp(−tA)x/ exp(−tA)x) 6 0 et par suite ϕ estdé
roissante. D'où ii)En 
on
lusion : ii) ⇔ iii)Reste a prouver que ii) ⇒ i) pour 
on
lure :Supposons ii), on a alors : ∀t ∈ R+ , ϕ(t) 6 ϕ(0), don
 ‖exp(−tA)x‖ 6 ‖exp(0)x‖ = ‖x‖ et par suite
‖exp(−tA)x‖ 6 sup

y 6=0

‖exp(−tA)y‖

‖y‖
6 1.Dans la suite A est s-positive .13. D'après la question 12. l'appli
ation t 7→ ‖exp(−tA)x‖ est bornée sur R+ ( ∀t > 0; ‖exp(−tA)x‖ 6 1 ), don
 pour

i, j ∈ {1, ...n}, t 7→ (exp(−tA))i,j est bornée et par suite t 7→ exp(−λt)(exp(−tA))i,j est intégarble sur R+ .Notons par ρ(λ) la matri
e (ρ(λ))i,j14. On a : ρ(λ) =
∞R

0

e−λt exp(−tAdt =
∞R

0

exp(−tλI − tA)dt =
∞R

0

exp(−t(λI + A))dt. Don
 :
Aρ(λ) + λρ(λ) =

∞R

0

(A + λI) exp (−t(λI + A)) dt

= −
∞R

0

d
dt

exp(−t(λI + A))dt

= [− exp(−t(λI + A))]t=+∞
t=0 = I .
ar ‖exp(−t(λI + A))‖ = e−tλ‖exp(−tA)‖

| {z }

61

6 e−tλ →
t→+∞

0 (λ > 0).On 
on
lut alors que ρ(λ)(λI + A) = (λI + A)ρ(λ) = I et par suite
ρ(λ) = (λI + A)−1 = Rλ(A).15. Soit A =

„
0 1
−1 0

« on a : (−A)2 = −I, don
 : ∀k ∈ N, (−A)k =


(−)pI si k = 2p
(−1)p+1A si k = 2p + 1

et par suite
exp(−tA) =

∞P

p=0

(−t)p

(2p)!
t2pI −

∞P

p=0

(−t)p t2p+1

(2p+1)!
A = cos(t)I − sin(t)A =

„
cos(t) − sin(t)
sin(t) cos(t)

« ( il y'a plusieurs façonsde 
al
uler l'exponentielle de la matri
e d'une similitude )
ρ(λ) =

∞R

0

e−tλ exp(−tA)dt =

0

B
B
@

∞R

0

e−tλ cos(t)dt −
∞R

0

e−tλ sin(t)dt

∞R

0

e−tλ sin(t)
∞R

0

e−tλ cos(t)dt

1

C
C
A

=

0

B
@

−
1

λ2 + 1
(−λ)

1

λ2 + 1
(−1)

−
1

λ2 + 1
(−1) −

1

λ2 + 1
(−λ)

1

C
A

=

0

B
@

λ

λ2 + 1
−

1

λ2 + 1
1

λ2 + 1

λ

λ2 + 1

1

C
A( par 
al
ul intégral), d'où le résultat de obtenu à la question 4.)
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