X 2006—Epreuve de math II : Corrigé
Par M.Taibi professeur en MP* a4 Rabat

Matrices réelles de partie symétrique positive
Partie I

On note par S, (R) 'espace des matrices réelles symétriques d’ordre n et par A, (R) celui des matrices réelle antisymeé-
triques d’ordre n
1. 1l s’agit de montrer que M, (R) = Sp(R) ® A,(R) :
Pour A € M,(R),ona: A=21(A+ "A)+ 1(A— "A) avec 1(A+ "A) € Su(R) et 2(A— "A) € A (R)
Si A€ S,(R)NA,(R), alors ‘A= Aet ‘A= —A, donc A= —A et apr suite A =0 .
2. Soit A € M,(R), écrivons A = A; + A, ou A; € Sp(R) et A, € Ap(R), et z € R™, on a alors :
(Az/z) = (Asw/z) + (Aaz/z)  (¥).
Mais pour tout z € R", (Asz/x) = 0 en effet :
(Aaz/z) = (x/A%x) oil A; matrice adjointe de A,
= (z /'Asx) car AL = 'A,
= —(z/Aqx) car tA, = — A,
Et comme le produit scalaire est symétrique, il en résulte que (Aqz/x) =0 .
Par (%), on a: (Az/z) = (Asxz/z) pour tout € R™ .Donc :
A est s-positive < Vz € R", (Az/x) >0
& Vz eR", (Asz/z) >0
< la matrice symétrique réelle A est positive
== Sp(As) C R+

Partiell

3. Soit A € M, (R) une matrice s-positive et A > 0, montrons que A\l + A est inversible

Pour z € R", (M + A)z/z) = A|z|* + (Az/x) > 0 car (Az/z) > 0 et A|z||*> > 0 .Donc, par linégalitée de
Cauchy-Schwartz, on a :

0 < Alell® + (Az/z) = (A + A)z/x) < AL+ Az o] (+%)
Si (Al + A)z =, on a alors par (+x) A||z|” 4+ (Az/z) = 0 et par suite z = 0. I’endomorphisme z — (A + A)z est
injectif sur 'espace de dimension finie M, (R), donc A\ + A est inversible.
En concluison : La matrice Al + A est inversible .
Dans la suite Ry(A) = (A + A)~!

4. Etude d’exemples :

(a) n:2etA:<(il (1))

Comme A est inversible, on a : ker(A) = {0} et (A4) = R? .

(a1 (x4 N B
Pour A > 0, ona)\[—&—Af(_l /\),donc R,\(A)fﬂ—“<+1 \ )et par suite ;%RA(A)f

( 0 1 ) et lir% AR (A) = 0 (martice nulle )

1 0
0 0 1
(b) n=3etA=| 0 0 0
1 0 0
On a que ker(A) = vect(e2) et S(A) = vect(er,e3) ot B, = (e1, e2,e3) est la base canonique de R3.
A 1
X241 0 A
Pour A > 0, on a par calcul, Ryx(A)= | 0 % 0 , donc Rx(A) n’a pas de limite lorsque A — 0.
1 A
A2+1 0 A2+1
0 0 0
Mais lim AR x(A)=| 0 1 0
A—0 0 0 0
Dans la suite de cette partie A est s-positive te A > 0

5. Deux formules utiles

a. On a A+ A) = (\I + A)A car (A + A) est un polynéme en A, donc A = (A + A)A(M + A)~! =
(M + A)ARA(A) et puis (M + A)"'A = AR\ (A). D’ott Ry(A)A = AR\(A).
Par I = (A + A)Rx(A) = ARA(A) + AR\(A), on a :

AR\(A) = I — ARx(A)
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b. Soit p un réel strictement positif., montrons que Rx(A) — Ru(A) = (u — AN)Ra(A)Ru(A) .
Si A = u, la formule est démontrée
Si\# u, par (AM[+A)— (uI + A) = (A—p)I, en composant & gauche par Ryx(A),ona: I — Rx(A)(ul +A) =
(A= p)Ra(A) et puis (composer a droite dans cette derniére relation, par R, (A) ) :

Ru(A) = Ra(A) = (A — p)Rx(A) Ry (A)
6. Soit x € R" tel que = # 0, posons y = Rx(A)x, on a : y # 0 car Ry(A) est inversible et x = (Al + A)y, donc

. , . |IRx(A)z
> = AT+ A)yl> = X [ +2(A/v) + Ayl > X2 [ et puis ] > Ayl Don 1A Tl
L+l el A
>0 >0

En conclusion :

|RA(A)2] _ 1
RA(A)|| =sup ———— < —
1A = sup B < 5

Cas d’égalité :
L’application z +— ||Rx(A)z|| est continue sur le compact S = {z € R" / ||z|| = 1}, il existe donc zo € S tel que

| BA(A)|| = supj, =1 [[Ra(A)z]| = [[Rx(A)zo| -
posons yo = Rx(A)zxo, on a :

1
IBx(A)] = 5 & llvoll = 5 et que 1= Jlzo]| = [I(AT + A)yol| = A*|lyol|” + 2(Ayo/yo) + [| Ayo]*.
~——
1 >0
Y
Tl y’a donc égalité si et seulement si 2(Ayo/yo) + || Ayol|* =0 { ﬁi@;o{‘yo_)o: 0
oll =

<~

& Ayo=0 (et yo#0)
< ker(A) # {0}

< A non inversible

=

det(A4) =0

a. Montrons que Si z € $(A), alors ;irr}) Rax(A)z=0.

Soit z € J(A), il existe y € R™ tel que z = Ay, donc par question 5) ARx(A)x = ARx(A)Ay = AM(I—ARx\(A))y =
Ay — X2Ra(A)y.
Onaque: lim Ay =0 et [NR\(A)y]| < A JRa(A)] o] ,

<

A
1
2_ =
A5 Myl Myl (=, 0
donc ;in}) MRy (A)y = 0 et par suite lir% (ARA(A)z) =0 .
b. On a: R" =ker(A) ® S(A) en effet : La formile du rang donne :

R"™ = ker(A) + 3(A).
. Az =0
I
Soit = € ker(A) N J(A), alors { 2 € 3(A)
Par la question 5) on a: AR)(A)x =z — ARx(A)zx et puisque z € F(A) (Questin 7.a), on a :
x = ;irr}) (z — ARA(A)z) = ;ir% AR\ (A)zx.
Or AR\(A)x = R\(A) Az =0, car z € S(A), donc z =0 .
=0
(a) Par la question 5.a), pour x € ker(A), on a :

ARN(A)x =2 — AR \(A)x =2 — R\(A) Az = .
A(A)z ==z AA)z =z — R\(A) Az ==z
=0
On sait que si z € S(A), alors ;in}) ARy (A)z = 0.
Soit B un projecteur de R™ sur Ker(A) parallélement & S(A), par ce qui précéde on a :

Vz € R", PH{) (ARx(A)z) = Bz (1)

Montrons que ;urh AR (A) = B pour conclure :

Si B. = (e1,...,en) est la base canonique de R", par (1), on a :
Vi € {1,...,n}; iimo (ARx(A)e;) = Be; (1°™° colonne de B ), donc les comosantes dans la base canonique de

M, (R), de ARx(A) tendent lorsque A tend vers 0 vers les composantes de B. D’oil iimo (ARA(A)) = B (on
travaille dans un espace de dimension finie )
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8. Caractére C°° de @ :

Pour A > 0, 0on a: Ry(A) = (A + A)™* !

= det(M + A)
base canonique de M, (R) de Rx(A) sont des fractions rationnelles en A et par suite 'application ® : A — Ry (A) est
de classe C*° sur R} .

£ (com(M + A)), donc les composantes relativement a la

()
)

O(u) _ Ra(A) — Ru(A)

Par la question 5.a) et pour A > 0 fixe, pour tout u > 0, tel que p # A, on a : :

—RA(A)Ru(A) = —2(N)2(n)

Comme lapplication M +— R)(A)M est linéaire sur M,(R), donc est continue , d’oil lirr}\ (—RA(A)Ru(A)) =
fi—

Iz A—p

—Rx(A) limA R, (A) = — (RA(A))? = —®%()\) (I'application étant continue ). On conclut alors que & = —®2,
i

Par dérivation de I'xpression précédente, on obtient : &’ = —2dd" = 283, Si pour p € N, P = ¢, d?*! on a :
Pt — g, (p 4 1)PPD = (p + 1)ap(—PP2), donc apr1 = —(p+ 1)ap avec a1 = —1. D’out a, = (—1)Pp! pour tout
peN

En conclusion :

® est de classe C* sur |0, +o00[, et pour tout p € N, P = (—1)Ppl@prt?
Partie III

9. Soit A > 0, montrons que F(\) est inversible.
11 suffit de vérifier que F'(A ) est injective .Soit € R™ tel que F(A)x = 0, par la question 5., on a : F(1) — F(\) =
(A=1)F(1)F()\), donc
F(l)x — F\)z = (A—1)F(1)(F(\)z) = 0, et par suite F'(1)x = 0. Et comme F(1) est inversible, il en résulte que
T T/
x = 0 et par conséquent F'(X) est injective.
En conclusion : F'()\) est bien inversible .

10. .
(a) Par 44) via la question 9., on a en composant & gauche par F(\)™':
I—F(\)F(p) = (u—\)F(p) et puis en composant a droite, la derniére relation, par F/(u) ™" il vient : F(u)™" —
F(\)™!' = (u— M. Donc :
F(u)™ = FO\) " = (n=NI
(b) Prenons u > 0, et A > 0, alors par la question 10.a), on a : F(A\)™! — F(u)™! = (A — u)I, donc F(\)™* =
F(u)™ + (A= DI — F(u)™ —pl.

On déduit alors : iirnO F\)™!' = F(u)~! — ul = A et ceci pour tout p > 0 .

11. Montrons que AF()\) et A sont s-positives :

Soit z € R", par la question 10.a), on a : I = (Al + A)F(\) = AF(\) + AF()\), donc AF(\) =1 — AF(\) et puis

(AF(Na/2) = (& = AF(Nz/z) = ||| = A(F(Nz/z).

Par i) et I'inégalilé de Cauchy schwartz, on a :

(FNz/z) < [[FNzll =] = ||1F(>\)|| Jlz1*

<5 lolP?
donc ||z||> = M(F(M\)xz/z) > 0 et par suite AF()) est s-positive.
Pour z € R, il existe y € R™ tel que F'(\)y = = (car F()\) est inversible ), donc : (Az/F(\) " 'z) = (AF(\)y/y) > 0.
Or (Az/F(\)"1z) = (Az/ (M + A)z) = MAz/z) + ||Az||?, donc (Az/z) > —% | Az||* pour tout A > 0. Par passage
a la limite lorsque A — +o0, il vient : (Az/x) > 0 pour tout z et par suite A est s-positive .

Partie IV

12. Supposons 7), soit £ € R™ | posons o(t) = ||exp(—tA)z|]* pout tout t € Ry ..
Pour t et to dans R, on a: @(t+ty) = llexp(—(t — to)A)z|
= llexp(—tA) exp(—toA)z|® car tA et toA commutent .

par i) 9 9
< lexp(=t A flexp(=toA)z|
—_——
<1
< llexp(~toA)z|* = ¢(to)

Dol : Vi, to € Ry, o(t +to) < ¢(to) et par conséquent ¢ est décroissante sur Ry .
En conclusion : i) = i7)

Supposons i) : Soit x € R" | pour tout ¢ € Ry, p(t) = (exp(—tA)z/exp(—tA)z), donc ¢ est dérivable et
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13.

14.

15.

@' (t) = (—Aexp(—tA)z/ exp(—tA)z) + (exp(—tA)x/ — Aexp(—tA)z) = —2(Aexp(—tA)z/exp(—tA)x) ( dérivation
du produit scalaire ).

Si I'on pose y = exp(—tA)z, on a alors : Vt € Ry |, ' (¢) = —2(Ay/y)

Par ii) o est dérivable et décroissante, donc : Vt € R4 , ¢'(t) = —2(Ay/y) < 0 et par suite (Ay/y) > 0 pour tout
y € R™ (exp(—tA) est inversible ). Ce qui prouve que A est s-positive .D’ou i) .

Supposons #i7) : Soit t € Ry, pour x € R™ | avec y = exp(—tA)z, on a :

(Aexp(—tA)z/exp(—tA)z) = (Ay/y) > 0, donc ¢'(t) = —2(Aexp(—tA)z/exp(—tA)z) < 0 et par suite ¢ est
décroissante. D’ou %)

En conclusion : i) < i)

Reste a prouver que #i) = %) pour conclure :

Supposons ii), on a alors : V& € Ry , ¢(t) < ¢(0), donc |exp(—tA)z| < |lexp(0)z|| = |/z| et par suite
lexp(—tA)z|| < s W <1

Dans la suite A est s-positive .
D’apres la question 12. I'application t +— |lexp(—tA)z|| est bornée sur Ry ( V¢ > 0; |exp(—tA)z| < 1), donc pour
i, j € {1,..n}, t — (exp(—tA));,; est bornée et par suite ¢ — exp(—At)(exp(—tA));,; est intégarble sur Ry .
Notons par p(\) la matrice (p(A))i,;

’

Ona:p(\) = [e Mexp(—tAdt = [ exp(—t\ —tA)dt = f exp(—t(AI + A))dt. Donc :
0 0
ApN) +2p(X) = [(A+M)exp(—t(A+ A))dt
0

= - f 4 exp(—t(A + A))dt

= [~ eXp( t+AN=f> =1
car |lexp(— ()\I—|—A))|| = e Mlexp(—tA)|| < — 0(A>0).

N———— t—+o0

<1

On conclut alors que p(A)(AI + A) = (A + A)p(A) = I et par suite
p(N) = (AL +A)~" = R(A).

0 1
-1 0

(—)*1 si k=2
(—1)PTA si k=2p+1

e 2p+1 . cos(t) —sin(¢ R .
exp(—tA) = pz ((217)’ 2P ] — p;o(—t)p%fl = cos(t)] —sin(t)A = < sin((t)) cos(t)( ) ) (il y’a plusieurs fagons

de calculer ’exponentielle de la matrice d une similitude )

fe Pcos(t)dt — [ e ™ sin(t)dt
0

Soit A = ( ) ona: (—A)? = —I, donc : Vk € N, (—A)* = { et par suite

p(N) = [e exp(—tA)dt = % .
0 [ e sin(t) [ e cos(t)dt
0 0
1 1
_ A2 41 (=2 )\21L1(_1)
() e (N
A2 +1 A2 +1
A
_ A2 41 A2 41
1 A

A2 +1 A2 +1
( par calcul intégral), d’ou le résultat de obtenu a la question 4.)
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