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concours externe : lére composition 1/5

concours externe
de recrutement de professeurs cerlifiés

deuxiéme composition de mathématiques

La qualité de la rédaction, la clarté et la précision des raisonnements interviendront pour une part
importante dans l'appréciation des copies. Les résultats indiqués dans l'énoncé peuvent étre utilisés par les
candidats pour la suite du probléme.

Notations et objectifs du probléme

Dans tout le probleme, £ désigne I'espace affine euclidien orienté de dimension 3. E Iespace vectoriel
associé, y un élément de l'intervalle [0, L[, nun enticr supérieur ou égal a 3, .# =(O:¢,. e,. ¢, ) un repére ortho-
normé direct de £. Les coordonnées des points de & sont définics par rapport i ce repere.,

On _dit qu'une paire {d,, ds} de deux droites de £ est de rapport v sil existe des vecteurs directeurs
unitaires , de d, et u, de d, dont le produit scalaire u, - u, estégalay.

On appelle gerbe d'ordre n et de rapport v tout ensemble G de n droites de £, concourantes en un
point Q, et telles que toute paire formée de deux droites de G soit de rapport v. Le point Q est appelé centre
de la gerbe G.

Les objectifs du probleme sont la détermination de tous les couples (n, v ) pour lesquels if existe au moins
une gerbe d'ordre 7 et de rapport y et, pour chaque couple de ce type, la classification a une isométrie pres de
toutes les gerbes d'ordre net de rapport .

A. ETUDE PRELIMINAIRE

A.l. Gerbes isométriques.

A.l.l. Soit G={d,,..,d,}une gerbe dordre net de rapport y, et soit f unc isométric de &
Montrer que I'ensemble G’ des 11 droites d] = f (d,). ..., d,= f (d,) est une gerbe dont on précisera
le rapport.

La gerbe G’ est appelée la gerbe image de G par l'isométrie f.

Convention : Les gerbes images de G par les isométries de 4 s'appellent les gerbes isométriques
aG.

A.1.2. Etant donné deux gerbes G et G', montrer que, si G' est isométrique a G. alors G est iso-
métrique a G'. On dira, dans ce cas, que G et G’ sont isométriques.

A.2. Exemples de gerbes d’ordre 3.

A.2.1. Soient d, et d, deux droites de &, de vecteurs directcurs respectifs u, et u,. Montrer que la paire
{d,, d>} est de rapport vy si, et seulement si,ona : {u, * 1] = ylu, || i) .

une gerbe dont on précisera le rapport
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1.3. Appartenance de S¢ a C=.
Dans cette question ¢ est un €lément quelconque de E, & est un entier strictement positif. Pour tout entier

nt |
o e e 19 (1)
n 2 0, on ddsigne par u, la fonction définic sur |0, + | par u, (x) = J' 1 de.
X- o+ t-

"

P
a. Montrer que la série de fonctions ) w1, converge simplement sur
n=0

h. Montrer que, pour tout entier 2, la fonction «,, appartient a C™=,

0, + oo vers S¢.

¢. Déterminer deux nombres complexes « et § tels que, pour tout couple de réels (x, 1) # (0, 0), on ait :

___a_ B

Xx*+ ¢t x—it x+ir

k
Utiliser cette égalit¢ pour calculer 35 (,\———‘ ) et en déduire que, pour tout couple de réels
oy

+ ¢

{x.0) # (0,0)Lona:

k
! k!
& ( 3 1)‘ S 2 Ivk+,
dx* \x” + ¢- (x- + (=)450

d. On note '} la dérivée k-ieme de la fonction u,, .
Soit a un réel strictement positif. Montrer qu'il existe une constante A, telle que. pour tout x = aet tout
entier s, on ait ;

o n+ |
X ()] < Ay J
n

+

En déduire que la série de fonctions 3~ u'¥ converge normalement sur [a, + oof.

n=1

e. Prouver que la fonction S¢ appartient a C* et que, pour tout entier kK > 0,ona:

(So)* (x) = J‘M ch ! ) 6 () dr.

, o Oxf x4+ g2

DEUXIEME PARTIE

Dans cette partie on étudie un exemple de détermination de S¢ a 'aide d'une équation différentielle.

IL.1. Définition d’une fonction ¢, , élément de E.

Soit ¢, la fonction définie sur [0, + oo par ¢, (£} = sin «.

Montrer que. pour tout nombre positif T,on a:

J" tsin ¢ dt—_TCOST+r x> =t cos tdi
0 x.’. + tl xl + TZ o (x.’. + [2)2 *

En déduire que ¢, appartient a E.

[.2. Détermination et intégration d’'une équation différentielle dont S¢, est solution.

a. Prouver que, pour tout couple de réels (x, 1) # (0, 0),ona:

o- t 0’ ( t )
+ =
o0x? \x? + IZ) 0t \x? + ¢ 0

b. En déduire que, sur |0, + o[, la fonction S¢, est solution de I'équation différentielle y” ~ y = 0 (on
utilisera 1.3.e. et on fera deux intégrations par parties successives).

c¢. Déterminer I'ensemble des fonctions solutions de I'équation différentielle précédente sur J0, + oof.
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I1.3. Détermination explicite de S¢, .

a. Prouver que, pour tout x > 0,ona:

+ o H
t’ sin t1 | <X
o X+t 2x

)
(on pourra utiliser I'égalité obtenue en 11.1.). En déduire la limite de 8¢, (x) lorsque vtend vers + .

S

. YOS
h. Montrer que Tintegrale

dr estconvergente et que. pour tout x > (L ona:
0

TYsint i J Tosing y J Y sincxAd ;
. = ar = - dAa .
Ju X+t 0 o AR+ 1
- e . CT o asing o
Deduire de cette cgalité quclmtcgruIcJ PRy de @ une limite finic lorsque x tend vers 0 par
v
(] .
valeurs supdricures.
T osind

¢. Onadmet sans démonstration ['égalité ‘

T . I
dr= BE Expliciter la fonction S¢. .
Ju

TROISIEME PARTIE

On designe par T Fendomorphisme de C™ qui a un élément fde cet espace associe I'élément Tf défini,
pour ¥ > O.par Tfixv) = — xf' (xi. L'identité de C* est notée I et les puissances successives de T sont définies
parT'=T.T-=TeT..... T’ = ToTr "

Soit GG 'espace vectoriel des fonctions réelles de deux variables tx. ¢} définies sur [0, + o[ x [0, + oof
ctindcfinmment dérivables par rapport a la premicre variable. On désigne de méme par T, I'endomorphisme de
G quiaun ciément g de G associe I'éiément T, g défini, pour ix. n € {0, + e[ x [0, + oof, par

de
. T:\ T: A ) .
Pour toutentiern > l.onposelL, = To | I ~ Y oil - TR A I “1a ”3) et on définit L, en

remplagant dans cette formule Tpar T, .

[.1. Commutation de L, et de I'intégrale.

a. Soit A un entier strictement positif. Montrer qu'il existe A réels A, 1 < i < k. tels que, pour tout
¢lément fde C* etpourtout x > 0. onait :
k
THflx) = T ke, X' frix.
i=1
En déduire que pour tout élément ¢ de E et pour tout x > 0,ona:

+ o /

TASd (x) = J T* (;—J’r—l—) o (0 de.

b. Montrer que. pour tout n > 1, pour tout élément ¢ de E et pour tout x > 0,ona:

L., S (x) = [ L,,‘A\.( )¢(r) de.

Q

+ o

x*+
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II1.2. Détermination de L.,S¢.

a. Soit fun élément de C”. Montrer que, pour tout x > 0,ona:

(1= T = oo - LS

b. Déduire de I'égalité précédente L, (\"*M) et prouver que, pour tout x > 0, ona:
+ @ \.J ! 3

L, S (x) = 12[

]

e

[11.3. Déterminationde L, Sé.

Soit «1a fonction définie sur J0, + o X [0, + o paru(v. 1 = T

d. On suppose ¢ tixé. Montrer que, pour tout entier 7 2 | et pour tout.x > (L ona:

\ 2 ,2,,2 i
( _ T,) () (x, 1) = 220X
2n ’ X2+t

n+2

. T 3 - . « . Soge e A
Montrer ensuite que {I + —* s'exprime simplement a l'aide de netde u-

2 n 2

4 x2+l'

2

H . T . A} . . s bl
En déduire 'expression de (I - 4—";-) (u-"alaidede r,de netde u-""-,

b. Etablir, pour tout entier n > 1, pour tout x > () et pour tout élément ¢ de E. les formules :

2Qn+ DV L
L,Sélx) =2 * 0 J 2 =2y p g h) di
0

(1?2

2(2n+1)!r°°( A )3"*1 LTI,
(n1)? ( 1+ A° P+ A

QUATRIEME PARTIE

Dans toute cette partie x est un nombre réel strictement positif fixé.

. (2 n+ 1)!
Pour tout entier n 2 O on pose K, = lenr ) 2';,, (n,),)

IV.1. Etude d’une suite d'intégrales.

+ 2)\ TN
a. Prouver, pour tout entier n 2 0, I'existence de l'intégrale [, = J' “—(_*_—-)):_-)—2;;3 A
[}] \



C.A.P.E.S. de Mathématiques 57
concours externe : lére composition 5/5

b. Montrer que, pour tout 1,ona:
1

[n - In+l = 2+ 2lu-l

|

(on pourra utiliser le changement de variable défini par A = tan( ) 6 € {0. nf et faire une inté-

gration par parties).

¢. Calculer 1, I, eten déduire lavaleurde K, 1,,.

Pour I'étude de la limite de L, S¢ (x). on écrit la formule obtenue a la fin de la troisieme partie sous la
forme:
+ o 2 2n+d ; ) - )

(._,__)"__) q)_(_)‘_}._._¢ (} dx + K l

. 9 (LX),
1+ A° I+ & aln @ X

L,Sé(x) = K,,J

(et 9 2~}
IV.2. Comportement a lI'infini de K,,J ( o ,) f(hidh.
Y

Soit ¢ un nombre récl, 0 < a < 1, et fune tonction continue sur {0, al.
a. Montrer que, pour tout réel 8 € {0. 1, . 8-""' K, a une limite nulle lorsque n tend vers +

(on pourra considérer la série de terme général v, = 67! K, et étudier la limite du rapport " *'),

i

(] b 2+l
b. En déduire la limite de K,,J (l:;})_ﬁ) f(A) dh lorsque n tend vers + o
0

+ @ 2 A 2n+1
IV.3. Comportement a I'infini de K, [ (i_+7) g(h)dh.
h

i o

Soit b un nombre réel. b > 1. et gune fonction continue sur {(}, + | telle que I'intégrale lg (M) di
i)

: . . . Ml el ST .
sott convergente. Déterminer la limite de K,,J (1 " )\3) g(A) dX lorsque ntend vers + o« .
h

IV.4. Détermination de lim L, S¢ (x).

Montrer, en utilisant notamment les deux résultats précédents et la continuité de ¢ en x, que

+ o —22‘.. 2+ (Ax) - ¢(.\’)
K"L (1 + AZ) L 9

)

a une limite nulle lorsque rntend vers + o,

En déduire le résultat annoncé dans les objectifs du probleme.



