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Concours externe : lère composition 1/5 

concours externe 
de recrutement de professeurs certifies 

.kW'-; . . 
deuxième composition de mat hématiques &w&%&$Wq$< c . C F  

La qualité de la rédaction, lu clarté et Irc précision des raisonnements intenienchont polir iule pur( 
iniportante dans l'appréciation des copies. Les risultuts indiqués dans I'étioncé peirvenr Pire irtilisés par les 
candidats polir la sirite du problème. 

Notations et objectifs du problPme 

Dans tout le problème. R' désigne l'espace affine euclidien oriente de dimension 3. E l'espace vectoriel 
associé, y un élément de l'intervalle [O, 1 [, n un enticr supérieur ou egal A 3, .A = (O : e, . +, e, ) un repère ortho- 
normé direct de&. Les coordonnées des points deasont  definics par rapport a ce repkre. 

On dit qu'une paire {d1  , de deux droites de R est de rapport y s'il existe des vecteurs directeurs 
unitaires Ü, de d,  et z2 dc d, dont le produit scalaire L I ,  * I I :  est &al i y .  

On appelle gerbe d'ordre n et de rapport y tou t  ensemble G de ri droites de &, concourantes en un 
point S2,  et telles que toute pilire form6e de deux droites de soit dc rapport *!. Le point Q est appelC centre 
de la gerbe G. 

Les objectifs du problème sont la determination dc tous les couples ( n , y )  pour lesyucls il cxiste i\U moins 
une gerbe d'ordre I I  et de rapport y et. pour chaque couplc de ce type. la clasdïcation unc isomctric prks clc 
toutes les gerbes d'ordre net de rapport y .  

- - -  

- -  

A. h W D E  PRkLIMINAIRE 

A. 1 .  Gerbes isométriques. 

A. 1.1. Soit G = { d, , ..., d,,} une gerbe d'ordre I I  et de rapport y .  et soit .f une isometric de 8. 
Montrer que l'ensemble G' des I I  droites cl; = f  ((1,). ..., d,', = f  (CI,,) est une serbe dont o n  prGcisera 
le rapport. 
La gerbe G' est appelCe la gerbe image de G par I'isomitriej: 
Convenrion : Les gerbes images de G par les isométries de 8 s'appellent les gerbes isométriques 
A G. 

A.1.2. J h n t  donne deux gerbes G et G'. montrer que, si G' est isometrique i G. alors G est iso- 
métrique A G'. On dira, dans ce cas, que G et G' sont isomitriques. 

A.?. Exemples de gerbes d'ordre 3. 

A.2.1. Soient d,  et d2 deux droites de 8, de vecteurs directcurs respectifs zl et z2. Montrer que la paire - 
{ CI, , d2)  est de rapport y si, et seulement si, on a : Iz, - il2 = y\\;, II 11;J. 

A.2.2. Soit ABCD un tétraèdre rtigulier de 8. Montrer que les trois droites (AB), (AC), (AD) forment 
une gerbe dont on prPcisera le rapport. 
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1.3. Appartenance de S$I li C" 

Dans cette question $I est un PlPment quelconque de E. k est un  entier strictement positif. Pour tout  entier 
I I t '  t $ h )  
,, .Y2 + t 

d r .  I I  2 O, o n  clcsignc par I I , ,  la fonction ddïnic sur 10, + 001 par II,, (s) = 

t m  

(1. klontrcr qiic lu scric de t'onctions 1 
/ J .  Montrer cltic. p o u r  t o u t  cnticr I I .  la fonction I I , ,  appartient 1'1 C". 

I I , ,  converge simplement su r  10. + 031 vers S$. 
n = O  

c. DPtermincr dcux nombres complexes (I et 13 tels que, pour tout couple dc rCels tx. r )  # ( O ,  O ) .  o n  nit  : 

- -  - -  * c 3  + t 
.Y' + t' x - ir s + ir * 

Utiliser cettc igaliti pour calculcr 7 " ( - ,) et en diduire que. pour tout couple de réels a .v x- + t -  

d On note I I ; ~ ,  la dkrivée k-ième de la fonction II,, . 
Soit 11 un riel strictement positif. Montrer qu'il existe une constante A, telle que. pour tout x 2 a et tout 
entier I I .  on ait : 

+ m  

En dCduire que la série de fonctions 'x 111f '  converge normalement sur [a + a[. 
Il = I I  

e. Prouver que la fonction S$ appartient à C" et que, pour tout entier k > O, on a : 

DEUXIkME PARTIE 

Dans cette partie on étudie un exemple de détermination de S$ a l'aide dune équation différentielle. 

II. 1. Définition d'une fonction $: , élément de E. 

Soit $? la fonction définie sur [O, + a[ par $? (t) = sin t. 
Montrer que. pour tout nombre positif T, on a : 

-TCOST x 3  - ( 2  

x2 + T? + [ (x' + t2)* 
cos t d t  . dt  = -____ t sin t 

En déduire que $: appartient a E. 

11.2. Détermination et intégration d'une équation différentielle dont S$? est solution. 

C I .  Prouver que, pour tout couple de réels (x, t) # (O, O), on a : 

b. En déduire que, sur ]O, + a[, la fonction SI+' est solution de I'équation différentielle y" - y = O (on 
utilisera I.3.e. et on fera deux intégrations par parties successives). 

c. Déterminer l'ensemble des fonctions solutions de I'équation différentielle précédente sur ]O, + a[. 
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11.3. Dkterrnination explicite de S+: . 

(1. Prouver clue. pour tout x > O, o n  a : 

(on  pourra utiliscr I'i.gaIitt. obtenue en II .  1 .). En dcduirc la limite de S+? (x) lorsque .r tend vers + Q) . 

O. on ;i : 

ClÀ . 

lorscluc .Y tciitl vers O par 

TROISIEME PARTIE 

On dCsisye par T l'endomorphisme etc C'. qui i un dCment fde cet espace associe I'dCment Tf'dCfini, 
pol i r  .Y > O. par T f  .Y) = - .ri' (.Y). LÏdentitC Jc  C cst nott'e 1 et 1c.s puissances succcssivcs de T sont &finies 
l>Llr .ri = T. -1-2 = T c T. ... . TP = T .3 TI'- 1 .  

Soit G l'espace vectoriel dcs fonctions rZclles de deus variahles :S. r l  ddinics sur !O. + 031 x IO. + Q)! 
CI incl2finimcnt cltkivables par rapport ii la prcmikre variable. On de!,igne de mkmo par T,  I'cndomorphisme dc 
( i  qui II un Cicrncnt g de Ci associe I'dlcment T,g dkfini. pour 'S. /i E )O. + m[ x [O. + mi, p;ir 

T'\ T' T' ' 
Pour tout entier I I  2 1, on pose L,, = T 0 ( I - 4 1 0 ( I - 12) 0 . . . [ I  --;i et on difinit L,,  , en 

1 n- 
remplaçant dans cette formule T par T, . 

1 1 1 . 1 .  Conirnutation de L,, et de l'intégrale. 

o. Soit k un entier strictement positif. Montrer qu'il existe k rbels A L . , ,  1 d i d k. tels que. pour tout 
diment f'de C" et pour tout -Y > O. on ait : 

k 

L 
I =  I 

Tkf'(s) = Ak, ,  x'f' ( . Y ) .  

En deduire que pour tout ClCrnent 4 de E et pour tout .Y > O ,  on a : 

h. hlontrcr que. pour tout I I  2 1. pour tout Clkment + de E et pour tout .Y > O, on a ; 
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111.2. Détermination de LIS+. 

u. Soit f u n  élément de C". Montrer que, pour tout .r > O. on ;L : 

h. Diduirc de I'égalite précklente LI,& et prouver que. pour tout .r > O, o n  ;I : 

111.3. D4tcnnination de LI, S+. 

.Y Soit rrla fonction Minie sur 10, + a[ x 10. + mi par 11 \.L I = - 
. Y t  + 1 ' '  

(4 .  On suppose I fixi. Montrer que, pour tout entier tz 1 et p o u r  tou t  .Y > O. o n  il : 

Montrerensuiteque ( 1 + - :;) ( x2uT ,?) s'exprime simplement i l'aide de net de i i l l l *  2 .  

En déduire l'expression de 1 - -L ( I I ~ " )  à l'aide de r. de net de u 2 I 1 -  :. ( 42) 
h. Gtablir. pour tout entier n 2 1, pour tout x > O et pour tout éliment de E. les formules : 

QUATRIkME PARTIE 

Dans toute cette partie xest un nombre réel strictement positif fixé. 

(2 II + l ) !  
2 ' " ( n ! ) ?  ' Pour tout entier II 2 O on pose K, = 

IV. 1. ktude d'une suite d'intégrales. 

(1. Prouver, pour tout entier I I  2 O, l'existence de l'intégrale 1,, = ~ . 
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b. Montrer que, pour tout II. on a : 
1 

I,, - I,,+ 1 = - 2 11 + 2 i , , * l  

( on pourra utiliser le changement de variable défini par h = tan . 8 E [O. n[ et faire une intd- 

gration par parties). 

c‘. Calculer Il,, I,,, et en diduire la valeur de K,, l , , .  
Pour I’étude de la limite de L,, S+ (x). on icrit la formule ohtenue ii II fin de la troisikme purtie sous In 
forme : 

IV.?. Comportement k l’infini de K,, 1: (, i h h 2 j 2 ” - ’ j ’ ( h i  d~ 

Soit ( I  un nombre r d ,  O < ( I  < 1.  et /’une lonction continue sur [O. (i l .  

f i .  Montrer que. pour tout rL‘d 8 E $1. 1 ,  . C ) 2 f r  * ’ K,, a une limitc nulle lorsqiie I I  tend vers + CQ 
“t, l 

’ * l ,  

(on pourra consid2rer la sirie de terme g i n h l  r;, = 02”r I K,, et Ctudier la limite du r~pport ). 

h. En dkduire la limite de K,, f ( h )  dh lorsque n tend vers + 00 . 

iV.3. Comportement a l’infini de K,, 1; I g ( h )  dh . 

1- 1.5‘ 
Soit b un nombre rlel. b > 1. et gune fonction continue sur (O. + a[ telle que I’intlgrale 

soit convergente. Déterminer la limite de K,, 
. I l  

g ( h )  dh lorsque I I  tend vers + . 

IV.4. Dktermination de lim L,, S+ (s). 

Montrer, en utilisant notamment les deux résultats précédents et la continuité de + en .Y, que 

a une limite nulle lorsque I I  tend vers + a. 
En déduire le résultat annoncé dans les objectifs du problème. 


